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— ,Zoom" unrealistisch: Computer kann Pixel nicht erfinden
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Intro Superresolution E g che onstruktion
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DAs MODELL IN 2D UND 1D

Sparliche Bilder ~ Viele, viele Pixel enthalten keine Infos.

1-dimensionales Analogon im Grenzwert zu oo vielen Pixeln:

I T

Viktor Stein »Zoom and enhance“ geht wirklich | Dies Mathematicus 2022 2 /16




Superresolution
[o] lelele]e]

DAS MATHEMATISCHE MODELL - EIN SPIKE TRAIN

Modelliere Signal als spike train auf dem Einheitskreis T:

r

T = Z 0,

k=1

Viktor Stein »Zoom and enhance“ geht wirklich | Dies Mathematicus 2022 3/ 16



Superresolution
[o] lelele]e]

DAS MATHEMATISCHE MODELL - EIN SPIKE TRAIN

Modelliere Signal als spike train auf dem Einheitskreis T:

r

- - o 1, wennte€ A,
xXr = CL0¢,, 0 (A) = )

sonst.
k=1

mit Amplituden (c;);_; € C\{0} und Positionen (t;);_, € T.

Viktor Stein »Zoom and enhance“ geht wirklich | Dies Mathematicus 2022 3/ 16



Superresolution
[o] lelele]e]

DAS MATHEMATISCHE MODELL - EIN SPIKE TRAIN

Modelliere Signal als spike train auf dem Einheitskreis T:
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xXr = CL0¢,, 0 (A) = )
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ABg. 2: Ein reeller spike train auf T mit r = 4 spikes.
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Wegen Beugung: bildgebendes Gerét hat beschrinkte Auflosung.

= das wirkliche empfangene, niedrig aufgeloste Signal ist

Tiow: T — C, t— (zxg)(t)

wobei e
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Wegen Beugung: bildgebendes Gerét hat beschrankte Auflésung.
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DAS NIEDRIG AUFGELOSTE SIGNAL

Wegen Beugung: bildgebendes Gerét hat beschrankte Auflésung.

— das wirkliche empfangene, niedrig aufgeloste Signal ist

r
Tlow: T — C, t— (J} * g)(t) = Z ('f]fg(t — Ifk) (>l< : Faltung).
k=1

wobei

f=7
—9

_ 1 2ritk '
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MESSUNG: FOURIER-TRANSFORMATION DES NIEDRIG

AUFGELOSTEN SIGNALS

Die FOURIER-Transformation von gy ist

)
Tow: Z—C,  j=2())a0) = (Z Cke_zmﬁk) 1< (5)-
k=1

;hh\\\u x w’:{t,’ - L - ;_u\\MM

~ Faltung von x mit g 16scht die hohen Frequenzen von z.

Viktor Stein »Zoom and enhance“ geht wirklich | Dies Mathematicus 2022 6/ 16
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Da g = 1},<y, bleiben d := 2f + 1 Messungen

r r
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k=1 k=1

wobei ¥(z) = (Zj)|j|Sf'

Zwischenbilanz:

. ibt di !
€T = Z (3]",5&C M 7 = |(T;‘/;’672mw"¢(672mt’“),
el Messung Py

J/

~
nichtnegative Linearkombination
von Vektoren vom Typ

e 2Py (e—2mit e C?, o teT.

Wie erhalten wir x aus 7 zurtick?
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— Ziel: gegeben ein dictionary A C C%, zerlege Signal # € C? in
endliche nichtnegative Linearkombination beziiglich A:
= Z Cad, cq >0, |A4] < 0.
acACA
— d sehr viele Zerlegungen von . Welche sind ,,gut‘?
— Bilder spérlich = Gut = sparsam <= ¢, =0 fiir viele a € A
~ Gegeben  und A lose

min |efo sodass F=) cqa, (Py)
(CG)G«GAC[O?oO) aGA

wobei ||c|lg = #{a € A: ¢, # 0}.
®@ || - |lo ist nicht konvex, nicht ,robust®. (Py) ist NP-schwer.
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R4

(a) Der || - |lo-,Einheitsball®,
{(z1,22) € R? : ||z|lo < 1, |z1],|z2] < 1}.  (b) Der || - ||1- Einheitsball.

Agg. 3: Die konvexe Hiille von (a) ist (b).
~16se stattdessen

min )Hc||1 = Z lc,| sodass = Z Caa. (P)
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DAS MINKOWSKI-FUNKTIONAL

Seien X ein normierter Raum und inf(() == oc.

Das MINKOWSKI-Funktional einer 14 x z=(0.51)
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+

V=

IS
N

x — inf{r >0:z € rA}.
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L /// A \\\\ L AN
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Seien X ein normierter Raum und inf(() == oc.

Das MINKOWSKI-Funktional einer
Menge A C X ist

pa(z) =2

pa: X — [0, 00],
x — inf{r >0:z € rA}.
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Atomische Norm
0000

DAS MINKOWSKI-FUNKTIONAL

Seien X ein normierter Raum und inf(() == oc.

mmmes ) P =
Das MINKOWSKI-Funktional einer 24 1 x=(0.5,1)
Menge A C X ist % \
pa: X — [07 OO], _\&1
x — inf{r >0:z € rA}. o= (~0.5.51)
y

Beispiel. Wenn B .= {z € X : ||z|| < 1}, dann pg = | - ||
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WANN IST p4 EINE NORM?

SATZ (NORMEIGENSCHAFTEN)
Ist A C X eine nichtleere, konvexe, beschrinkte, symmetrische,

volldimensionale Menge, dann ist p4 eine Norm auf X.

symmetrisch: TA = AV|r| = 1.

volldimensional: A enthilt offene Umgebung von 0.

Viktor Stein ,Zoom and enhance“ geht wirklich | Dies Mathematicus 2022 11 / 16
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DIE ATOMISCHE NORM

DEFINITION (ATOMISCHE NORM)

Die von A C C? induzierte atomische Norm || - || 4 ist Peonv(A); das
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DIE ATOMISCHE NORM

DEFINITION (ATOMISCHE NORM)

Die von A C C? induzierte atomische Norm || - || 4 ist Peonv(A); das
MiNkOwsKI-Funktional von conv(.A).

-

t= x4

A’\
conv (M

X

Quelle: Fig. 1 aus: Y. Chi, M. Da Costa: Harnessing Sparsity Over the Continuum: Atomic
Norm Minimization for Superresolution. IEEE Signal Process. Mag., 37(2):39-57, 2020.
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DIE ATOMISCHE NORM FUR SUPERRESOLUTION

Erinnerung: & = Y _; |cx|e 2™ rap(e 727k,

— Wir wihlen A == {e 2™%(e=2™) : o, t € T} C C

Satz . .
= || - ||4 ist eine Norm.
Apg. 4: £(A) und R(conv(A)) fir d = 3.
Viktor Stein ,Zoom and enhance“ geht wirklich | Dies Mathematicus 2022

13 / 16
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Die atomische Norm 16st das sparsame Zerlegungsproblem (P ):

Viktor Stein ,Zoom and enhance“ geht wirklich | Dies Mathematicus 2022 14 / 16



Atomische Norm

[e]e]e]e] }

Die atomische Norm 16st das sparsame Zerlegungsproblem (P ):
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Atomische Norm
0000e

Die atomische Norm 16st das sparsame Zerlegungsproblem (P ):

SATZ (DARSTELLUNG DER ATOMISCHEN NORM)

Fiir eine atomische Menge A C C¢ und & € C? gilt

”‘%HA = min ||C||1 1T = Z Cal, Cq >0
acA

Wie finden wir die Anzahl der Spikes r, die Positionen (¢;);_; und
die Amplituden (c)z_,7
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DAS DUALE PROBLEM - POSITIONEN FINDEN

Duale Problem

|74 = maxR(Z,p)) sodass max|((e*™),p)| <1 (Da)
peC? teT
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DAS DUALE PROBLEM - POSITIONEN FINDEN

Duale Problem

|74 = maxR(Z,p)) sodass max|((e*™),p)| <1 (Da)
peC? teT

hat semidefinite Formulierung ~» schnell 16sbar.

Sei p € C? Losung von (D). Dann

{tithmy = {t € T [(0(*™),5)| = 1}

~ Positionen (t;);_; sind Extrema des Be-

trages des trigonometrischen Polynoms ¢ —
(1(e2™) ) mit Koeffizientenvektor p.

Viktor Stein »Zoom and enhance“ geht wirklich | Dies Mathematicus 2022 15 / 16



Rekonstruktion
oeo

AMPLITUDEN FINDEN

Mithilfe der Positionen (ndhrungsweise bestimmt) (¢5%)7_; C T,
finden wir die Amplituden (c;)};_; durch Losen des linearen

Gleichungssystems
T
s est ~ .
Z (fk‘,e_%rljtk = Ty, |]| < f

k=1

——— niedrig aufgelostes Signal
—* Echtes Signal
——  Rekonstruiertes Signal

——— niedrig aufgelostes Signal
—+ Echtes Signal
—— Rekonstruiertes Signal

I/
2 /
4
— 1
Kl 05 0 05 1
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