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Mathematische Modellierung von

Zufallsexperimenten

1.1 Axiomatischer Aufbau der Wahrschein-
lichkeitstheorie

Unter einem Zufallsexperiment versteht man einen zeitlich und 6rtlich

festgelegten Vorgang mit unbestimmtem Ausgang. Beispiele hierfiir sind

o Werfen eines Wiirfels oder einer Miinze,

zufélliges Ziehen von Kugeln aus einer Urne,

Kartenspiele,

Wahlergebnis der ndchsten Europawahl,

Temperatur auf dem Alexanderplatz am 11. April 2019, 12:00,

Lebensdauern.

DEFINITION 1.1.1 (ERGEBNIS, ERGEBNISRAUM)
Die Gesamtheit aller moglichen Ausgénge eines Zufallsexperiments
heiflt Ergebnisraum. Seine Elemente heifsen Ergebnisse und stellen

einen moglichen Ausgang des Zufallsexperiments dar.

Beispiel 1.1.2 (diskrete und kontinuierliche Ergebnisrdume)
Beim k-maligen Wiirfeln ist der Ergebnisraum Q := {1,...,6}*, es gilt
|| = 6. Bei der Temperatur an einem bestimmten Ort zu einer festge-

legten Zeit bietet sich Q2 := [10, 30] an. O

DEFINITION 1.1.3 ((ELEMENTAR)EREIGNIS)
Teilmengen A < € heifien Ereignisse. Die Gesamtheit der Ereignisse
ist somit P(A). Wir nennen 2 das sichere und & das unmogliche

Ereignis. Die Menge {w} nennt man Elementarereignis.

Bermerkung 1.1.4 Elementarereignisse sind keine Ergebnisse!

Beispiel 1.1.5 (Ereignisse) Die Menge {1, 3,5} bezeichnet das Ereig-
nis ,ungerade Augenzahl“, die Menge [40, ) eine hohe Temperatur. ¢

Der Satz A.1.1 zeigt, dass es im Allgemeinen unmdoglich ist, jedem Ereignis
A e P(Q) in konsistenter Weise eine Wahrscheinlichkeit zuzuordnen.

Deshalb schrankt man sich auf kleinere Mengensysteme A — P(f) ein,

%4 fdﬂ‘bexpel ‘iment

Ergebnisraum

Ereignis
Elementarereignis

Seien (Ag)p_, < P(S) Ereignisse.

Sprache der Mengen-
Ereignisse schreibweise
o1 Ak mind. ein Ay tritt ein
o1 Ak alle Ay treten ein
A® A tritt nicht ein
AcB A impliziert B

Abb. 2: Mengenoperation auf Ereignissen
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welche unter den in Abb. 2 genannten Mengenoperationen abgeschlossen

sind, die o-Algebren.

Wahrscheinlichkeiten

Wir wollen fiir jedes messbare Ereignis A € A eine Wahrscheinlichkeit
P(A) € [0, 1] festlegen, welche ein Maf dafiir sein soll, dass A eintritt;
tritt A niemals (sicher) ein, so setzt man P(A) = 0 (= 1). Insbesondere

gilt P(Z) = 0 und P(Q2) = 1.

Zuséatzlich soll fiir disjunkte Ereignisse A und B
P(Au B) =P(A) + P(B) (Additivitat)

gelten. Daraus folgt unmittelbar fir eine Familie (Ag)}_, paarweise

disjunkter Ereignisse

() - S

k=1

(endliche Additivitét)

Gilt fiir jede abzéhlbare Familie paarweise disjunkter Ereignisse (Ag)ken

P <U Ak> = ) P(Ap),

keN keN

(abzahlbare / o-Additivitét)
so heifst P Wahrscheinlichkeitsmaf:

DEFINITION 1.1.6 (KOLMOGOROVSCHE AXIOME, 1933)
Sei (2, A) ein Messraum. Eine Abbildung P : A — [0, 1] heifit

Wahrscheinlichkeitsmafs auf A, falls sie normiert und o-additiv ist.

Bemerkung Ein Wahrscheinlichkeitsmafs kann als Verallgemeinerung der relativen Hau-

figkeit gesehen werden. [Mehr dazu im anderen Skript, todo]

DEFINITION 1.1.7 (WAHRSCHEINLICHKEITSRAUM )
Sei §) eine nichtleere Menge, A eine o-Algebra auf 2 und P ein Wahr-
scheinlichkeitsmafs auf A. Dann heifft das Tripel (22,.4,P) Wahr-

scheinlichkeitsraum.

Sei im Folgenden (€2, 4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

DEFINITION 1.1.8 (STETIGKEIT VON MASSEN)
Seien (9, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Ag)geny < A und
Ae A

o-Algebren

HED)=p( )+ )
+u( D)

)+ = )
+U( =)+

Abb. 3: endliche und abzihlbare Additivitit
[Quelle: Wiki|

Messraum

Wahrscheinlichkeitsmaf$

Wahrscheinlichkeitsraum
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Gilt Ay € Ay = ... und A = |, An, s0 folgt P(A4,,) =55 P(A)

neN

(o-stetig von unten).

Gilt A1 D Ay o ..., P(A1) < o0 und A = [,y Ak, so folgt
P(A,) ==% P(A) (o-stetig von oben).

Lemma 1.1.9 (Eigenschaften von P)

Jedes Wahrscheinlichkeitsmaf$ ist endlich additiv, monoton, subadditiv

und stetig von oben / unten. Es gilt P(Z) = 0 und P(AY) = 1 — P(A).

Beispiel 1.1.10 (Erste Wahrscheinlichkeiten: Wiirfeln)
Beim einmaligen (zweimaligen) fairen Wiirfeln ist jede der sechs (36)

moglichen Augenzahlen gleich wahrscheinlich.

Man setzt daher P({w}) = % (= o) fiir w € Q := {1,...,6}(). Die
Wabhrscheinlichkeit, eine ungerade Zahl zu Wiirfeln ist 3 - % = 5 und, dass
die Augensumme grofer als zehn ist, 3 - % = % O

SATZ 1.1.1: EINSCHLUSS-AUSSCHLUSS-PRINZIP

Fiir (Ax)}_; < A gilt die Siebformel von SYLVESTER:

P(,QA'% >

Beweis. Wir beweisen mittels vollstdndiger Induktion iiber n € N5 .

Induktionsanfang: n = 2. Da A1 UAy = Aj11(A3\A;) und Ay = (A2\Aq)lI
(A2 n Ay) disjunkte Zerlegungen sind, gilt aufgrund der Additivitét

P(Al ] Ag) = P(Al) + IP(AQ\A:[) = IP(A]_) + P(Ag) — P(Al N AQ)

Induktionsschritt: n — n + 1. Es gilt

() (3 ()

=IP<UA;C>+IP nt1) (U AkmAnH).
k=1 k=1

Nach Induktionsannahme gilt
P (U Ak> = Z 1)‘I|71P (m Ak>
k=1 Ic{1,...,n} kel
I+g

Abb. 4: Wahrscheinlichkeitsverteilung beim

zweimaligen fairen Wiirfeln.

%

Abb. 5: Visualisierung der Formel von SiL-

VESTER fiir n = 3. [Quelle: Wiki]
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und

( ' (Ag N Apir) ) - Z (—pli=tp <ﬂ(Ak mAnH))
k m}

=1 Ic{1,. kel
I1#£Q
D G L = B (R
Ic{1,...,n} kelu{n+1}
I#g

Einsetzen ergibt

P (Ol Ak) >, (=pii-te <ﬂ Ak> +P(Ani1)
k=1 Ic{l }

. kel

I

D Y o Dkt 3 I ) (R

Ic{1,...,n} kelu{n+1}

I+
=77
- Y (_1)II1P<ﬂAk). O
Ic{1,...,n+1} kel

I+
Bemerkung (V) Der Satz gilt sogar fiir endliche Inhalte P auf Ringen.

Beispiel 1.1.11 (Anwendung: Fixpunktfreie Permutation)

Es treffen sich n € N Studenten und legen ihre Jacken auf einen Haufen.

Vor dem Heimweg nimmt jeder zuféllig eine Jacke. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, mindestens einer der Studenten seine eigene Jacke

bekommt?
Sei N := {1,...n}. Wir wihlen den Wahrscheinlichkeitsraum

Q= {(¢(k))ken : ¢ : N = N bijektiv}, A:=P(Q)

und die Gleichverteilung P: P(A4) — [0,1], A — ﬁ Dann gilt || = nl.

Definiere nun fiir 7 € N die Ereignisse

A; == {Student i geht mit seiner Jacke nach Hause} = {(i) =i}

Nach dem obigen Satz gilt (vgl. Abb. 2) ist die Wahrscheinlichkeit, dass

mindestens einer der Studenten seine eigene Jacke bekommt,

P <U Ai> = > }(—1)”'—11}» (ﬂ Ak>

iEN Ic{l,....,n kel

o))
(?) ,ﬂ <n—2+1>

(_l)j_l 'n,A»oO

~
H
Q

o
1=

.
I

<
I
—_

I
|

1
L -~ ~ 63.21%,

I

<
Il
_
.

0.7
0.6
0.5F

0.4F
0.3F
0.2F
0.1F

0 2 4 6 8 10
Abb. 6: Die linken Wahrscheinlichkeiten fiir
n < 12. [Quelle: WolframAlpha)
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wobel wir in (%) benutzen, dass die Wahrscheinlichkeiten aller Schnitt-

mengen mit derselben Anzahl an Teilmengen gleich sind. O
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1.2 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Ist Q hochstens abzéhlbar also diskret, so ist jede Teilmenge
A= o, p = Jfwnl e 0
neN
abzahlbar und somit eine abzédhlbare Vereinigung von Elementarereignis-
sen. Deswegen ist fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsraume deren Potenz-

menge die natiirliche o-Algebra.

Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaft P auf €2 kann man

P(A) = Y P({wa}) = D) P({w}).

neN weA

als absolut konvergente Reihe darstellen.

DEFINITION 1.2.1 (ZAHLDICHTE, ENGL.: PMF)
Sei Q) diskret. Eine Funktion p : Q — [0, 1] mit der Eigenschaft

3 o) = 1. 1)

we

heifst Zahldichte bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion.

Durch
p:Q—[0,1], w— P({w})

erhalten wir aus P eine Zahldichte auf 2. Eine einfache Methode zur
Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsmafien auf diskreten Wahrschein-

lichkeitsraumen mittels Funktionen mit Eigenschaft (1) liefert der

SATZ 1.2.1: 1-1-BEZIEHUNG ZWISCHEN ZAHLDICHTEN
UND WAHRSCHEINLICHKEITSMASSEN
Seien 2 diskret und p eine Z&hldichte. Dann definiert
P:P(Q) —[0,1], A— Z p(w)

weA

ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf P(Q2) und heift Verteilung auf Q.

\. J

Beweis. Die Nichtnegativitdt und Normiertheit sind klar, also bleibt

nur die o-Additivitat nachzuweisen. Seien

(An = )™ | =P@

paarweise disjunkt. Dann ist

{wnk :neN, ke{l,...|A,] +1}}

diskret

engl.: probability mass function

Zahldichte
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eine Aufzéhlung aller Elemente von A := [ J, . An, wobei jedes Element

neN

aus A genau einmal aufgezihlt wird, da die Ereignisse A, paarweise

disjunkt sind. Dann folgt

[An]+1
PA) = Y pw) = Y Y pwa) = Y Y pw) = P4, O
weA neN k=1 neNweA, neN

Zur vollstdndigen Beschreibung des Wahrscheinlichkeitsraums geniigt

also im diskreten Fall die Angabe von (Q,p).

Beispiel 1.2.2 (n-facher Miinzwurf) Fiir N/ := {1,...,n} wahlen
wir

Q= {(ir)ren : 1, €{0,1}, e N} ={0,1}",
wobei wir 0 als Kopf und 1 als Zahl interpretieren. Da alle Ergebnisse

gleich wahrscheinlich sind, setzen wir

1
P(W)ZWZQ

—n

Fiir k € AV ist die Wahrscheinlichkeit im k-ten Wurf Kopf zu werfen durch

|{(i17"-aik—1707ik+17"'7in) : Z‘j € {071}5.7 ENH _ 2n71 _ 1
2n 2n 2

gegeben. O
Das obige Beispiel ist Spezialfall eines

DEFINITION 1.2.3 (LAPLACE-WAHRSCHEINLICHKEITSRAUM)

Sei © endlich. Dann heift das durch P(A) = {4| definierte Wahr-

scheinlichkeitsmafs auf P(2) Gleichverteilung auf €.

(Man sagt, P werde durch die Zahldichte p: Q — [0,1], w — induziert.)

1
%]
Die Berechnung von P(A) fiihrt auf Abzihlprobleme, deren wichtigste

Vertreter wir anhand einfacher Urnenmodelle illustrieren:

Beispiel 1.2.4 (Abzihlprobleme mit Urnen)
Eine Urne enthélt mit den Zahlen 1, ..., n beschriftete Kugeln, von denen

wir k < n ziehen. Sei N := {1,...,n}.
@ in Reihenfolge mit Zuriicklegen. Wir setzen
Q= {(x1,...,2x) c N*}.
Dann gilt [ = nk.
@ in Reihenfolge ohne Zuriicklegen. Wir setzen

Q= {(z1,...,25) c N* 2; # x; fir i # j}.

f(x)

Sl
1
®
L J
.
L ]
. ]

0 a b X

Abb. 7: Zahldichte einer diskreten Gleich-
verteilung. [Quelle: Wiki]

Gleichverteilung

Abzéhlproblem
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Dann gilt

n!

|Q|=n-(n—1)-...-(n—kz+1)=m.

Fiir k¥ = n erhdlt man den Spezialfalls Q2] = n!l, welche also die

Anzahl aller Permutationen von N angibt.

ohne Reihenfolge mit Zuriicklegen. Wir setzen
Q= {{z1,..., 21} © N*, 2; # 2 fiir i # j}.

Im Unterschied zum Ziehen unter Beachtung der Reihenfolge werden
alle k! Stiick k-Tupel, welche zu der selben Menge an Kugeln fiihren,

zu einem Elementarereignis zusammengefasst. Also gilt

0 bt =)

was genau der Anzahl aller k-elementigen Teilmengen einer n-

elementigen Grundmenge entspricht.

Eine alternative Darstellung von 2 erhélt man, da es unter allen
k-Tupeln, welche zur selben Menge fiihren, genau eines gibt, in

welchem die Elemente ihrer Grofte nach geordnet sind:

Q={(x1,...,o6) cN* 2y <aiy Vie{l,...,k—1}}.

ohne Reihenfolge ohne Zuriicklegen.

Analog zum vorherigen Fall ordnen wir wieder die Nummern der

gezogenen Kugeln der Grofe nach an:
T1) S22) ... < Tk (2)

wobei wegen des Zuriicklegens Kugeln mehrfach gezogen werden
kénnen. Durch den (bijektiven) Ubergang von Ty zu TGy +i—1

erhilt man aus (2) eine streng monoton aufsteigende Folge
T(1) <x<2)+1<x(3)+2<...éxk—f—k—l.
Wir erhalten also
k .
Q= {(z1,...,2r) c{l,...,n+k—1}" ;s < xi41 Vie {1,...,k—1}}
: _ (n+k—1
und somit nach @) || = ("7F 7).
[K6nig-Skript] Alternativ kann man die Formel auch so herleiten: Wie viele Mdg-
lichkeiten gibt es, k ununterscheidbare Murmeln auf n Zellen zu verteilen? Seien
die kK Murmeln in einer Reihe gelegt. Sie in n Zellen einzuteilen ist dquivalent dazu,
n — 1 Trennwande zwischen die & Murmeln zu setzen. Dadurch erhalten wir eine

Reihe von n + k — 1 Objekten, und nach @ gibt es ("+s_l) Moglichkeiten, diese

anzuordnen. <>

Permutationen

1200

1100

1000

900

800

700

600

500

400

300

200

100

Abb. 8: Graphen der verschiedenen Urnen-
modelle (stetig fortgesetzt).
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Eine Anwendung ist der

SATZ 1.2.2: BINOMISCHER LEHRSATZ

Fiir Elemente x,y eines kommutativen unitaren Rings gilt

(x+y)" = Z (Z)xky”k, neN.
k=0

Beweis. Schreibe (z + y)" = [[}_,(zx + yx) mit z; = z und y; = y.

"=k immer dann auf wenn in

Beim Ausmultiplizieren tritt der Term zFy
k Klammern der Faktor x; und in n — k Klammern der Faktor y; gewahlt

wird, also nach @ in (Z) Fallen. O

Korollar 1.2.5
Es gilt 3o (1) = 2" 2p_o(=D*(}) = 0 und 3_o k() = n2"".

Beispiel 1.2.6 (Anwendung Abzihlprobleme: Paar Schuhe)
In einem Karton befinden sich n Paar Schuhe. Man nimmt zufillig » < n Schuhe heraus.
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit ]P’SLT) (p), dass darunter genaup € {1, ..., [%J} Paare

sind?

Wir betrachten ein Abzahlproblem ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen iiber

dem Ereignisraum  := {1,Y1,...,%n, Yn}, in welchem sich n Paar Schuhe (z;,y;)
befinden. Somit ist || = (ZT") Wir betrachten die Méglichkeiten genau p aus n Paare Abb. 9: Die Funktionen ]P’g? (p) fir r €
zu ziehen, also (;) Somit blieben uns dann n—p Paare, die es moglich wéren zu ziehen. {8,6,10} = {f, g, h}.

Da wir jedoch kein weiteres ziehen wollen, betrachten wir dann (:1:2’; ) Moéglichkeiten
kein weiteres zu ziehen. Zuallerletzt muss noch beachtet werden, dass wir fiir jedes Paar,
die Moglichkeit linker Schuh oder rechter Schuh, als 27 ~2P Kombinationsmdglichkeiten

haben. Somit gilt
() o)

P (p) = s 0
()
1 —
T 09
Beispiel 1.2.7 (Geburtstags-Paradox) 008
©0.7 | §
Man fragt zufillig n € N> Studenten nach ihrem Geburtstag. Wie grofs ist die 4506 | J
Wahrscheinlichkeit g, dass mindestens zwei der angesprochenen Stunden am gleichen E gi | |
o)
Tag Geburtstag haben? _g 8‘2 i 1
20.
=01} §
Wir benutzen das Gegenereignis ©: jeder Student hat an einem anderen Tag Geburtstag: oy 23 R
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Fir den ersten Studenten ist die Wahrscheinlichkeit, mit keinem der vorherigen Number of people

Studenten einen Geburtstag zu teilen, genau eins. Fiir den zweiten Studenten ist die

- . . Abb. 10: [Quelle: Wiki]
Wahrscheinlichkeit an dem Geburtstag des vorherigen Studenten Geburtstag zu haben,

364 ; s _1.364 363  364—n 1 _r1m-1(1_ k_
365 - Somit erhalten wir ¢ =1 55= - 562 - ... - Z55=", also pp =1 k=0 (1 365).
Somit gilt schon p23 > 0.5. O

Beispiel 1.2.8 (Multiple-Choice Test)

Ein Student legt einen multiple-choice Test mit 20 Fragen ab und wahlt bei jeder
Frage zufallig eine der k € N vorgeschlagenen Antworten, von denen nur eine richtig
ist. Fiir jede richtige Antwort erhilt der Student einen Punkt. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, dass der Student am Ende genau £ € N Punkte hat?
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Ist die Antwort falsch (Wahrscheinlichkeit %) so erhélt der Student Null Punkte,
mit einer Wahrscheinlichkeit von % die richtige Antwort und somit einen Punkt. Wir
withlen also den diskreten Wahrscheinlichkeitsraum mit © := {0,1}2° und F = P(Q).

Somit gilt fiir ein w €

P({w}) = p(w) =

k

<1 >Z?0=1 w; (k _ 1>20—Z,2-11 “i (k- 1)20-X52 1w

g k20

Fir Sp :={weQ: Z?gl wj = £} gilt somit

(k‘ _ 1)207Z 20 (k _ 1)2074
P(§) = ), p("’):w@'kT:(g)kT o
weSy
Beispiel 1.2.9 (Multinominalkoeffizient)
Sei n € N und A eine n-elementige Menge. Sei weiter ni,...,ng € N mit Zéf:l ne =n,

fiir k € Ngy,. Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, die Menge A in k disjunkte
Teilmengen Aj; der Grofe ni,...,n, zu unterteilen, wobei wir davon ausgehen, dass

n; # ny fir ¢ # j gilt?

Wir setzen N1 als die Anzahl der Méglichkeiten, aus A n1 Kugeln auszuwihlen. Dann

gilt Ny = (:1) Analog setzen wir Ay als die Anzahl der Méglichkeiten, aus A\A1 no

n—nl)
n2

Kugeln auszuwéhlen. Dann gilt N = (

Also ist Wahrscheinlichkeit gegeben durch

j—1
n — Zn n n—mn n—(n n n N
(TE) = () (L) T ()

1 J
n! (n—mi)T (e rr1)T n!

k

J

T ()T (n2)(n— (n1 +n2)! T (i) (k) T (ny)

Beispiel 1.2.10 (Vier Asse)
Wir betrachten ein Standard-52- Kartenspiel. Jede Position einer Karte im Deck
ist gleich wahrscheinlich. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau vier Asse

hintereinander zu finden sind?

Wir haben
Q= {(w1,...,ws2) rw; € {1,...,52},w; # w; Vi #j}, F:=P(Q).

Und wahlen als Wahrscheinlichkeitsmafs P die Gleichverteilung. Ohne Beschrankung

der Allgemeinheit seien die vier Asse {1,2,3,4}.
Wir setzen
A=f{weQ:3k<49: {kk+1,k+2k+3} ={1,2,3,4}}. o

Da es 49 Moglichkeiten fiir die Position der vier Asse gibt, die auf 4! Weisen permutiert
werden kénnen und fiir die verbleibenden Karten 48! Permutation méglich sind, gilt

|A| = 49 - 4! - 48! = 49! - 41. Oder auch (vgl. 1.2.9) 49 - —5—.

48!.4!
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1.3 STETIGE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

1.3 Stetige Wahrscheinlichkeitsraume

Fiir viele Zufallsexperimente kann der Ergebnisraum nicht diskret ge-
wahlt werden, bei anderen ergibt er sich natiirlicherweise bei unendlichen

Wiederholungen von diskreten Zufallsexperimenten.

Beispiel 1.3.1 (co-facher Miinzwurf)
Der iiberabzithlbare Ergebnisraum ist Q := {0, 1}, Wir kénnen die ersten
n Minzwiirfe {w1,...,w,} als Teilmenge von ) auffassen, indem wir die

zugehorige Zylindermenge
{wi,...,wp} x {0,1} x {0,1} x ...
betrachten. O

Gibt es eine Wahrscheinlichkeitsmaft P auf P(£2), sodass fiir jede solche

Zylindermenge
P({wi,...,wn} x{0,1} x {0,1},...) =27" (3)

gilt, also dass die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, welche nur von den
ersten n Wiirfen abhéngt, gerade der Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses
beziiglich des in Beispiel 1.2.2 betrachteten Wahrscheinlichkeitsmafes fiir

n faire Miinzwiirfe entspricht? Nach Satz A.1.1 ist die Antwort Nein.

Der Ausweg besteht in der Verkleinerung der Ereignissysteme auf eine
o-Algebra, welche strikt kleiner als die Potenzmenge ist, aber immer noch
alle von endlich vielen Miinzwiirfen erzeugten Zylindermengen enthilt. Es
existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf mit der Eigenschaft (3) auf diesem

Mengensystem.

DEFINITION 1.3.2 (BOREL-0-ALGEBRA)

Sei
€= {(Chb] = [ [(ar.be] - @ = (ar)f_y, b= (bk)Z=1}7
k=1
wobel —o0 < a; < b; < oo fiir alle 4 € {1,...,n} gelten soll. Dann ist
o(C) =t B(RY) die BOREL-0-Algebra. BOREL-0-Algebra

Bermerkung 1.3.3 Es gilt B(RY) ¢ P(R?). B(R?) enthilt u.a. alle

offenen, abgeschlossenen und kompakten Teilmengen des R,

An die Stelle der Zahldichte tritt im stetigen Fall eine

11



1.3 STETIGE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

DEFINITION 1.3.4 (DICHTE (ENGL. PDF))

Ein integrierbare Funktion f : RY — [0,00) heift Dichte, wenn
Spa f(x)dz =1 gilt.

SATZ 1.3.1: KONTINUIERLICHES ANALOGON ZU
Sei f eine Dichte auf R?. Dann definiert

P:BRY) - R, A L f(@)de

ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf B(R?).

DEFINITION 1.3.5 (GLEICHVERTEILUNG IM R%)
Sei 2 € B(R?) endlich. Das zu der Dichte |]§TQ| gehorende Wahr-

scheinlichkeitsmaf auf 2 heifst Gleichverteilung auf €.

Es gilt P(A4) = % fiir alle A € B(R). Insbesondere ist die Dichte der
[a.b]

Gleichverteilung auf [a, b] durch et gegeben.
[Ti=1 (bi—ai)

Beispiel 1.3.6 (BETRANDsches Paradox)

TODO. nicht so wichtig, vgl. zweite Ubung. O
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Bedingte Wahrscheinlichkeit und

Unabhangigkeit

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Sind tiber den Ausgang eines Zufallsexperiments bereits Informationen

verfiigbar, dndern sich die Wahrscheinlichkeiten.
Sei im Folgenden (2, A, P) stets ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Beispiel 2.1.1 (Bedingte Wahrscheinlichkeit beim Wiirfeln)
Nach Beispiel 1.1.10 ist die Wahrscheinlichkeit mit zwei fairen Wiirfeln

die Augensumme grofser als 10 zu wiirfeln, %

Wie dndert sich die Wahrscheinlichkeiten, wenn zuerst eine sechs ge-
wiirfelt wird? Fiir den zweiten Wurf gibt es sechs gleichwahrscheinliche
Méglichkeiten, von denen zwei das Gewlinschte erreichen. Somit ist die

Wabhrscheinlichkeit unter dieser Annahme gegeben durch

P(Augensumme > 10, 1. Wurf 6)

P(Augensumme > 10 | 1. Wurf 6) = P(1. Wurf 6)

Die obige Notation erkldren wir mit der folgenden

DEFINITION 2.1.2 (BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT)

Seien und A, B € A Ereignisse. Dann heifst

PACB) g5 P(B) > 0
P(A|B) = P(B) (B)

0, fir P(B) = 0.
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Korollar 2.1.3 (Eigenschaften bedingter Wahrscheinlichkeiten)
Seien A, B € A. Dann gilt
e Bc A= P(A|B)=1firP(B)>0,
e P(A|B)=0 fir An B = .

o P(An B)=P(A)P(B) fiir alle Be A und P(A) = 1.

13
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2.1 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT

SATZ 2.1.1: BEDINGTES WAHRSCHEINLICHKEITSMASS

Seien B € A mit P(B) > 0 und P: A — [0,1], A — P(A | B).

Dann ist (€2, A4, IF’) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Beweis. Die Nichtnegativitidt und Wohldefiniert folgt direkt aus den
entsprechenden Eigenschaften von P. Aus der Existenz eines A € A mit

P(A) > 1 folgt P(An B) > P(B), was im Widerspruch zu der Monotonie
von PP steht.

Sei nun (Ag)keny < A eine paarweise disjunkte Familie. Dann ist auch
(Ax N B)geny < A eine paarweise disjunkte Familie und aufgrund der

o-Additivitdt von P (%) gilt fir Ae A

By = Pl A0 B) @ B B0 B) TR O

Beispiel 2.1.4 (Bedingte LAPLACE Wahrscheinlichkeit)
Seien (2 endlich, P die Gleichverteilung auf 2 und B # (. Dann ist die
bedingte LAPLACE-Wahrscheinlichkeit die Gleichverteilung auf B:

|AnB]| |A B|
P(A|B) = 2 02T 0
1Bl |B|
12
Beispiel 2.1.5 (Verkehrsunfille)
Seien die Ereignisse U := ,Unfall“, M :=  Versicherter méannlich“ und

W = Versicherte weiblich“ definiert und die Wahrscheinlichkeiten P(U |
W) =0.002, P(U | M) = 0.005 sowie P(W) = 0.4 = 1 — P(M) gegeben.
Dann gilt

P(U) = P(U,W) + P(U, M) *Z* P(U | W)B(W) + P(U | M)P(M)

= 0.002 - 0.4 + 0.005 - 0.6 = 0.0038. O

Die Berechnung dieser ,totalen Wahrscheinlichkeit fiir einen Arbeitsunfall

ist ein Spezialfall des folgenden

SATZ 2.1.2: VON DER TOTALEN WAHRSCHEINLICHKEIT

Seien A € A und (B, )nen € A eine paarweise disjunkte Familie

mit A < |, .y Bn. Dann gilt

neN

P(A) = Z IP(A | Bn) : P(Bn) = Z P(A N Bn)'

neN neN

14



2.1 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT

Beweis. Fiir P(B,) > 0 folgt P(A | B,) P(B,) = P(An B,) (*) aus der
Definition. Fiir P(B,,) = 0 folgt, da P(A n B,,) < P(B,,) = 0 mit der
Monotonie auch (). Somit gilt

S P(A|B,)P(B,) = Y P(An B,) "= P (A ~UJ Bn> =P(4).00

neN neN

Beispiel 2.1.6 (Aus P(U) die W-keit P(M | U) berechnen)
Es gilt

P(M,U) _ P(U| M)P(M) _ 0.005-0.6

POMIU) = P(U) P(U) 0.0038

=0.789. ¢

Der folgende Satz verallgemeinert die Rechnung aus dem letzten Beispiel.

SATZ 2.1.3: BAYES (1763)

Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1.2 und P(A) > 0 gilt

~ P(AnB,) )
a ZkeN P(AnBy) /)

P(A | B,) - P(By)
P(B, | A) = Yren P(A | Bi)P(By) <

Beweis. Aus Satz 2.1.2 folgt P(A) = >, .y P(A | By) - P(B}) und somit

P(B,nA) P(AnB,) P(B,)
P(Bn | A) = P(A) - P(B,) ' P(A)

 ZenP(A | By) P(Br)’

Beispiel 2.1.7 (Anwendung: Das Ziegenproblem)

In einer Gameshow gibt es drei Tiiren, hinter zwei stehen Ziegen, hinter
der anderen ein Sportwagen. Wir diirfen eine Tiir wihlen und behalten,
was dahinter ist. Wir wéhlen eine Tir. Anstatt unsere Tiir zu 6ffnen,
Offnet der Moderator eine andere und es kommt eine Ziege zum Vorschein.

Uns wird angeboten, die Tiir zu wechseln, sollten wir das tun?

Zusétzliche Annahmen: Die Position des Sportwagens ist zuféllig geméft der Gleichvertei-
lung auf die drei Tiiren verteilt. Der Moderator weiff, wo der Sportwagen ist. Wahlt der

Kandidat eine Tir mit dem Sportwagen, so wahlt er gleichverteilt eine andere Tiir.
Sei A; := "Der Sportwagen ist hinter Tiir ¢" fiir ¢ € {1,2,3}. Dann
gilt | |;,_; A; =: Q. Ohne Einschrankung wiahlt der Kandidat Tiir eins und

der Moderator Tiir zwei. Sei B := "Moderator 6ffnet Tiir mit Ziege"c €.

Da der Moderator gleichverteilt wahlt, wenn wir den Sportwagen gew&hlt
haben, gilt P(B | A;) = 1. Der Moderator wihle die Tiir mit der
anderen Ziege, wenn wir eine gewéahlt haben, es gilt P(B | A2) = 0 und

P(B | As) = 1.

15

P(A|B)-P(B) = P(ANB) = P(B|A)-P(A)

Abb. 11: Darstellung von des Satzes von
Baves fiir n = 1 mit Entscheidungsbdumen.

[Quelle: Wiki|

3] [=F%]
J=x|§== B £
= 5

Abb. 12: [Quelle: Wiki]



2.1 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT

Also ist die Gewinnchance ohne Wechsel P(A;) = § und mit

P(B | As) P(4s) 2

TS P(B|AP(4) -5+ 0-3+1-17 3

(M

P(As3 | B)
mit der Formel von BAYES. Es ist also sinnvoll, zu wechseln. O

Weitere Anwendung: Ruinprobleme. TODO

Beispiel 2.1.8 (Falsch-Positive)
Angenommen, 5%o der Bevolkerung haben eine Krankheit K. Ein Test
zeigt bei 99% der Erkrankten eine positive Reaktion (P): P(P | K) =

0.99, allerdings zeigt er bei 2 % der Gesunden eine positive Reaktion:

P(P | K¢) = 0.02.

Die Formel von BAYES liefert mit By := K und By = Kt

- P(P | K)P(K)
P(K | P) = P(P | K)-P(K) + P(P| K¢)P(KT)
_ 0.99 - 0.005 ~ 0.2

0.99 - 0.005 + 0.02 - 0.995

Also ist in nur zwei von zehn positiven Tests die getestet Person wirklich

erkrankt. O

16
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Abb. 13: Von 479 positiv getesteten sind nur

99 (knapp jeder fiinfte) wirklich erkrankt.
[Quelle: selber|




2.2 UNABHANGIGKEIT

2.2 Unabhangigkeit

DEFINITION 2.2.1 (STOCHASTISCHE UNABHANGIGKEIT)
Eine Familie von Ereignissen (A;);er heifst stochastisch unabhéingig
wenn fiir alle endlichen nichtleeren Teilmengen J < I gilt

P (ﬂ Aj) =[P4, (4)

jeJ jeJ

Gegenbeispiel 2.2.2 (Vollstéindig <= paarweise unabhingig)
Seien A € Amit P(A) € (0,1) und n € Nog. Definiere A = ... = A, =
A und A, = . Dann gilt P (), 4x) = P(4)" 1 - P(A,) = 0 aber

P(A; n Ag) = P(A) # P(A)? = P(A1) P(Ay).

Definiere A :=,1. Wurf Zahl“, B := ,2. Wurf Zahl“ und C = ,]1. und
2. Wurf gleich“. Es gilt P(A) = P(B) = P(C) = 1 und P(A n B) =
P(ANC)=P(BnC)=1aber AN BnC) =1+#PA)PDB)PC).0

SATZ 2.2.1: UNABHANGIGKEIT ENDLICHER FAMILIEN

Die Familie (Ax)}_; ist genau dann unabhéngig, wenn fiir jede

Wahl von By, € {4y, A%}, ke {1,...,n}

gilt.

J

Beweis. ,, = “ Wir fiihren eine vollstdndige Induktion iiber m := |{i €

{1,...,77,}231‘ :Al}‘

Induktionsanfang: m = 0. Fiir m = 0 gilt B; = A, fir allei e {1,...,n}.

Induktionsannahme: Ist m := |[{i € {1,...,n} : B; = A;}|, so sind die

Ereignisse (By)j_, unabhéngig.

Induktionsschritt: n — n + 1. Durch Umnummerierung kénnen wir By =

A[f annehmen. Nach Annahme sind die Ereignisse Ay, By, ..., B, unab-

héngig, also gilt fiir eine nichtleere Teilmenge J < {2,...,n}

P <ﬂ Bj> =[[PB;) wd P <A1 ~ Bj> =P(A) [ [P(B)).

JjeJ jeJ jeJ jeJ

17

stochastisch unabhéngig

Abb. 14: Wahrscheinlichkeiten beim zwei-

maligen fairen Miinzwurf. [Quelle: selbst|



2.2 UNABHANGIGKEIT

Mit einer Verallgemeinerung von (5) folgt durch Umstellen

Pl (] B _P<ﬂ3j>—P<A1mﬂBj>

jeJu{l} JjeJ JjeJ

= [[P(B)) —P(A) [ [ P(B))

jeJ jedJ

AN [ [P(B)) =P(By) [ [P(B))

jeJ jed
, <= Nach Annahme gilt
P (ﬂ Bk> = [[P(B:) und P(ﬂ By mB§> = [ [P(B:
k=1 k=1 k=2 k=2

Addition ergibt

n

ﬁIP’(Bk)Jrﬁ}P’(Bk)Bf = [ [IP’(81 )+ P(BS ] ﬁ
k=1 k=2

k=2 k=2
Aufgrund von

ﬁBk: ﬁBkm(BluBE‘): <ﬁ3k>u<ﬁ3km3§>, (5)
k=2 k=2 k=1

wobei die letzte Vereinigung aufgrund von By N B-? disjunkt ist, folgt
k=2

Somit erhélt man die Produktformel fiir Durchschnitte von n —1 Mengen

und iterativ fiir (k)77 Mengen. O

Beispiel 2.2.3 (,,Kopf* im k-ten von n Wiirfen)
Betrachte beim n-maligen Wurf einer fairen Miinze die Familie der Er-
eignisse (Ay = ,,k-ter Wurf Kopf*)7?_,. Sie ist unabhéngig, denn fiir jede
Wahl By, € {4y, A%}
P (ﬂ > — 2" H P(By,). 0
k=1
Der n-malige Miinzwurf ist ein Spezialfall fiir die unabhéngige Hinter-

einanderausfithrung von Teilexperimenten, welche im néchsten Kapitel

betrachtet werden.
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2.3 PRODUKTWAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

2.3 Produktwahrscheinlichkeitsraume

DEFINITION 2.3.1 (PRODUKTRAUM UND -MASS)

Seien ((Q%,Pr))j_, diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume,

Qi=][]%umd P:P(Q) - [0,1], A > []Pe({wr})
k=1 wi={w1,...,wn } k=1
weA

Dann heift (22, P) Produktraum und P := ), _, Py ProduktmaR. Produktmaf

Korollar 2.3.2 (Zylindermengen)
Fir Zylindermengen A = [[p_; A € P(Q) mit Ay, € Q. gilt

SEh= 5 o % [T

weA wi1EA, wn€A, k=1

oo ﬁPk({wk})Pn(An):‘..zan’k Ay,
k=1

wi1€A, Wn_1€A,_1 k=1

P(A)

Beispiel 2.3.3 (n-maliger Miinzwurf als Produktraum)
Der n-malige Miinzwurf (2, P) ist der Produktraum der Wahrscheinlich- Produktraum
keitsriume €2; := {0,1} mit P({0}) = P({1}) = § firie {1,....,n}. O

Eine Verallgemeinerung ist das

DEFINITION 2.3.4 (BERNOULLI-EXPERIMENT)
Seien p € [0,1], n € N und Q := {0, 1}. Ein durch Q =[]}, Q; und
das Produkt der Wahrscheinlichkeitsmafe P;({1}) = p = 1 — P;({0})
fir i e {1,...,n} Gber Q beschriebene Zufallsexperiment heift BER-

NOULLI-Experiment der Lénge n mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. BERNOULLI-Experiment

Lemma 2.3.5 ([ [_, LAPLACE = LAPLACE)
FEndliche  Produkte  LAPLACE-Wahrscheinlichkeitsrdume  sind

LAPLACE-Wahrscheinlichkeitsraume.

Beweis. Seien ()}_; eine Familie nichtleere endlicher Mengen und
P; die Gleichverteilung auf Qj fir k € {1,...,n}. Dann gilt fiir das
Produktmaf

P({wy,... ,wn}) = ]‘[Pk {wr}) = ]_[ ‘Qk‘ =0T

Also ist das Produktmak P = ), _, P, die Gleichverteilung auf [ [, _, Q.00

1

=1Qk|.

Der folgende Satz formalisiert die Intuition, dass der Produktraum die un-

abhingige Hintereinanderausfithrung von Zufallsexperimenten entspricht.
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2.3 PRODUKTWAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

SATz 2.3.1

Seien (A; € P(€;)), Ereignisse. Die Ereignisse im Produktraum,

welche nur von Ereignis A; im i-ten Zufallsexperiment abhédngen

1—1 n
AV = fw = (w1, wa) €Qrwie Ay = [ [QxAix J]

k=1 k=i+1

sind unabhéngig.

\. J

Beweis. Aufgrund von (Al(-i))c = Hz;ll Qp x AE’ X [ Thrii1 QU geniigt es

fiir die Anwendung von Satz 2.2.1

P <ﬁ A,@) = ﬁ AP
k=1 k=1

fiir beliebige Ay € P(£2;) zu zeigen. Aus Korollar 2.3.2 () folgt

n n t—1 n n
]P’<ﬂ A,ﬁ“) e (V[T <A< ] Qj) =IP’<HAk>
k=1j=1 k=1

.

k=1 j j=it+1
n n i—1 n
O e = []® (H Q x A x [ ] Qj>
k=1 k=1 \j=1 j=i+1
= . P (A" 0
[1r(4)

Bemerkung 2.3.6 (kontinuierliche Produktriume)

Analog kann man auf Familien von beliebigen Wahrscheinlichkeitsrdumen
(e, Ag, Pp)7_; das Produkt (Q, A,P) == (I [}_; Q% p_; Ai i_; Pr)
definieren. Sei A := []}_, Ay mit A, € Ay ein Zylindermenge. Dann
ist A die kleinste o-Algebra, welche von allen Zylindermengen erzeugt

wird und P das eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsmafs ist, fiir das

P ([T Ax) = [T, P(AL) gilt

Lemma 2.3.7 (Produktmafie und -dichten)
Sind (f; : R — [0,00))_, Dichten auf R und P;(A) =, fi(x)dx fir
A € B(R) die zugehirigen Wahrscheinlichkeitsmafle auf (R, B(R)), so
18t

fiR" SR, (21, 20) = [ | frlzn)
k=1

eine Dichte auf R™ und das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmaf
P:BR") — [0,1], A— f f(z)dx
A

genau das Produktmaf von (P;)7;.
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2.3 PRODUKTWAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

Beweis. Fiir Zylindermengen A = [[;_, A gilt

P(A) = | J f(m)dx—Jfl(xl)dx1~-~Aj foln) dz, = gpkmk)

und das beendet den Beweis?? WARUM GENUGT ES, FUR DEN
ZYLINDER-FALL ZU ZEIGEN?? O
Bemerkung 2.3.8 (diskreter Fall)

Aus dem Lemma folgt analog fiir den diskreten Fall, dass fiir endliche

BoOREL-Mengen (€2;)"_; < R und die Gleichverteilung P;(4;) = \él‘l auf

Q; das zugehérige ProduktmaR P = Q);_, P, die Gleichverteilung auf
HZ:l Qz ist.
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Zufallsvariablen und Verteilungen

3.1 Grundlegende Konzepte

Anstatt einzelne Ergebnisse w €  ist man hiufig nur am Wert X (w)

einer Messgrofe X interessiert, z.B. Temperatur oder Aktienkurs. Messgrofke
Seien im Folgenden (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (£, £) ein

Messraum.

DEFINITION 3.1.1 (ZUFALLSVARIABLE(VEKTOR), REALISIERUNG)

e Eine Abbildung X : Q — E heifst Zufallsvariable, wenn Zufallsvariable
{(XeB}:=X"'B)={weQ: X(w)eB}e A (6)

fiir alle B € & gilt.
e Der Wert X (w) heifit Realisierung von X zum Ergebnis w. Realisierung

o Ist (E,&) = (R, B(R)), so heiflt X reellwertig und fiir (E, &) =
(R?, B(R?)) d-dimensionaler Zufallsvektor. Zufallsvektor

Bermerkung 3.1.2 (Notation) Es hat sich durchgesetzt, P(X € B)
anstatt P({X € B}), P(X € A,Y € B) anstatt P{X € A} n {Y € B})

usw. zu schreiben.

Lemma 3.1.3 (Zufallsvariablen)

o st Q diskret, so ist jede Abbildung X : Q : E eine Zufallsvariable.

o Fir jedes A € A definiert die Indikatorfunktion 1 4 eine Zufalls- Indikatorfunktion

variable.

e Sind X1,..., X, reellwertige Zufallsvariablen und ist f : R" —
R BOREL-messbar, so ist auch f(X1,...,X,) wieder eine Zu-
fallsvariable. Insbesondere sind Summen, Produkte etc. reellwer-

tiger Zufallsvariablen reellwertige Zufallsvariablen.

DEFINITION 3.1.4 (VERTEILUNG)

Sei X : Q) — E eine Zufallsvariable. Dann nennt man
p=PoX '=Px:£ >R, B—>P(XeB)

Verteilung von X und schreibt X ~ p. Verteilung
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3.1 GRUNDLEGENDE KONZEPTE

Sarz 3.1.1: (R,B(R),Px) WAHRSCHEINLICHKEITSRAUM

Die Verteilung (einer Zufallsvariable) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

Beweis. Da X ein Zufallsvariable ist, gilt {X € B} € A fiir alle B € £,
somit ist Px wohldefiniert. Weil P nichtnegativ und normiert ist, ist es
auch Px. Es bleibt nur noch die o-Additivitit zu zeigen. Sei (B, )nen < €
eine paarweise disjunkte Folge, dann ist die Urbildfolge ({X € B, })nen ©
A auch paarweise disjunkt. Aus der o-Additivitdt von P (f) und da

Urbilder auch unter Vereinigungen invariant () sind, gilt

Py (U Bn> =]P’<Xe UBn> (;)P<U{XeBn}>

neN neN neN

QS P(X € B,) = Y Px(B,). O

neN neN

Diskrete Zufallsvariablen und Verteilungen

Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariablen X wird vollstdndig durch

die zugehorige Zahldichte
px : E—[0,1], b—P(X =b)

beschrieben. Dies gilt auch, wenn nur das Bild X () diskret ist.

Beispiel 3.1.5 (Zihldichte beim zweimaligen Wiirfeln)
Beim zweimaligen fairen Wiirfeln sei X : Q — {2,...,12} die Augensum-

me. Dann gilt

px i {2,...,12) > [0,1], b P({(k,6) € Q: k + € = b}). 0

Reellwertige Zufallsvariablen und Verteilungen

DEFINITION 3.1.6 (VERTEILUNGSFUNKTION (CDF))

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable. Dann heifst
Fx :R—[0,1], 2 — P(X < z) = Px((—00,z])

Verteilungsfunktion von X.
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3.1 GRUNDLEGENDE KONZEPTE

DEFINITION 3.1.7 (ENTARTETE ZUFALLSVARIABLE)
Eine Zufallsvariable, welche nur einen Wert ¢ € R annimmt, heifst
deterministisch oder entartet, da ihr Wert vom Ausgang des

Zufallsexperiments unabhéngig ist. Es gilt Fx(z) = Lz>.(x).

Lemma 3.1.8 (Eigenschaften der diskreten Verteilungsfunktion)
Sei X eine diskrete Zufallsvariable und Fx ihre Verteilungsfunktion.

Dann gilt

@ Fx ist eine stickweise konstante monoton wachsende Treppen-

funktion mit Werte zwischen Null und Eins.

@ Ihre Sprungstellen sind genau diejenigen Werte x, sodass P(X =
x) > 0 gilt. Die Hohe der Sprungstellen ist P(X = z).

Beweis. Das folgt aus der Darstellung

Fx(z) = Y Px({y}) = X, P(X =y). O

ysz y<z

Beispiel 3.1.9 (Verteilungsfunktion der Gleichverteilung)
Ist X gleichverteilt auf [a, b], schreibt man X ~ U([a,b]) und es gilt fir
z € R nach Beispiel 1.3.5

Fx(z) = Px((—o0,2]) = |(_00i[-2] Z’;]‘[avb” _ z:z Ay + Loz, O

SATZ 3.1.2: EIGENSCHAFTEN DER KONTINUIERLICHEN
VERTEILUNGSFUNKTION

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable. Dann gilt

@ Fx ist monoton wachsend.
@ Fx ist rechtsstetig.
®) Fel0,1], F(—o+) = 0, F(oo—) = 1.

\ J

Bemerkung 3.1.10 (Verteilungsfunktion <= W-MafR)
Alternativ kann man eine Verteilungsfunktion auch genau iiber die oben
genannten Eigenschaften definieren und dann zeigen, dass zu jeder Vertei-
lungsfunktion F' genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf P(R, B(R)) existiert,
sodass P((—o0,z]) = F(x) gilt.

Ebenfalls kann man zu jeder Verteilungsfunktion F' einen Wahrschein-
lichkeitsraum und eine reellwertige Zufallsvariable konstruieren, deren

Verteilungsfunktion mit F {ibereinstimmt.
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3.1 GRUNDLEGENDE KONZEPTE

Daraus folgt

Lemma 3.1.11
Fine Verteilung ist durch die Angabe ihrer Verteilungsfunktion ein-
deutig bestimmt: Sind X und Y zwei reellwertige Zufallsvariablen mit

FX = Fy, S0 fOlgt PX = Py,

also insbesondere: gilt F}, = F), fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafe p und

v auf (R, B(R)) so folgt u = v.

Lemma 3.1.12
FEine Verteilungsfunktion Fx von X ist genau dann stetig in x wenn

P(X =) =0 gilt.
Beweis. Leicht, vgl. HA V Aufg 4 «—. O
Ist f: R — [0,00) eine Dichte, so ist die Funktion

Fir—fotl e [ ) )

eine Verteilungsfunktion. Das motiviert die

DEFINITION 3.1.13 (ABSOLUTSTETIGE VERTEILUNGSFKT.)
Jede Verteilungsfunktion F', fiir die eine Dichte existiert, sodass

(7) gilt, heift absolutstetige Verteilungsfunktion.

Ist X eine Zufallsvariable mit absolutstetiger Verteilungsfunktion F'x

und zugehoriger Dichte fx, so folgt aus (7) fiir alle B € B(R)

P(X € B) = fB fx () dy. (s)
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3.2 DISKRETE VERTEILUNGEN

3.2 Diskrete Verteilungen

BERNOULLI-Verteilung

Die Verteilung der Indikatorfunktion 1 4 des Ereignisse A € A nimmt
zweil Werte an. Wir interpretieren das Ereignis {14 = 1} = A als Erfolg
und bezeichnen p := P(X = 1) = P(A) als Erfolgswahrscheinlichkeit. Fiir
die Wahrscheinlichkeit des Misserfolgs gilt P(X = 0) L9y .

DEFINITION 3.2.1 (BERNOULLI-VERTEILUNG/EXPERIMENT)

Sei p € [0, 1]. Das durch die Zahldichte
{071} - [Oal]y 1 =D, 0— l_p

definierte Wahrscheinlichkeitsmaff auf {0,1} heift BERNOULLI-
Verteilung zu p und wird mit Ber(p) bezeichnet. Zufallsexperimente

mit nur zwei Ausgingen nennt man BERNOULLI-Experimente.

Beispiel 3.2.2 (BErNoULLI-Experimente)
Beim Werfen einer Miinze, dem Geschlecht eines Neugeborenen oder dem Ziehen einer
Kugel aus einer Urne mit zwei verschiedenen Arten von Kugeln handelt es sich um

BerNouLLI-Experimente. O

Binomialverteilung

Seien (Xj ~ Ber(p))}_, unabhéngige Zufallsvariablen und p € [0, 1]. Die
Zufallsvariable S,, == Y, Sk € {0,...,n} zéhlt die Gesamtanzahl der
Frfolge. Dann gilt fiir k e N

(s, =) = () )1 - o

da (}) die Anzahl der n-Tupel mit & Einsen und n — k Nullen ist.

DEFINITION 3.2.3 (BINOMIALVERTEILUNG)

Sei n € N und p € [0,1]. Das durch die Z&hldichte

b(-,n,p) : {0,...,n} — [0,1], k — (Z);m —p)n*

definierte Wahrscheinlichkeitsmaf auf {0, ..., n} heift Binomialver-

teilung zu n und p und wird mit Bin(n,p) bezeichnet.
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3.2 DISKRETE VERTEILUNGEN

Geometrische Verteilung

Seien (X ~ Ber(p))kren unabhingige Zufallsvariablen mit p > 0. Die
Wartezeit auf den ersten Erfolg definieren wir als T := min k. Wir

Xp=1

erhalten fir ke N

DEFINITION 3.2.4 (GEOMETRISCHE VERTEILUNG)

10
Sei p € (0,1]. Das durch die Z&hldichte I
N—[0,1], k— (1-p)*'p 061 |
% !
To4q N\
definierte Wahrscheinlichkeitsmaf auf N heifit geometrische Vertei- \\k‘
02{ o)
lung zu p und wird mit Geo(p) bezeichnet. geometrisch%"\. rgeilung
0.0 e 0900
0 : 1 : BoW

x

Thre wohl wichtigste Eigenschaft ist die

Abb. 21: Die geometrische Verteilung fiir

SATZ 3.2.1: GEDACHTNISLOSIGKEIT pe{0.2,0.5,0.8}.

@ Sei T' geometrisch verteilt. Dann gilt fiir alle £ > 2, n e N
PT=2n+k—1|T>=2n)=P(T=k) (9)

@) Tst T : Q — N eine Zufallsvariable mit Eigenschaft (9), so

ist sie geometrisch verteilt.

. J

Beweis. @ Sei T' geometrisch verteilt. Dann gilt fiir m e N

BT>m)= Y BT =k =Y 1-p'p
k=

k=m m

1—pmtp- Y (1-p)

k=0

=(1-pm! 'p'm =(1-p™!

und somit

PT>k—1+n) (1—p)k-ttnl
BT > k=140 |T2n) = =g = gt

=(1-p) ' =P(T = k).

@) DaP(T = k) = P(T > k — 1) gilt, ist (9) dquivalent zu

P(T>k+n|T>n)=PT > k). (10)
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3.2 DISKRETE VERTEILUNGEN

Setzt man n = 2 in (10) ein, so erhélt man
P(T=2k+2|T>2)=P(T>k)VkeN.

Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit (*) gilt nun

P(T>k+1) =PI >k+2) CP(T>k+2|T>2)PT >2)

———
>0

O pT > k)BT >2) =P(T >k +1)B(T > 2)
BT k41| T >2)B(T > 2)?

WOpr>kr—1)pT>2)?2

Iteration ergibt P(T > k + 1) = P(T > 2)**1 () fiir alle k € Ny.
Mit ¢ .= P(T > 2) folgt

P(T=k) =PT>k—-1)-PT>k) =¢'—¢"=¢"11-¢).

Nun bleibt noch ¢ < 1 zu zeigen. Wir nehmen an, dass ¢ = 1 gilt.
Durch Umstellen folgt mit (x) P(T > k + 1) = 1 fiir alle k € Ny
und somit P(T' < k+ 1) = 0 bzw. P(T < n) = 0 fiir alle n € N. Mit
der Stetigkeit von Mafien folgt

P(T e N) = lim P(T <n) =0,

n—o0

was ein Widerspruch zu P(T € N) = 1 darstellt. O

Beispiel 3.2.5

Seien W := (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Y : W —
(N, P(N) zwei unabhéngige Zufallsvariablen mit X, Y ~ Geo(p) fiir p €
(0,1]. Dann gilt min(X,Y) ~ Geo(1 — ¢?) fiir ¢ := p — 1. (vgl. A.2.5).
Bestimmen Sie die Verteilung von Z := min(X,Y). O

Negative Binomialverteilung

Als Verallgemeinerung der geometrischen Verteilung kénnen wir fiir jedes

n = 1 die Wartezeit auf den n-ten Erfolg

T,:= min keNy,
Z‘?:l Xj=n

betrachten. Fiir die Verteilung ergibt sich analog zu den obigen Uberle-

gungen fir k > n

P(Tn = k) = (k _ 1> (1—p)*mp
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3.2 DISKRETE VERTEILUNGEN

DEFINITION 3.2.6 (NEGATIVE BINOMIALVERTEILUNG)
Sei p € (0,1] und n € N. Das durch die Zahldichte

k—1
— 1 — 1 _ k—m, n

definierte Wahrscheinlichkeitsmaf auf N, heifit negative Bino-

mialverteilung zu den Parametern n und p.

PoissoN-Verteilung

DEFINITION 3.2.7 (POISSON-VERTEILUNG)

Sei A > 0. Das durch die Zahldichte

k

A
m: Ng — [0,1], k& — e*AF

definierte Wahrscheinlichkeitsmaft auf Ny heifft POISSON-Verteilung

zu A und wird mit Poiss()\) bezeichnet.

Der néchste Satz zeigt, dass die POISSON-Verteilung sich als Naherung
der Binomialverteilung fiir groke n und kleiner p (genauer: kleine np?)
eignet. Eine ndherungsweise Berechnung von Wahrscheinlichkeiten ge-
wisser Ereignisse mit Hilfe einer POISSON-Verteilung ist immer dann

gerechtfertigt, wenn es sich um seltene Ereignisse handelt.

SATZ 3.2.2: POISSONSCHER GRENZWERTSATZ

Sei (pn)neny < [0,1] eine Folge von Erfolgsparametern mit

n—oo

np, ——> A > 0. Dann gilt fiir alle k € Ny

b(k;m, pp) =25 ma.

Beweis. Es gilt

b(k;n, pn) = (Z)pﬁ(l —pn)" "

1 n n-—1 n—k+1 i npp\"k
“H )t (1)
—_—— —— S — e [ S
=1 —1 —1 ~( _A)”_>e—)\
N \F
n—0, —e_)‘ = 7T)\(]€) O
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3.2 DISKRETE VERTEILUNGEN

Hypergeometrische Verteilung

Sei ein Grundmenge Q mit [Q2] = N, von denen K Elemente die Ei-
genschaft F besitzen. Es werde n-mal ohne Zuriicklegen gezogen. Sei
X die Zufallsvariable, welche die Anzahl der gezogenen Elemente mit

Eigenschaft E angibt.

Beispiel 3.2.8 (Hochrechnungen)

Wir wollen die Anzahl der Fische in einem See, N, schitzen. Wir markie-
ren zunéchst K Fische rot. Danach ziehe man n < N Fische. Dann ist X
die Anzahl der markierten Fische aus dieser Stichprobe und N = % ist

eine natiirliche Schétzung fiir N, da e gﬂt

Fall 1: ist klein. Dann gibt es keinen grofen Unterschied zwischen Zie-

hen mit und ohne Zuriicklegen. Deswegen kénnen wir die Verteilung von

X durch Bln( ) approximieren, also P(X = k) ~ b (k:;n, %) Dies

sieht man so: Fiir N, Ky — o0 mit py = K—I\;V Mp gilt mit K = Ky

K- (N =K~ (n—R) N

<Z) ﬁ % . ﬁ +1JZ Nox, (Z)pk(1 —p)nk

{=N—-K—-n—k+1 {=N-—n

Fall 2: & ist grof. Dann muss man die Verteilung von X exakt berechnen:

fiir k€ {0,...,n} gilt die obige Formel. O

DEFINITION 3.2.9 (HYPERGEOMETRISCHE VERTEILUNG)

Seien K,n < N. Das durch die Zahldichte
(%) Czk)
(%)

definierte Wahrscheinlichkeitsmaf auf {0,...,n} heifit Hypergeome-

Hyp(vnaNak) : {O’an}_) [0,1]3 k—

trische Verteilung und wird mit Hyp(n, N, k) bezeichnet.

Es ergibt sich die folgende Ubersicht diskreter Verteilungen:
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Abb. 24: Wahrscheinlichkeitsfunktion der
hypergeometrischen Verteilung fiir k = 20;
N = 20,n = 30 (blau), N = 50,n = 60
(griin) und N = 20,n = 60 (rot)
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3.2 DISKRETE VERTEILUNGEN

Bernoulli Verteilung
Hypergeometrische Verteilung Hyp (n, N,K) P(X =1)=p=1-P(X =0)
P(X=k)= ('f-)((":‘)::)

Wartezeit auf ersten Erfolg
Binomialapproximation in unabhangigen Bernoulli Exp.
T 00, FP

Anzahl der Erfolge in
n unabhangigen Bernoulli Exp.

Binomialverteilung Bin (n,p) Geometrische Verteilung Geom (p)
P(X = k)= () (L-p)* P(X=k)=(1-p)*"p
Poissonapproximation Normalapproximation fiir
npp > A Sp—np

p konstant, n — oo

V/np(1-p)’
(siehe Kapitel 6)
Poissonverteilunngoiss A Normalverteilung Y
P(X =k)=e?47 P(X <o) =g [Lo eV dy

Abb. 25: Ubersicht iiber die diskreten Verteilungsfunktionen und ihre

Approximationsmdéglichkeiten.
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3.3 STETIGE VERTEILUNG

3.3 Stetige Verteilung

DEFINITION 3.3.1 (GLEICHVERTEILUNG)

Fiir ¢ < b heiflt eine Zufallsvariable mit Dichte f := % und

Verteilungsfunktion ist =% - 1, ) + 14> gleichverteilt auf [a, b].

DEFINITION 3.3.2 (EXPONENTIALVERTEILUNG)
Fiir A > 0 heift die zu der Dichte fy(z) := Ae™** 1,50 zugehdren-
de Verteilung, F(z) := 1 — e *® 1,59, Exponentialverteilung zum

Parameter A und wird Exp()) bezeichnet.

Die Exponentialverteilung ist das stetige Analogon der geometrischen
Verteilung, dementsprechend verwendet man die Exponentialverteilung

zur Modellierung stetig verteilter Wartezeiten.

Beispiel 3.3.3 (Vielfache / Summen der Exponentialverteilung)
Sei X ~ exp(¥) fiir ¥ > 0. Fiir a > 0 gilt aX ~ exp (2) (vgl. A.2.2). O

SATZ 3.3.1: EXPONENTIALVERTEILUNG GEDACHTNISLOS

(@ Sei T exponentialverteilt. Dann gilt fiir alle s > 0 und ¢ > 0
P(T>s+t|T>t)=PT>s) (11)

@ Ist T eine nichtnegative Zufallsvariable mit den Eigenschaf-
ten (11) und P(T > 0) > 0, so ist T exponentialverteilt.

Beweis. @ Sei T' exponentialverteilt mit Parameter A > 0 und F' die

zugehorige Verteilungsfunktion. Dann gilt P(T" > ) R (t) =
e~ fiir t > 0 und somit

P(T > s+t ~As+1)
P(T > s+t | T >t) = (P(Tit)):ee—/\t —e M =P(T > s).

(@) Sei T eine nichtnegative Zufallsvariable mit der Eigenschaft (11),
F ihr Verteilungsfunktion und F := 1 — F. Dann folgt fiir t, s > 0

Ft+s)=PT>s+t)=PT >s+t|T>t)P(T >t)
W s §)P(T > t) = F)F(s). (12)
Aus Analysis I folgt, dass jede strikt positive rechtsstetige Funktion,
welche der Funktionalgleichung (12) geniigt, von der Form F(t) =

e~ fiir ein A € R ist. () Da F(t) =25 0 gilt, folgt A > 0. Somit

ist T' exponentialverteilt.
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3.3 STETIGE VERTEILUNG

(*): Induktiv folgt aus (12) F(1/n) = F(1)", also F(1) = F(1/n)'/".
Da F(1/n) > 0und F(1) € (0,1], existiert ein A € R mit F(1) = e=*.
Ahnluch folgt F(1) = F(p/q)P/4 fiir alle p,q € Z und somit F(t) =
e~ fiir t € Q. Aufgrund der Rechtsstetigkeit folgt F(t) = e fiir
t e R. O]

Analog zum diskreten Fall kénnen wir auch die Familie der Exponen-
tialverteilungen in eine Familie allgemeinerer Wartezeitenverteilungen

einbetten:

DEFINITION 3.3.4 (I'~-VERTEILUNG)

Die zu der Dichte f(x) = %xﬂ_le”\x T,=0(x) fir A,9 > 0

gehoérende Verteilung heifst ['-Verteilung I'y .

Hierbei ist T(¥) = §; 2’~te™® dz fiir ¥ > 0 die [ Funktion. Insbesondere

gilt Exp(A) =Ty 5.

Die Summe n unabhéngig Exp(\)-verteilter Wartezeiten ist T',, x-verteilt

(siche Beispiel 3.30) TODO.

DEFINITION 3.3.5 (NORMALVERTEILUNG)

Die fiir m € R und o > 0 zu der f,, ,2(x) = \/2;7 exp (f% (z;T)Q)

gehorenden Verteilung heift Normalverteilung N'(m, 02) mit Mittel

m und Varianz o2.

Bermerkung 3.3.6 Fiir m = 0 und ¢ spricht man von der Standard-

normalverteilung. Bs gilt X ~ N (m,0?) = =7 ~ N(0,1).

Beispiel 3.3.7 ((aX + b) ~ N(ap + b,a?c?))
Seien X ~ N(u,0?), 0 >0, a € R\{0} und b € R. Dann ist (aX + b) ~
N(ap + b,a%0?) (vgl. A.2.3). O

Beispiel 3.3.8 (Summe von Normalverteilungen)

Seien X; : (2, A, P) — (R, B(R)) unabhéingige Zufallsvariablen mit X; ~
N(m;,0?) mit m; € Rund o; > 0 fiir i € {1,2}. Dann gilt Z = X+ X5 ~
N(my +ma,0% 4+ 03). (vgl. A.2.4) O
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3.4 GEMEINSAME VERTEILUNG UND UNABHANGIGKEIT VON
ZUFALLSVARIABLEN.

3.4 Gemeinsame Verteilung und Unabhéan-
gigkeit von Zufallsvariablen.

Sei im Folgenden immer (€, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

DEFINITION 3.4.1 (UNABHANGIGE ZUFALLSVARIABLEN)
Die ((Ek,&k))p_,-wertige Zufallsvariablen (Xj)7_; heifen (stochas-
tisch) unabhéngig, falls fiir alle Teilmengen B; € £; die Ereignisse

({Xk € Bi})p_, (stochastisch) unabhéngig sind.

Korollar 3.4.2 (Produktformel)
Die obigen Zufallsvariablen sind (vgl. 2.2.1) genau dann unabhdingig,
wenn P((Xy € Bi)i_y) = [ 11— P(Xy € By) fiir alle (By, € Ex)}_y
gilt.

Lemma 3.4.3 (Unabhingigkeit transformationsinvariant)
Sind (fr : (Ex,Ex) — (Di, D)5, messbare Abbildungen, so sind

die transformierten Zufallsvariablen (fi(Xk))7_, unabhdingig.

Beweis. Aufgrund der Messbarkeit der Transformationen gilt f~1(B;) €
&, fir alle B; € D, fiir alle i € {1,...,n}. Aufgrund der Unabhéngigkeit
von (Xj)P_, sind ist auch ({X, € f, '(Bx)})}_, stochastisch unabhingig.
Aus {Xy € fi '(Br)} = {fx(Xx) € By} folgt die Unabhiingigkeit. O

Wir wollen die Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen mittels ihrer Vertei-

lungen charakterisieren.

DEFINITION 3.4.4 (GEMEINSAME VERTEILUNG)

Seien (Xy)p_; ((Ek,Ek))Zzl—wertige Zufallsvariablen und E :=
[Tiz1 € = ®j—y €k und

Xi=(Xp)i=1 Q> E, we ((Xk(w))Zzl)-
Dann heifit die Verteilung
Px:E— E, B—~P(XeB)=P(Xy,...,Xn)€B)

gemeinsame Verteilung von (Xk)gzl.

Bermerkung 3.4.5 Fiir Zylindermengen B = szl By, € £ gilt insbe-
sondere Px(B) = P ((Xy € Bi)j_,).
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3.4 GEMEINSAME VERTEILUNG UND UNABHANGIGKEIT VON
ZUFALLSVARIABLEN.

Gemeinsame Verteilung und Unabhéngigkeit diskreter Zufallsvariablen

Seien (Xj)p_, Es-wertige Zufallsvariablen, wobei die E; hochstens ab-
ziahlbar sind. Dann ist auch X := (Xj;)}_; eine E := [[}_, Ej-wertige
Zufallsvariable, wobei E hochstens abzéhlbar ist. Daher ist die gemeinsa-

me Verteilung der (Xj)7_; eindeutig durch ihre Z&hldichte

px: E—[0,1], ((er)izy) =P ((Xk = ex)izy)

bestimmt.

SATZ 3.4.1: UNABHANGIG MIT GEMEINS. VERTEILUNG

Unter den obigen Bedingungen sind die folgenden Aussage dqui-
valent.
@ (X%)%_, sind unabhéngig.
@ Es gilt P((Xx = er)iy) = [[1o1P(Xx = ex) fiir alle
(ex)r=1 € E.

@) Es gilt px((er)f_1) = [Tho1 Px, (ex) fiir alle (ex)7_; € E.

\. J

Beweis. Wir zeigen nur (2) = (1). Seien (By < Ep)}_,, B =
[Ti_y Bi und e := ((e)r_;). Dann gilt

P ((Xk € Bk);cl:l) = Z P ((Xk = ek)Z=1) = 1_[ P(X}), = ex)
eeB eeB k=1
= ﬁ Z P(Xk =6k) = ﬁP(XkEBk)- O

k=1 ereByg k=1

Beispiel 3.4.6 (BERNOULLI-Experimente)

Seien (A, )nen eine Folge unabhingiger Ereignisse mit P(4,) = p und
X, =14, der Ausgang des n-ten Versuchs. Dann ist (X, )nen eine Folge
unabhéngiger {0, 1}-wertiger Zufallsvariablen, denn fiir alle (ix)}_, €

{0,1} gilt

P((X) =ix)i_,) =P (ﬁ A,(jk)> = ﬁ P(A)) = ]l[ P(Xy, = i1),
k=1 k=1 k=1

wobei ij) = A; 1;,-0 +Ag¢j —o ist. Wir haben benutzt, dass nach Satz

2.2.1 mit (Ag)}_, auch die Ereignisse (A,(f’“))gzl unabhéngig sind.
Fiir die Zéhldichte der gemeinsamen Verteilung der X := (Xj)7_; gilt
px((ik)f=y) = p2i=1 (1 — p)Zima 17

Sie stimmt also mit dem Produkt der Wahrscheinlichkeitsmafe (P;(1) =
p=1-P;({0}))7_; (vgl. 2.3.4) iiberein. O
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3.5 ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ REELLWERTIGER
Z UFALLSVARIABLEN

3.5 Erwartungswert und Varianz reellwerti-

ger Zufallsvariablen

Erwartungswert und Varianz sind die beiden wichtigsten Kennzahlen

einer Zufallsvariablen.

Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen

DEFINITION 3.5.1 (DISKRETER ERWARTUNGSWERT)

Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten z,, € R fiir n € N.

e Ist z, > 0 fiir alle n € N, so heifst

E[X]:= )] 2nP(X = z,) € [0,0]

’I’LGNQ
der Erwartungswert von X.

e Der Erwartungswert von X existiert, wenn E[|X|] < oo gilt.

Bermerkung 3.5.2 Der Erwartungswert ist das mit den Wahrschein-
lichkeiten gewichtete Mittel der Funktionswerte und lésst sich daher als
Schwerpunkt von X interpretieren. Der Erwartungswert héngt nur von

der Verteilung und nicht der Zufallsvariablen ab.

Beispiel 3.5.3 (Erste Erwartungswerte)

e Fiir den fairen Miinzwurf gilt E[X] = 0-P(X = 0)+1-P(X =1) = %
o Beim Wiirfeln gilt E[X] =Y _ & = T.
o Fiir Ae Agilt E[1,4] =0 -P(A%) +1-P(A) = P(A4). O

Lemma 3.5.4 (Rechenregeln fiir Erwartungswert)
Seien X und Y beliebige diskrete Zufallsvariablen, deren Erwartungs-

wert existieren. Dann gilt

E[aX + Y] = o E[X] + E[Y] Va,be R (Linearitiit)
X>20 = E[X]=>0 (Nichtnegativitét)
|E[X]] < E[|X]] (A& #)

Ferner gilt fiir eine beliebige (messbar???) Funktion h : R — R der

Transformationssatz:

E(h(X)) = Y hlea) B(X = 2,)

neNg
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3.5 ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ REELLWERTIGER
Z UFALLSVARIABLEN

Aus der Linearitdt und Nichtnegativitat folgt die Monotonie des Erwar-

tungswerts.

SATZ 3.5.1: ERWARTUNGSWERT UND UNABHANGIGKEIT

Seien (X})}_; unabhéngige diskrete Zufallsvariablen, deren Er-
wartungswerte existieren. Dann existiert der Erwartungswert von

X :=[]p_, Xi und es gilt E[X| = [[;_, E[X

Beweis. Fiir k € {1,...,n} seien 2} die Werte Zufallsvariablen X} und

¢ e N. Dann gilt

E[lX]] = Z

wobei wir in (%) die Unabhéngigkeit nutzen. Also existiert E[X] und
Wiederholung derselben Rechnung ohne den Betrag beweist die Behaup-

tung. ]

Beispiel 3.5.5
e Sind (Xx)}?_, unabhingig BERNOULLI-verteilt mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p, so gilt E[X] = pfiralle k € {1,...,n}. Insbesonde-
re gilt E[S,| = >7_, E[X] = np fiir S,, := >, _; Xi ~ Bin(n,p).

Aus dem Transformationssatz folgt fiir « € R und alle k € {1,...,n}
Elexp(aXy)] = " P(X), = 0) + e*P(Xy = 1) = (1 — p) + pe”

und somit

n
Elexp(aSy,)] ln exp(aXy) ] H E[exp(aXy)]
k=1 k=1

= (1—p+pe”)".

e Ahnlich zu oben folgt E[X] = A und E[exp(aX)] = exp(—A(1—e®))
fiir X ~ Poiss(}). O

Erwartungswert reellwertiger Zufallsvariablen
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3.5 ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ REELLWERTIGER
Z UFALLSVARIABLEN

DEFINITION 3.5.6 (ALLGEMEINER ERWARTUNGSWERT)

Sei X eine Zufallsvariable. Dann nennen wir
E[X] := J XdP falls f |X|dP <
Q Q

Erwartungswert von X.

Bermerkung 3.5.7 Das Lemma 3.5.4 (vgl. Transformationssatz und

der Satz 3.5.1) {ibertragen sich auf den reellwertigen Fall.

Die Konstruktion des Bildmafes dP wird im Anhang (vgl. A.1.4) ausge-
fithrt.
Beispiel 3.5.8

e Sei X ~ U([a,b]). Dann existiert der Erwartungswert und ist gleich

b

a b—a

, also der Mittelpunkt des Intervalls.
e Ist X ~ Exp()\), so existiert der Erwartungswert und ist gleich A~

o Ist X ~ N(0,1) so existiert der Erwartungswert und ist gleich Null.
Aus Bemerkung 3.3.6 folgt E[X] = m fiir X ~ N(m,d?). O

Varianz reellwertiger Zufallsvariablen

Seien im folgenden alle Zufallsvariablen stets reellwertig.

DEFINITION 3.5.9 (MOMENTE)
Seien X eine Zufallsvariable und p € N. Dann heift E[X?] das

p-te Moment von X.

SATZ 3.5.2: CAUCHY-BUNJAKOWSKI-SCHWARZ

Seien X und Y quadratintergriebare Zufallsvariablen. Dann gilt

E[|XY|] < o und

IE[XY]| < VE[X2]E[Y2].

\ J

Beweis. Aus der binomischen Formel folgt | XY | < XTz + YTZ und somit

E[|XY]|] < . Seien 0.B.d.A (E[X?] > 0 oder) E[Y?] > 0 und definiere

o= %. Dann gilt

0 < E[(X—aY)?] = E[X?]2aE[XY ]+’ E[Y?] = E[X?]— ——mi

woraus durch Ziehen der Wurzel die Behauptung folgt. O
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3.5 ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ REELLWERTIGER
Z UFALLSVARIABLEN

DEFINITION 3.5.10 (VARIANZ)
Sei X eine Zufallsvariable mit | E[X]| < co. Dann heift die mittlere

quadratische Abweichung von X um ihren Erwartungswert
Var[X] := E[(X — E[X])?] € [0, o]
Varianz von X.

Bemerkung 3.5.11
Aus Satz 3.5.2 folgt insbesondere Var[X] < o0 <= E[X?] < 0.

DEFINITION 3.5.12 (STANDARDABWEICHUNG)
Die Zahl S[X] := 4/Var[X] heifit Standardabweichung von X.

DEFINITION 3.5.13 (KOVARIANZ, UNKORRELIERTHEIT)

Seien X und Y quadratintegrierbare Zufallsvariablen. Dann heift
Cov[X, Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]

die Kovarianz von X und Y. Gilt Cov(X,Y’) = 0 so heiffen X und

Y unkorreliert.

SATZ 3.5.3: RECHENREGELN FUR VARIANZEN

Seien X,Y und (Xj)7_, quadratintegrierbare Zufallsvariablen.

e Es gilt

Var[aX + b] = a® Var[X] und (lokale Invarianz)
Cov[aX + b,cY +d] = acCov(X,Y) Va,b,c,d e R
Var[X] = E[X?] —E[X]* und (Verschiebungssatz)

Cov[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y]

e Die Kovarianz ist eine positiv semidefinite symmetrische
Bilinearform.

o Identitdt von BIENAYME (B). Sind (Xj)7_, paarweise un-
korreliert, so folgt Var [>,_; Xi] = X;_; Var(Xy).

e Sind X und Y unabhéngig, so sind sie unkorreliert.

\ J

Beweis. Leichtes Rechnen. Ol

Gegenbeispiel 3.5.14 (Unkorreliert = unabhiingig)
Seien A]_, A2 = A3 disjunkt mit 0 < IP(A]_) = P(Az) < P(Ag) < 1. Dann
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3.5 ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ REELLWERTIGER
Z UFALLSVARIABLEN

sind die Zufallsvariablen X := 1,4, — 14, und Y := 14, unkorreliert, da
XY =1a,~8; —Lagna, =14, — 14, =X
sowie E[X] = P(4;) — P(A3) = 0 und somit
Cov[X,Y] =E[XY] -E[X]E[Y] =E[X]|-E[X]E[Y]=0
gilt, aber nicht unabhéngig, da

P(X = 1,Y = 1) = P(Al N A3) = P(Al)
# P(A)P(A3) = P(X = 1) P(Y =1)

gilt. O
Beispiel 3.5.15 (Varianzen der wichtigen Verteilungen)
e Fiir (Xj, ~ Ber(p))y_; gilt Var[S,] = >;_, Var[X;] = np(1 — p)
fir S, ==Y, _, Xx ~ Bin(n,p).
e Fiir X ~ Poiss(\) gilt E[X?] = A2 + A und somit Var[X] = .
e Sei X ~ Exp()). Induktiv erhélt man mit partieller Integration

E[X*] = £ und somit Var[X] = A72.

e Sei X ~ N(0,1). Dann gilt E[X?] = 1 und somit Var[X] = 1. Sei
nun X ~ N (m,0?). Nach Bemerkung 3.3.6 folgt Var[X] = 2. ¢

40



Erzeugenden & charakteristische

Funktionen

4.1 Erzeugenden Funktionen

DEFINITION 4.1.1 (ERZEUGENDEN FUNKTION, ENGL. PGF)
Seien X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten in Ny und p,, = probability generating function

P(X = n) fiir n € N die Zahldichte der zugehoérigen Verteilung.

e Dann heifdt

o0
3.5.4
QX 3 [0, 1] — [0, 1], S — E[SX] = Z ann. Allgemeiner ist der Definitionsbereich von
n=0 G x der Konvergenzradius der Potenzreihe.

erzeugende Funktion von X. erzeugende Funktion

o Ist P = (pn)nen, eine beliebige Verteilung auf Ny, so heifst

G(s) = Zf:o pps™ erzeugenden Funktion von P.

Bemerkung Die Potenzreihe ist wohldefiniert, da

Z |p’ﬂ8n| < Z pn‘s‘n < Z Pn = 1

neNg neNy neNy

gilt.

Lemma 4.1.2

Die erzeugenden Funktion ist fir |s| < 1 gliedweise differenzierbar mit

g(n) (0)

n!

= Pn-

Korollar 4.1.3 (P < G)

Jede Verteilung P = (pn)nen, ist eindeutig durch ihre erzeugenden

Funktion bestimmt.
Beispiel 4.1.4 (erzeugenden Funktionen wichtiger Verteilungen)
e Fiir Bin(n, p) gilt G(s) = X1, (1)pF(1—p)"Fs" 127 (sp+1-p)™.

e Sind X ~ Bin(n,p) und Y ~ Bin(m,p) unabhéngige Zufallsvaria-
blen fiir n,m € Nund p € [0,1]. So gilt Gx 4y (t) = (tp+1—p)"*T™,
also X +Y ~ Bin(n + m,p) (s. A.2.6).

e Fiir Geo(p) gilt G(s) = ﬁ mit der geometrischen Reihe.
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4.1 ERZEUGENDEN FUNKTIONEN

e Seien X,Y ~ Geo(p) unabhingige Zufallsvariablen mit p € (0, 1).
Dann gilt Gxiy = Y5 (1)t*p*(1 — p)"~* und somit P(X +Y =
n) =p*(n—1)(1 —p)"~2 fiir alle n € Noy.

k
e Fiir Poiss()) gilt G(s) = Z eiA)\—sk — e, O

Bemerkung (Notation) Wir schreiben F(at) := lim F(x).

z—at

Lemma 4.1.5 (Grenzwertsatz von ABEL)
Sei A = ZneNO a, eine konvergente Reihe reeller Zahlen. Dann konvergiert die
Potenzreihe f(z) =Y, anz™ auf [0,1] und die Funktion f(x) ist stetig auf [0, 1]
mit f(1) = A.

(X diskret?)
@ Es gilt E[X] = G (1-).
@) Ist G (1-) < oo, so gilt

neNg

Var[X] = G% (1-) + G (1-) (1 = G (1))

. J

Beweis. (D) Fiir [s| < 1 ist G (s) = X, oy nPns” . Fiir E[X] = 0

ist die Identitdt klar, sonst folgt sie aus dem Satz von ABEL.
@) Fiir |s| < 1 gilt

0
G%(s) = Z n(n —1)p,s" 2 = Z n?p,s" 2 — Z npps" 2.

n=2 neN neN
- -

=:81 (S) :282(5)

)

Ist G’y (1—) < oo so folgt

und analog zu (@)

lim 8 (s) = Z n?p, = E[X?]

871 neN
und somit
_ 27 2 _1; " giX(s) ! 2
Var[X] = E[X?] ~ E[X]*  lim 0% (s) + 5% — G (s)
=g%(1-) +Gx(1-)(1 - gx(1-)). O

Beispiel 4.1.6 (Momentenberechnung)
e Aus dem letzten Beispiel wissen wir, dass fiir X ~ Bin(n,p) die
erzeugende Funktion G x ein Polynom und somit {iberall differenzier-

bar ist. Aus dem Satz 4.1.1 folgt E[X ]| = np und Var[X] = np(1—p).
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4.1 ERZEUGENDEN FUNKTIONEN

e Fiir X ~ Poiss(A) eine global konvergente Potenzreihe und somit

differenzierbar. Somit folgt E[X] = A = A2 + A\(1 — \) = Var[X]. ¢

SATZ 4.1.2: TODO

Seien (X)7_, unabhéngige No-wertige Zufallsvariablen und S, :=

>h—1 Xk Dann gilt fiir [s| <1

Gs.(s) = [ [ 9x.(5)
k=1

\. J

Beweis. Da (X;);_, unabhéngig sind, ist es nach ... auch (st)n fiir

k=1
beliebige s € R. Nach Satz 3.33 (I!!) gilt

ﬂﬂ=ﬁm¥wﬁﬁ%wym
=1 k=1 k=1

n

= 22;1 k|l =
Gs, (s) E[s X] IEL

Beispiel 4.1.7 (Anwendung auf BERNOULLI-Experimente)
Seien (Yj, ~ Ber(p))y_; unabhéngig. Dann gilt X =}, Vi ~ B(n,p).
Mit dem obigen Satz konnen wir unser Ergebnis aus Beispiel 4.1.4 verifi-

zieren: Gx (s) = [[}_, Gy, (s) = (sp+1—p)™ 0

SATZ 4.1.3: KONVERGENZSATZ FUR CH. FUNKTIONEN

Seien (P, = (p;") eine Folge von Verteilungen auf

)keNO)nENO
No mit erzeugenden Funktionen (G, )nen,. Dann sind die beiden
folgenden Aussage dquivalent.

e Der Grenzwert py, = nh_I)rgo pl(cn) existiert fiir alle k € Ny.

e Der Grenzwert G(s) = 7}1_13%0 Gn(s) existiert fur alle |s| < 1.
In diesem Fall gilt pp > 0 fiir £ > 0 mit ZkeNO pr < 1 und

G(s) = Dken, st

\. J

Beweis. TODO. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass im Allgemeinen P = ZkeNO pr <1
gilt, dass also die Grenzverteilung ein defektes Wahrscheinlichkeitsmafs
auf Ny ist: p,(c") = 1}—,. Dann gilt plgn) 2%, 0 = py, fiir k € Ny also
sogar 8 = 0. Im Falle von 8 = 1 gilt in der Situation des obigen Satzes

G(s) = lim,, o, Gn(s) fur |s| < 1.

Beispiel 4.1.8 (Anwendung: PolssoNscher Grenzwertsatz)
Sei (pp)nen eine Folge von Erfolgsparametern mit np, 2% X > 0 und

(Gn(s) == (spn + 1 — pn)")nen, die erzeugenden Funktion der Binomial-
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4.1 ERZEUGENDEN FUNKTIONEN

verteilung Bin(n,p). Dann folgt mit A, = np,
n An " no0  (s—1)A
Gn(s) = (spn +1—pp)" = 1—(1—5)? — e ,

da (1—(1— s)%)n 22%, (=D fiir alle A € R und

i (1 9) - (1= -92)’
An

gilt. Die letzte Ungleichung sieht man so ein: Seien a := 1 — (1 — 5)22 und

< lim [1—s|[An— A =0
n—0o0

b:i=1—(1—s)2. Aufgrund von s € [0,1] gilt a,b € [0,1] fiir groke n € N. Nun

n

gilt
n n—1 n—1 n—1
|an _ bn| _ Z akbnfk _ Z akbnfk _ Z ak+lbn717k _ Z akbnfk
k=1 k=0 k=0 k=0
n—1
i An — A
= Zakb"1k|a—b\<n\a—b|=7i|1—s|‘ ‘
— i
k=0 <1
Warum ist das eine Anwendung des Satzes? O
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4.2 CHARAKTERISTISCHE FUNKTIONEN

4.2 Charakteristische Funktionen

-\@'-Vorbetrachtung
Die Funktion G(s) = », cy, Pns" ist analytisch in |s| < 1 und
kann stetig auf dem Rand fortgesetzt werden, (vgl. Satz von ABEL).
Nach komplexer Analysis ist G durch seine Randwerte x x () := G(e*)

fiir ¢t € R eindeutig bestimmt.

DEFINITION 4.2.1 (CHARAKTERISTISCHE FUNKTION)

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable. Dann heiftt die Funktion
xx :R— C, ¢t — Elexp(itX)]
charakteristische Funktion von X.

Korollar 4.2.2 (Eigenschaften der charakteristischen Funktion)
Sei X eine reellwertige Zufallsvariable und x ihre charakteristische

Funktion. Dann gilt

L 3.5.4
o x(0) =1 und |x(t)] < E[|exp(itX)|]=1.

o Ist X diskret (stetig) verteilt mit den Werten x,, (Dichte f), so
gilt

xx(t) = ZIF’(X = x,)e't"n <= JR e f(x) dx) )

n

e Die charakteristische Funktion bestimmt die Verteilung einer

Zufallsvariablen eindeutig, es gilt xx = xy <= Fx = Fy.

e Besitzt X endliches fiir n € Ny n-tes Moment, so folgt E[X™] =
X P(0) (vgl. Satz 4.1.1).

o Seien (Xj)y_, unabhingige Zufallsvariablen. Dann gilt firt e R
(vgl. Satz 4.1.2)

X(gr_y x0)® =T Txx ).
k=1

o Seien X, (Xy)ren Zufallsvariablen. Dann sind die beiden fol-

genden Aussagen dquivalent: (1) Fx, (r) “=2> Fx(z) fir alle

n—o0

Stetigkeitspunkte x von F und (2) xx, (t) —— xx(t) fir alle
teR (vgl. Satz 4.1.3).

Beispiel 4.2.3 (Charakteristische Funktion wichtiger Verteilungen)

e Ist X ~ Ber(p), so gilt

xx(t) = B[] = "1 —p) + e''p= (1 —p) + e'p = B.
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4.2 CHARAKTERISTISCHE FUNKTIONEN

e Ist X ~ Bin(n,p), so gilt xx(t) = X} _, ™ (})p*(1 —p)"~F = B".

e Ist X ~ N(0,1), so gilt xx = e=%. Also folgt fiir Y ~ N (m,0)?
Xy = exp (z’tm - @) (s. A.2.7) O

Lemma 4.2.4 (Linearkombinationen von Normalverteilungen)
Seien (Xj, ~ N (mg,02)?_, unabhingig und (ax)?_, < R. Dann gilt
Z =30 ap Xy ~ N(m,o?) mit m == (a,m) = Y, _, apmy und

2.\ 2 9
0% = D1 O}

Beweis. Es gilt

Xz(t) E lit i Oéka‘| (%) ﬁ ]E[exp (itaka)]
k

k=1 =1

n 2
t

| | exp <itakmk — O'l%( o) )

k=1 2

S o o\ (to)?
= exp Z apmy — Z a0y 5= exp | itm — 5 ,
k=1 k=1

wobei wir in (®) Lemma 3.4.3 benutzt haben. Aufgrund der Eindeutigkeit

der charakteristischen Funktion folgt die Behauptung. O
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Gesetze der grofien Zahlen

5.1 MARKOVsche Ungleichung

SATZ 5.1.1: MARKOVSCHE UNGLEICHUNG

Seien X eine reellwertige Zufallsvariable und ® : R — [0, 00)

monoton wachsend. Dann gilt

fiir alle a € R mit ®(a) > 0.

\ J

Beweis. Seia € R. Dann ® monoton wachsend ist, folgt (X (w)) < ®(a)

aus X () > a fiir alle w € Q. Das impliziert (Notation aus (6))

(X >a) c {®(X) = ®(a)} — P(X =a) <P®X) > da).  (13)
Nun folgt
B@)B(X > ) 'S 2P (B(X) > 2(0) "2 B[(8(0) Lo a0
(M) (M)

< E[(2(X) Lia(x)z0(a)] < E[®(X)]

Da ®(a) > 0 ist, folgt die Behauptung durch Umstellen. O

Korollar 5.1.1 (CHEBYSHEVsche Ungleichung)
Fiir p € [1,00) betrachte die monoton wachsende Funktion ®(t) :=

tP 14=0(t). Also folgt fir alle a > 0

P(|X — E[X]| = a) < E[lX — E[X]P]

aP
Der Spezialfall p = 2
P(|X — E[X]| > a) < VarEX]
a

heifst CHEBYSHEVsche Ungleichung.

Korollar 5.1.2 (Generische CHERNOFF-Schranke)

Fiir ®(t) := e mit X > 0 folgt fiir alle a € R

P (X —E[X] = a) < e *E[exp(\(X — E[X])].
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5.2 DAS SCHWACHE GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN

5.2 Das schwache Gesetz der grofien Zahlen

DEFINITION 5.2.1 (STOCHASTISCHE KONVERGENZ)
Seien X, (X )ren Zufallsvariablen. Die Folge (X )ken konvergiert in

Wahrscheinlichkeit gegen X gegen X, wenn fiir alle ¢ > 0
P(| X, — X| >¢) 2220

gilt und schreiben X, 5 X

SATZ 5.2.1: SCHWACHES GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN

Sei (X, )nen eine Folge unkorrellierter identische verteilter Zufalls-

variablen mit endlicher Varianz. Dann gilt

3I)—‘

ZXk—>IEX1]

\. J

Beweis. Sei m :=E[X;] und € > 0. Dann gilt E [2 >_, X)| =m und

p([2 %0 m = o) a2 3w
k=1 "=

® 1 <

SI'—‘

1
e2.n

P

Var[X;] =% 0. O

Beispiel 5.2.2 (empirisches — theoretisches Mittel)
Seien (X,, ~ Ber(p))nen unabhiingig. Dann gilt + > | X, Lq; p. O
n—

SATZ 5.2.2: SCHWACHES GGZ (VERALLGEMEINERUNG)

Sei (Xi)}l_, eine Familie paarweise unkorrelierter Zufallsvariablen

mit endlicher Varianz. Gilt

— Z Var[X,] =0,
k=1
so folgt
1 n
=Y (X — E[X}]) —— 0.
n = n—00

\. J

Beweis. Fiir € > 0 gilt

P<1
n:

Xk —E[Xi]| > ¢
k=1
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5.3 DAS STARKE GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN

5.3 Das starke Gesetz der grofsen Zahlen

Wir betrachten eine Folge fairer Miinzwiirfe (Xj)gen (w.i.v) mit P(X}, =
0) = P(X; = 1) = 0.5. Nach dem schwachen Gesetz der grofen Zahlen
gilt fir S, == Y0, Xy

Sn E[X;] = 0.5.

n n—o

Betrachten wir nun einen Folge von Realisicrungen (Xj(w))gen der

Miinzwiirfe erhalten wir das nebenstehende Verhalten fiir die Folge der

relativen Haufigkeiten. Fiir ein ,typisches* w sollte als %(w) — 0.5 gelten.

Daher benétigen wir den stirkeren Konvergenzbegrifl der

DEFINITION 5.3.1 (FAST SICHERE KONVERGENZ)
Seien X und (Xg)ken Zufallsvariablen auf (€,.4,P). Die Folge
(X7 )nen konvergiert P-fast sicher gegen X falls

X, 5 X e x= lian:<:>IP’<lian=X):1

n—0o0 n—o0

SATZ 5.3.1: F.S.E UND STOCHASTISCHE KONVERGENZ

Fast sichere Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz.

Beweis. Seien € > 0 und
By = {|X,(w) - X(w)| <e Vn >N}
Die By sind aufsteigend und es gilt

B = U By 2 {X,(w) =5 X(w)} = A
NeN

Nach Annahme folgt P(A) = 1 und somit P(B) = 1. Aufgrund der
Stetigkeit von P von unten folgt

P(By) 222, 1
und somit

Jim P({| X (w) — X()| > }) < lim P(BS) =0. 0

Gegenbeispiel 5.3.2 (stochastische = f.s. Konvergenz)
Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum mit Q = [0,1], A :=
B([0,1]) und der Gleichverteilung P. Seien

1
Cp = ;1 p und A, :={w: [¢p—1 mod 1, ¢, mod 1]}.
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5.3 DAS STARKE GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN

Fiir € € (0,1) folgt

?

1o
P(1a, =€) IP(An)=E—°O>O.

n

Somit gilt 1 4, —L* , 0. Andererseits gilt fiir alle w € (0,1) Warum??
n—o0

limsup]lAn(w)=17é0=limi£f]lAn(w). O

n—oo

DEFINITION 5.3.3 (limsup UND liminf vVON MENGEN)

Sei (A)nen < A eine Folge von Ereignissen. Wir definieren

o0
limsup A,, == ﬂ U Ap = {w € Ay, fiir o viele k}

n—w0 neN k=n

a0
liminf A4,, := U ﬂ Ay, = {w € A fiir alle bis auf endlich viele k}

n—0o0
neN k=n

SATZ 5.3.2: BOREL-CANTELLI

Fiir (An)nen < A gilt
@ aus ), yP(4,) < o folgt P (limsup,,_,,, A,) = 0.
() Sind die Ereignisse (A,)neny unabhingig, so folgt
P (limsup,,_,,, An) = 1 aus ), P(An) = .

. J

Beweis. (O Aus o, Ak \Npew Upsn Ak fiir n — oo folgt aus der

o-Stetigkeit von oben von P

0
P <hmsupAn> = lim P (U Ak) < lim 7 P(A) = 0.

n—m k=n k=n

@ Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle n € N

P(UAk>:1 bzw. P(ﬂAE) -0

k=n k=n

gilt. Fiir alle o € R gilt (TAYLOR!) 1 — o < e und somit

p(04) - 7 (1) - o [T o0t

k=n k=n k=n
= lim 1—P(4g) < lim e~ P(Ar)
m—0o0 m—00
k=n k=n
= lim exp <I; P(Ak)> =0,
weil die Exponentialfunktion stetig ist. O
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5.3 DAS STARKE GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN

Korollar 5.3.4 (Bank-Klausur 2014 / 02)
Seien (X, ~ Ber(pn))nen unabhingig mit p, € [0,1] fir alle n € N.
Dann gilt Y, p, < 0 genau dann wenn X, Fds g gilt.

nEN n—o0

Beweis. " = ": Definiere A4,, := {X,, = 1}. Dann gilt P(4,,) = p,.
Aus dem Lemma von BOREL-CANTELLI folgt P(lim sup,,_,., A,) = 0 und

somit

1 = P((limsup An)c) = P(lim inf AE;) = P(X,, = 0 fiir schlieflich alle n).
n—o0

n—0o0

" <« ": Angenommen )}, P, = . Aus dem Lemma von BOREL-

CANTELLI folgt P(limsup,,_,,, A,) = 1, was ein Widerspruch zur Voraus-

setzung ist. O

Lemma 5.3.5 (schnelle stochastische Konvergenz)

Gilt fir alle e > 0 schnelle stochastische Konvergenz gegen 0

Z P(|Xp| =€) <0

neN

so folgt fast sichere Konvergenz gegen 0

P({Xn(w) = 0}) =

Beweis. Fehlt. ]

SaTz 5.3.3: STARKES GGZ (KOLMOGOROV, 1930)

Sei (X )gen u.i.v. mit endlichem Erwartungswert. Dann gilt

Unter dem obigen Voraussetzungen gilt insbesondere das schwache GGZ.

ol



Der Zentrale Grenzwertsatz

bla
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Multivariate Verteilungen

DEFINITION 7.0.1 (MULTIVARIATE KENNGROSSEN)
Sei X ein n-dim. Zufallsvektor. Dann ist E[X] := ((E(Xj))?_,)7
der multivariate Erwartungswert. Die Varianz verallgemeinert die

Kovarianzmatrix

Cov(X,X) = (Cov(Xi, X;))1<ij<n = E[(X — E[X]) - (X~ E[X])"]

<

und

xx:R" >R, A— E[exp (i{AX))]

die charakteristische Funktion.

Lemma 7.0.2 (Eigenschaften von Cov(X, X))
Die Kovarianzmatriz ist positiv semidefinit, symmetrisch und genau
dann eine Diagonalmatriz wenn die Komponenten (Xj)7_, paarweise

unkorrelliert sind.

Beweis. Fiir beliebige (Ax)7_; gilt
(ACov(X,X)A) = D7 i Cov(Xy, X)),
ig=1

Def. zn] M E[(Xi — E[X]))(X; - B[]

4,j=1

W g [( 3 (X, —E[Xk])ﬂ >0, O

k=1

Bermerkung 7.0.3 Die (gemeinsame) Verteilung ist eindeutig durch

ihre charakteristische Funktion bestimmt.
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7.1 DIE MULTIVARIATE NORMALVERTEILUNG

7.1 Die Multivariate Normalverteilung

DEFINITION 7.1.1 (n-DIM. STANDARDNORMALVERTEILUNG)
Ein Zufallsvektor X = ((Xj)7_,)” heift standardnormalverteilt,
wenn X; ~ A (0,1) gilt und diese unabhéngig sind.

Nach Satz ... (3.26) besitzt X die (gemeinsame) Dichte

2 2
R
fx:R* S R, (xl,...,xn)Hg m2 = (27r); .

Korollar 7.1.2 (Eigenschaften der n-dim. SNV)
Ist X standardnormalverteilt, so gilt Cov(X,X) = E,, und

A

“‘?rw
Il
@
M

Xz iR >R, Ao Elexp (i (X)) =[] e
k=1

Beweis. Fiir i # j € {0,...,n} gilt E[X;] = E[X;] = 0 und somit
Cov[X;, X;] =" E[(X; — E[Xi])(X; — E[X;])] 2™ E[X;]E[X,] = 0.

Fiir i = j gilt Cov[X;, X;] = Var[X;] = 1% = 1. O

DEFINITION 7.1.3 (n-DIM. NORMALVERTEILUNG)

Ein n-dim. Zufallsvektor X heiflt normalverteilt, wenn
X=AY+m  mit AeR"* meR",YeR" Y~ AN(0,1)

gilt.

Korollar 7.1.4 (Eigenschaften der n-dim. NV)
Es gilt E[X] = m, Cov[X,X] = AAT und xx(\) = exp (i<)\,m> —%)

Beweis. Es gilt

und

Cov[X,X] = E[(X —E[X])(X —E[X])T] = E[(AY)(AY)"]
= AE[YYT]AT = 4AT = x2.

Ferner gilt fiir A e R
xx(A) = E[exp(i (A, AY +m )] = E[exp(i (A, m > +i{ AT A, Y))]

T2 2 2
=Cxp<i<)‘vm>*%>=cXp(i<)\,m>7@>_ O
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7.1 DIE MULTIVARIATE NORMALVERTEILUNG

DEFINITION 7.1.5 (MULTIVARIATE VERTEILUNG DER NV)
Sei X normalverteilt. Die Verteilung von X heifft mehrdimensionale
Normalverteilung mit Mittelwert(vektor) m und Kovarianzmatrix

¥2. Man schreibt X ~ N (m, $2).

Korollar 7.1.6 (Eigenschaften der n-dim. Verteilung der NV)

Affin lineare Transformationen nver Zufallsvektoren sind nuv.

Beweis. Seien X = AY +m wie oben, B € RZX", de R und W =
BX+d. Dann gilt E[W] = BE[X] + d = Bm + d und Cov(W,W) =
BCov(X,X)BT = Bx2BT. O

SATZ 7.1.1: DICHTE DER n-DIM. NV

Ist X ein k-dimensionaler Zufallsvektor mit charakteristische
. . . (ANE2ND .

Funktion yx(\) = exp (z</\,m>*#), wobei m € R" und

¥2 e R™™"™ symmetrisch positiv semidefinit ist, dann besitzt die

Normalverteilung A (m, £?) die n-dimensionale Dichte

exp (—3(z —m, (5?)"!(z —m)))

myz i R" >R, z
izt ! (2m)%

Beweis. Symmetrische Matrizen sind orthonormal diagonalisierbar; es
existiert eine orthonormale Matrix U € R"*" und Zahlen (07 >)7_,

(nichtnegative Eigenwerte von ¥2), sodass
UTY?U = diag((0})i-1)),
gilt. Fiir den Zufallsvektor Y := UT (X —m) folgt dann
xv(A) = E[exp((UA, X —m)]

_ oxp (—z’<U)\,m>+i<U)\,m>—;<U>\, 22U>\>>

= exp <f;<U)\,EZU)\>) = exp <*; Z Aiaﬁ) ,
k=1

d.h. die Komponenten (Y;)?_, sind unabhéingig N'(0, 07)-verteilt. Gilt
o? > 0 fiir alle k € {1,...,n}, so ist £? positiv definit und N(m, X?)

besitzt eine n-dimensionale Dichte f,, s»: Fiir B €7 gilt
P(Xe B)=P(UY +me B) =P(Y e UT(B —m))
i )
neXP | —3,27
ref3.26 J ( 29%) 4
= ———  dyn...dy
UT(B—m) 11:11 \/ 270

T () )2
J- exp (—% S, %)
B (2m)n 24 /det(X2)

dSL‘n. ..d..’El7
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(S)b+]

Abb. 28: Fiir 07 = 0 ist x(t) = 676%§ =
1 die charakteristische Funktion des Dirac-
Mafes dp, die man als Grenzfall der Nor-
malverteilung N(O, ai) fir ai . 0 auffassen

kann.



7.1 DIE MULTIVARIATE NORMALVERTEILUNG

wobei wir fiir die letzte Gleichheit [ ]}_, 07 = det(¥?) und

Jf(y) dyy, ...dy; = Jf(UT(x —m))dz, ...dz

verwenden. Man sagt, dass ¢ = Uy +m mit Umkehrabbildung y = U™ (z —m)

maRerhaltene Transformationen sind. Da,
. —2\ " T -2
Udiag ((07%);_,) U =%
folgt

exp (=3 (x —m, ()" (z —m)))
(2m)% '

P(X e B) =
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Markov-Ketten

Beispiel 8.0.1 (Irrfahrt auf Z)
Seien (Y, ~ Ber(p))7_, unabhéngig und p € (0,1). Dann sind auch
(Xk == 2Y; — 1)7_, unabhéngig mit

P(Xp=1)=p und P(Xp=-1)=1—p=:q

Definiere S, := >, _; X,, und Sy = 0.

Wir kénnen S, als eine Irrfahrt, d.h. zuféllige Bewegung eines Teilchens
auf Z, auffassen. Gegeben die Position .S,, zur Zeit n ergibt sich der néchste
Schritt zur Position S;,+; aus dem Inkrement X, ;. Die Position S;,+1
héngt nur von S,, und X,, 1 ab und nicht von (Si)}_,, das Teilchen ist

gedéchtnislos (vgl. (14) und (15)). O

DEFINITION 8.0.2 (STOCHASTISCHE MATRIX)
Sei I eine nichtleere héchstens abzéhlbare Menge. Eine Matrix P :=
(pij)i,jer heifit stochastische Matrix oder Ubergangsmatrix
piy€[0,1]Vi,;jel und D p;=1Viel
jel

Die Komponenten p; ; heifien Ubergangswahrscheinlichkeiten.

DEFINITION 8.0.3 (MARKOV-KETTE (A. A. MARKOV, 1906))

Seien I wie oben und (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

e Eine Folge (X} )ken, I-wertiger Zufallsvariablen heifit (zeitlich
homogene) MARKOV-Kette mit Ubergangsmatrix P, wenn fiir

alle n € Ng und (i) {25 = I mit P((Xy = ix)7_g) > 0 gilt

P(Xpt1 =tnt1 | (Xk = k)5—0) = Piping:- (14)

e [ heilit Zustandsraum der MARKOV-Kette.

e Die Startverteilung v einer MARKOV-Kette ist das durch (v; ==
P(Xo = 1))ier auf I definierte Wahrscheinlichkeitsmaf (also die

Verteilung Px, von Xy unter P).

o Ist v auf einen Punkt konzentriert (d.h. v; = 1 fiir ein i € T),
so schreibt man P; statt P und sagt, dass die MARKOV-Kette

in ¢ startet.

57

14.06.19

Irrfahrt

9 P
N\

3 02 -l 0 | 2 3

Abb. 29: TODO
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Abb. 30: unnamed figure [Quelle: Wiki]



SATZ 8.0.1: MARKOV-EIGENSCHAFT

Fiir eine MARKOV-Kette (X, )nen, mit Startverteilung v gilt
@ Fiir alle n € Ny und alle (i)7_, gilt

n—1

P((Xk = ik)Z:O) =1 n Piriggq-
k=0

@ Seien n,m € Ny, i, € I und A c I, B < I™. Ist
]P((Xk)z;é € AaXn = Zn) > 07
so gilt die MARKOV-Eigenschaft MARKOV-Eigenschaft

P((Xk)Z:;n+1 €EB | (Xk)z;é € A, X, = 'Ln)

=P((Xp)ir e B| X, =iyn), (15)

k=n+1

die Zukunft héngt nicht von Vergangenheit, sondern nur

von Gegenwart ab.

\. J

Beweis. @ Mit Induktion {iber n € Ny. Der Induktionsanfang folgt

aus der Definition der Startverteilung.

Induktionsschritt Es gilt

P((Xk = in)ple) = P(Xnp1 = ini1 | (Xk = ix)i—o) P(Xk = ix)i—o))

(14) . IS
= Pinyinia P((Xk = ir)i=0) = Vio r[pikuik-#l
k=0

@ Seien A == {(i)]") € A} und B = {(iy)}1™, | € B}. Dann gilt

P(((Xk)z;éaXn = in, (Xk)Z:rT+1 € B)

n+m—1

:ZEP((Xk)ZIS”)@ZZViO [T piviver
A B A B k=0
n—1 n+m—1
= (Z V’io Hpik7ik+1> <Z H pik,ik+1>
A k=0

B k=n
@ - - n+m—1 .
- ]P)((Xk)k:() € A7Xn = Zn) Z H Diyigs1
B k=n

Folglich gilt

n+m—1

k=n+ Piringa

BTy € B (X)joh € A Xy = i) = Y
B k=n

o8



unabhéngig von A. Insbesondere gilt

P((Xk)ZIyT+1 €B | (Xk)z;é € AaXn = Zn)

= P((Xp)p2 1 € B (Xp)pZo € 1", Xy = i)
—_—
immer wahr

— B(X0 < B X = i) .

DEFINITION 8.0.4 (ZEITLICH INHOMOGENE MARKOV-KETTE)
Als Verallgemeinerung kann man die Ubergangsmatrix von der Zeit
abhingen lassen und erhélt eine Familie P(") = (pz(?)z ; fir n e Ny

von Ubergangsmatrizen. Nach Satz 8.0.1 gilt

n—1
n k
]P)((Xk = Zk)k:o) = Vig H pgkv)ik-%—l (16)
k=0

Eine Folge (X )ren I-wertiger Zufallsvariablen, welche (16) erfiillt,
erfiillt die MARKOV-Eigenschaft (15) und heifit zeitliche inhomogene

MARKOV-Kette.

SATZ 8.0.2: EXISTENZ EINER MARKOV-KETTE

Sei P eine stochastische Matrix, v ein Wahrscheinlichkeitsmafs
auf I und N € N. Dann existiert ein diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum (Q,P,) und Abbildungen (X; : Q — I)p<i<n, sodass
(X))N_, eine homogene MARKOV-Kette mit Startverteilung v und

Ubergangsmatrix P ist.

\ J

Beweis. TODO O

Lemma 8.0.5 (U.i.d Zufallsvariablen sind M ARKoOV-Kette)
Seien X = (Xp)a_, u.i.d. I-wertige Zufallsvariablen. Dann ist X
eine zeitlich homogene MARKOV-Kette mit Ubergangsmatriz Dij =

Dj ZZP(XOZj) fUT]GI

Beweis. Fiir (i)} 7y mit P((Xy = ix)f_o) > 0 gilt

P((Xk)k:o) - HZ=O P(Xk = i)
= P(XnJrl = Z‘nJrl)~ Ol

, , P((X,)"t} nHlpox, =
P(Xs1 = i | (X = in)jmy) 222 DV abiz0) _ iz U2 = )

Beispiel 8.0.6 (Irrfahrt auf Z%) Wir kénnen die Situation aus 8.0.1

verallgemeinern, indem wir eine beliebige ganze Zahl als Startpunkt
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zulassen. Die Ubergangsmatrix ist durch Dij =P Lj—ip1+q- Lj—y

gegeben.

Eine weitere Moglichkeit ist, die Irrfahrt auf d > 1 Dimensionen zu verall-

gemeinern. Die Ubergangsmatrix ist durch 2*1(1 ]122_1 lik—jnl=1 gegeben. &

Beispiel 8.0.7 (MARKOV-Ketten mit verschiedenen Réndern)
Sei {0,1,...,b} der Zustandsraum fir b € N5 .

Eine MARKOV-Kette mit Ubergangsmatrix wie in Beispiel 8.0.6 fiir i €
{0,...,6—1}, po,o = popy = 1 und po; = pp,; = 0 fiir j € {0,...,0— 1}

besitzt einen absorbierenden Rand.

Eine MARKOV-Kette mit Ubergangsmatrix wie in Beispiel 8.0.6 fiir i

{0,...,b—1} und po,1 = pp,p—1 = 1 besitzt einen reflektierenden Rand.$

Beispiel 8.0.8 (EHRENFEST-Modell)

Seien n Kugeln auf zwei Schachteln verteilt, davon k in der linken und
n — k in der rechten. In jedem Schritt wird zuféllig einer der Kugeln
gezogen und in die jeweils andere Schachtel gelegt. Der Zustandsraum
(fiir die Anzahl der Kugeln in der linken Schachtel) ist {0,...,n} und die

Ubergangsmatrix durch

%’, wenn i = j+ 1,i€ {1,...n},
Pij =42 wemni=j—1,i€{0,...,n—1}, O
0, sonst.
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Abb. 31: Irrfahrt auf Z2 4|Quelle: Stannat

Skript| .
absorbierenden Rand

reflektierenden Rand
Abb. 32: Eine Markov-Kette mit absorbie-

rendem Rand. [Quelle: Wiki]

Abb. 33: Ehrenfest Modell [Quelle: Stannat
Skript|



8.1 IRREDUZIBILITAT

8.1 Irreduzibilitat

Das folgende Lemma zeigt, dass die Eintrage pgz) der Matrix P™ die

n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten der MARKOV-Kette sind.

Lemma 8.1.1 (n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten)
Fiir m,n € Ng und i,j € I mit P(X,, = 1) > 0 gilt

IP)(AmeLn =] | Xm = Z) = p(z)

i,

Beweis. Mittels vollstandiger Induktion iiber n € N.

Induktionsschritt. Sei K :={ke :P(X,,+1 =k, X, =) > 0}.

2.1.2 P(Xmint1 = J, Xom = 1)

P(Xnm) P(Xp = i)
z Z P(Xmsn+1 = J, Xmt1 =k, Xm =) P(Xmiy1 =k, X =)
s P(Xomr1 = k Xom = 1) P(X,, = 1)

PEE N P(Xomgnt1 =5 | Xongr = by Xon = 1) - P(Xpng1 =k | X = 1)

( 3 n n
P(Xmtns1 =J [ Xm1 = k)pix = Zp;(”)pzk =p{"Y,

kel

I
o] RS

wobei wir in der vorletzten Gleichung verwendet haben, dass

P(Xps1 =k Xon =) = P(Xpi1 = k | Xpp = i) P(X,, = i) > 0

N v

=Pi,k >0

genau dann gilt, wenn p; ,, > 0 ist. Ol

Beispiel 8.1.2 (CHAPMAN-KOLMOGOROV Gleichung)
Seien m,n € Ng und ¢, j € I. Aus der Assoziativitit des Matrizenprodukts
folgt die CHAPMAN-KOLMOGOROV Gleichung
(n+m) _ (m)_(n)
iy " = Y B
kel

und daraus

(n+m

s = el (17)
fiir alle k € 1. O
Seien im Folgenden stets P eine Ubergangsmatrix auf I und i, j € I.

DEFINITION 8.1.3 (ERREICHBARKEIT (% ~> j))
(n)

Existiert ein n € No mit p; / > 0, so heifit j von ¢ aus erreichbar.

Korollar 8.1.4 (~ ist eine Quasiordnung)

Die Relation ~~ ist reflexiv, transitiv aber nicht symmetrisch.
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8.1 IRREDUZIBILITAT

Beweis. Reflexivitit: Da P? = Ey ist, gilt 9

i

=1 firalleiel.

Transitivitét: Gilt ¢ ~ j und j ~» k so folgt nach Definition die Existenz
von m,n € N mit pl(-?),pylk) > 0. Aus (17) folgt pEjZJrn) > pin;)py;) > 0.

Symmetrie: Betrachte die eindimensionale Irrfahrt mit absorbierendem
Rand. Die Randpunkte sind von allen inneren Punkten aus erreichbar

aber nicht umgekehrt. O

DEFINITION 8.1.5 (AQUIVALENTE ZUSTANDE)
Die Zustande i,j sind dquivalent (i «~ j), wenn i ~ j ~> ¢ gilt.
Wir schreiben A ~~» B wenn Zustdnde ¢ € A und j € B mit ¢ ~~ j

existieren.

Korollar 8.1.6 (« ist eine Aquivalenzrelation)
ews ist eine Aquivalenzrelation auf I. Die Notation A ~ B fiir Aqui-

valenzklassen A, B ist unabhdingig von den Reprdsentanten i ~> j.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus Korollar 8.1.4. TODO: zweite
Aussage. O

DEFINITION 8.1.7 (IRREDUZIBILITAT)
P (und jede zugehorige MARKOV-Kette) heifst irreduzibel, wenn je zwei

Elemente aus I dquivalent sind.

Beispiel 8.1.8 (eindimensionale Irrfahrt ist irreduzibel)

Die eindimensionale Irrfahrt ist irreduzibel, denn fiir i < j gilt

P =P8 =j | So =) =p'7 >0

und analog fiir j <14
pgfj_j) = ]P)(Si—j =J|So=1)= qifj > 0.
Aus der Irreduzibilitét folgt direkt, dass die symmetrische einfache Irrfahrt

keine absorbierenden Zustande besitzt. O

DEFINITION 8.1.9 (ABGESCHLOSSENHEIT)
Eine nichtleere Menge J < I heifst abgeschlossen, falls keine Zustédnde

j € Jund i€ I\J existieren, sodass j ~- i gilt.

Beispiel 8.1.10 (Aquivalenzklassen der Z-Irrfahrt mit abs. Rand)

Eine eindimensionale Irrfahrt mit absorbierendem Rand besitzt drei

Aquivalenzklassen: {0}, {b} (beide abg.) und {1,...,b— 1} (nicht abg.).0
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8.1 IRREDUZIBILITAT

Beispiel 8.1.11 (Aquivalenzklassen am I"Jbergangsgraph)
Anhand dem jeder MARKOV-Kette mit endlichem Zustandsraum zuorden-
baren Ubergangsgraphen sind Aquivalenzklassen oft leichter zu erkennen:

Sei I := {1,2,3,4} und

o

Il
O Wk = N
o wr O Nl
(a=) (=) (a=) (e
— W= O (@)

Die drei Aquivalenzklassen sind {1,2}, {3} und {4}, da 3 nicht von 1 aus

erreichbar ist und 3 nicht von 4. Der Zustand 4 ist absorbierend. O
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8.2 Stationare Verteilungen

DEFINITION 8.2.1 (STATIONARE MARKOV-KETTE)
Eine MARKOV-Kette (X, )nen, heifit stationér, falls fiir beliebige
m € Nund r € Ny die Zufallsvektoren (Xj,)5_, und (X5)7 " dieselbe

Verteilung besitzen.

Korollar 8.2.2 (Riickrichtung von Lemma 8.0.5 (7))
Fiir eine stationdare MARKOV-Kette sind insbesondere die einzelnen

Zufallsvariablen identisch verteilt.

Lemma 8.2.3 (Charakterisierung stationiren M ARKOV-Ketten)
Eine MARKOV-Kette (X, )nen, mit Anfangsverteilung v und Uber-
gangsmatrix P dber I ist genau dann stationdr, wenn

2 ViPji = Vi
jel

fir allei e I gilt.

Beweis. ,, = “: Sei (Xp)nen, stationdr. Dann besitzen insbesondere

Xo und X; die selben Verteilung v. Nach Satz 8.0.1 folgt

v PR = 1) 2 R =) O2Y RO = X0 = )
jel
2.1.2 . . . ef.
@L2 Z]P’(Xl =i| Xo=j)P(Xo=j) = ij,iVj~
jel jel

, <= Sei Zje[ vjpji = v; fur alle ¢ € I. Nach Satz 8.0.1 gilt

r—1

P((Xk = ik)ieo) = Vio | | Pisinen (18)
k=0

sowie

P(Xmsk = i)ico) = D, PU(Xk = j0)ise's (Xe = ir)izo)

(Jr)potel
m—1 r—1
= Z Vijo H Pjy.jr+1 "0 npik7ik+l
GRiZoel k=0 h=0

m—2

r—1
npilmik+1 ’ Z Vjo H Pjrikr1 " Pim—1,i0
k=0

(r)py el k=0

(19)
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Nach Annahme gilt nun

m—2 m—2
Z Vio H Pjrjkt1 " Pim—1sio = 2 Z VjoPjo,j1 | 1_[ Djjrsr
(u)isgel k=0 () h—m—1 €1 \Jo€I k=1
-
=Vj;
m—2
= Z Vi, - 1_[ Pjr,drr " Pim—1,io
(EI—r k=1

= 0= Vg

Einsetzen in (19) ergibt

r—1
N (18) o
P((Xk+m = ik)r—o) = Vi Hpikaik+l =" P((Xk = ik)k=0) O]
k=0

DEFINITION 8.2.4 (STATIONARE VERTEILUNG)
Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung v auf einem Zustandsraum [

heift stationir (invariant) beziiglich der Ubergangsmatrix P, wenn

Mvpji=viViel (20)
jel

Korollar 8.2.5 (Charakterisierung st. Verteilungen)
Die stationdre Verteilungen sind genau die nichtnegativen Eigenvek-

toren von PT zum Eigenwert 1, deren Komponentensumme 1 betrégt.

Beispiel 8.2.6 (stationiren Verteilungen der Irrfahrt)
Betrachte die Irrfahrt fiir p € (0,1) und ¢ := 1 — p. auf

o [ :={0,...,b} mit absorbierendem Rand. Beim Losen des Glei-
chungssystems

Vo +qv1 = Vo,  PVp—3 + qUp—1 = Vp_2,

qvz = V1, PVp—2 = Vp—1,

pvi +qus = Vo, pPVp—1 + VUp + 1p

erhélt man sukzessive v, = ... = v,_1 = 0. Man erhélt die einpara-

metrige Schar stationdrer Verteilung
(vy =(7,0,...,0,1— ’Y))ye[o,l]

e [ := Ny mit Reflexion in 0. Wir erhalten das Gleichungssystem

qr1 = 1, v — = %Vo’
vy +quy = v, = V2—V1—§(V1—V0)—V07
PVk—1 + Qg +1 = Vi Vi1 — Ve = B(vp —vp—1), k>1
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8.2 STATIONARE VERTEILUNGEN

Mit v := v und j := £ folgt

v — v = Jv,
_ — 525 _
Vo= =7"7v—7,
Vi1 — v = jF Ty =51y, k> L
Fiir k > 1 impliziert das v}, = j*v + j¥715. Also ist

e v > 0, da sonst v = 0 kein Wahrscheinlichkeitsmafs wére,

e p < ¢, da sonst v > v fiir alle k € N also >, vk = 0 # 1
gelten wiirde, eine Widerspruch dazu, dass v ein Wahrschein-

lichkeitsmals ist.

Unter diesen Bedingung gilt mit Indexverschiebung
» S Al 1-j
1=Zk‘=0 Vk=2'ij zlfj = v =—".
k=0
Damit ist die stationére Verteilung durch

1 17]7 kzO?

gegeben.

Im Allgemeinen existiert somit nicht immer eine stationére Verteilung

und auch wenn sie existiert, muss sie nicht eindeutig sein. O

SATZ 8.2.1: ENDLICHE MK BESITZT ST. VERTEILUNG

Sei I endlich. Dann besitzt jede MARKOV-Kette auch I mindestens

eine stationdre Verteilung.

Beweis. Seien 0.B.d.A. I := {1,...,N} und P die Ubergangsmatrix
einer MARKOV-Ketteauf I. Die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafie auf

I kénnen wir mit dem N — 1-dimensionalen Simplex
N
Ay = {(Vk)év_l eRY: v; =0, Z v = 1}
k=1
identifizieren. Sei nun v(?) eine beliebige Startverteilung und v(" :=
vO P fir n > 1.

Dann ist auch das CEsAro-Mittel 7(%) = %ZZ;S v(®) eine Wahrschein-
lichkeitsmafl auf I, da Linearkombinationen von MaRes mit nichtnegativen Koeffi-

zienten wieder Mafie sind.

Nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS besitzt die Folge (7(™),,en

eine konvergente Teilfolge (W("k)) keN, welche gegen 7 konvergiert. Auf-
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grund der Abgeschlossenheit von Ay ist m € Ay ein Wahrscheinlichkeits-

maf auf I. Aus

ni—1 Nk n 0
) p = i Z (0 pk+1 _ i Z y(O pk — p(ni) v — v (21)
"k 120 "k 21 Tk
folgt
ne _ ,,(0)
P2 Jim lim 20 P D fim im A0 ¢ LY
k—o0 k—o0 k—00 k—0o0 Nk
und somit die Invarianz von . O]
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8.3 DER KONVERGENZSATZ FUR MARKOV-KETTEN AUF ENDLICHEN
ZUSTANDSRAUMEN

8.3 Der Konvergenzsatz fiir MARKOV-

Ketten auf endlichen Zustandsraumen

SATZ 8.3.1: KONVERGENZSATZ FUR ENDLICHEN MAR-

KOV-KETTEN
Sei (X )nen, eine MARKOV-Kette auf einem endlichem Zustands-
raum I mit Ubergangsmatrix P. Existiert ein 7 € N, sodass die
Matrix P" mindestens eine Spalte mit strikt positiven Eintrdgen
besitzt, gilt

@ Fiir beliebige i,j € I existieren die von ¢ unabhangigen

Grenzwerte
: (n) _
@ v = (V;)ier ist die einzige stationdre Verteilung von
(Xn>n€N0'
Beweis. Sehr lang. O

Wir untersuchen nun, was die Voraussetzung an die Positivitat einer

Spalte von P" konkret bedeutet.

DEFINITION 8.3.1 ((UN)WESENTLICHE ZUSTANDE)

Ein Zustand i heifit wesentlich, falls aus 7 ~» j stets j ~» i folgt.

Lemma 8.3.2 (Aquivalente Zustinde auch (un)wesentlich)
Aus der (Un)wesentlichkeit von i € I folgt die (Un)wesentlichkeit aller

dquivalenten Zustdinde.

Beweis. Sei ¢ wesentlich und j zu i dquivalent. Angenommen, es gilt
j ~ k. Aus i ~ jund j ~ k folgt i ~ k und damit k& ~ 4, weil 4
wesentlich ist. Aus j ~ ¢ folgt deshalb k ~~ j. O

Die Einschrinkung der Ubergangsmatrix P auf eine wesentliche Klasse
W < I, PV, ist wieder eine Ubergangsmatrix, d.h. die Zeilensummen
sind 1, denn fiir alle ¢ € W und j ¢ W gilt p; ; = 0. Insbesondere ist die

Einschrankung irreduzibel.

Lemma 8.3.2 liefert eine Zerlegung des Zustandsraums I in wesentliche
(Aquivalenz)Klassen (K;)¢_; und unwesentliche Klassen (K;)¥"", ;. Die

Ubergangsmatrix kann nach entsprechender Nummerierung der Zustéinde
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8.3 DER KONVERGENZSATZ FUR MARKOV-KETTEN AUF ENDLICHEN

ZUSTANDSRAUMEN
auf folgenden Gestalt transformiert werden:
Py 0
0
P 0 P,
Pw+1,w+1 *
*
* Pw+n,w+n

Dabei sind Py die zu den Klassen K, gehérenden Teilmatrizen. Ins-
besondere sind die Teilmatrizen (P ¢)_; zu den wesentlichen Klassen
stochastisch und somit sind alle weiteren Elemente in der oberen Hélfte
der Matrix 0. Die Teilmatrizen (Pp,¢); ", | zu den unwesentlichen Klassen
sind nicht stochastisch und daher konnen die mit * markierten Eintrage
von Null verschieden sein.

Beispiel 8.3.3 (Motivation: Periodizitit vs. Konvergenzsatz)
Fiir die Beurteilung des Langzeitverhaltens der MARKOV-Kette zu er-
fassen geniigt es nicht, irreduzible Ketten einer wesentlichen Klasse zu
betrachten: Seien I := {1,2} und P := ({{), welche irreduzibel ist. Es
gilt P2+ = P und P?* = E, fiir k € Ny.

Es sind also weder die Voraussetzungen noch die Aussagen des Konver-

genzsatzes 8.3.1 erfiillt. O

DEFINITION 8.3.4 (PERIODE VON MARKOV-KETTEN)
Sei i € I. Die Zahl d; :== ggT{n e N : p(z) > 0} heifst Periode von 1.

2

Der Zustand heiftt aperiodisch, wenn d; = 1 gilt.

Haben alle Zustdnde der MARKOV-Kette Periode eins, so heifst diese
aperiodisch. Haben alle Zustdnde dieselbe Periode d > 1, so heifst

die MARKOV-Kette periodisch mit Periode d.

Lemma 8.3.5 (Aquivalente Zustinde teilen Periode)

Seien i und j dquivalente Zustinde. Dann folgt d; = d;.

Beweis. Nach Voraussetzung existieren k,/ € N mit pg J), pge? > 0. Sei
A= {meN:p(i > 0}.

l,

Dann folgt fiir n € A;

(n+d; (k+£)) ( 7 (k)
pz'L 1,_7p]]p]7 npljplj

Also gilt n + d;(k + £) € A; und somit d; | n. Da dies fiir alle n € A; gilt,
gilt d; | d; und somit d; < d;j. Analog zeigt man d; < d;. O
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Lemma 8.3.6
Gilt d = ggT{(ng)ren}, so existieren K, L € N sodass fiir jedes £ = L

Zahlen ¢, € N und Indizes existieren, sodass fd = ZkK=1 cpny gilt.

Beweis. Nicht relevant. O

Sei (X, )nen, eine irreduzible aperiodische MARKOV-Kette mit

endlichem Zustandsraum I. Dann existiert ein r € N, sodass alle

Elemente der Matrix P" strikt positiv sind.

Bemerkung Insbesondere sind die Voraussetzungen des Konvergenzsat-

zes erfiillt und die MARKOV-Kette konvergent.
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Appendix

A.1 Mafstheoretische Grundlagen

o-Algebren, Inhalte und (Pri)mafie

vgl. erste Ubung

o-Algebra "
y 2 Sy
: S
Dynkin-System w Algebra
b
s 2
2| wy by
Wi = o-Ring w
el N e <
& 1) %6 5%60 N&G S
TN B 17
Monot N oH
onotone g :
Klasse -« ;ﬂ) N Ring
175, e,
Yo, S
Mengensystem V%
M C P(X)

Abb. 34: Quelle: arbeitsbuch achim klenke glaub ich

Konstruktion von Mafien und Eindeutigkeitssatz

vgl. zweite Ubung

Satz von VITALI

SaTrz A.1.1: ViTALIl, 1905

Hier Satz 1.15

Beweis. TODO

71



A.1 MASSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN

Konstruktion des Integrals

Sei (2, F,P) eine Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — (R, B(R)) eine
Zufallsvariable. Gilt E(|X|) < oo, man sagt E(X) ,existiert”, was zu

dquivalent zu X € LY(Q, P) ist, setzt man
E[X] = J X (w)dP(w)
Q

Konstruktion des Bildmafes d P.

@ Sei Ae F und X := 1 4. Dann definieren wir

E[14] = L dP = P(A).

@ Sei X = 22:1 oy 14, eine einfache Funktion, wobei o = 0 und
Ay € F fir alle k € {1,...,n} paarweise disjunkt seien sollen und

Q = | |;_, Ay gilt. Dann gilt (oder Definition??)

HE[)(] = :g] O%;Pxfik)
k=1

@ Sei X eine nichtnegative Zufallsvariable. Dann existiert eine Folge
n—oo

einfacher Zufallsvariablen (z,,)nen so dass z,(w) /" X(w) fiir alle

w € Q gilt. So eine Folge ist z.B. durch z,, (w) == k27" Lo (k41)2-7]

gegeben. Dann definieren wir

E(X) := lim E[z,] = supE[z,].

n—00 neN

@ Zerlegung in Positiv- und Negativteil.

Transformationssatz fiir Mafe Seien (2, F,P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum X : Q — (R, B(R)) eine Zufallsvariable und A : R — R messbar.
Dann gilt

[ mxar= [ waex) = [ 11 A0,
X—1(A) A R
wobei die letzte Gleichheit nur gilt, wenn X eine Dichte fx besitzt.

Diskrete Zufallsvariablen sind nur ein Spezialfall: Ist X diskret mit Werten

in I und eine Zahldichte pp = P(X = k) fiir k € I gegeben, so ist

E[X]= > k-P(X =k) und Var[X] =) (k—E[X])’P(X = k)
kel kel

Beweis des Transformationssatzes
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A.1 MASSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN

SATZ A.1.2: TRANSFORMATIONSSATZ, VERSION I

Sei h: (R, B(R)) — (R, B(R)) eine messbare Funktion.
(a) Dann gilt

E[h(X)] % fg h(X) dP = j h(z) x(da),

wobei Px := PoX ! das Bildma$ von X auf (R, B(R)) ist.
(b) Hat X (bzw. Px) eine Dichte fx, so gilt

J h(z)Px(dz) = f fx(z)h(x)de.
R R

Beispiel A.1.1 (k-tes Moment der Exponentialverteilung)
Sei X ~ Exp(A) fir A > 0 ein exponentialverteilte Zufallsvariable. Dann

gilt fiir alle ke N
E[X*] =f X" dp (i)J 2% Py (dz) (i)f 2P e N de = B AF
Q R R+
wobei man das Integral {iber k-fache partielle Integration bzw. iiber
vollstdndige Induktion ausrechnet. O

Bermerkung A.1.2 Der Erwartungswert E[X] hingt also nur von der

Verteilung, nicht von der Abbildung X selbst ab!
Beweis. Wir fiihren eine mafstheoretische Induktion iiber h:
@ Sei h =14 fiir Ae B(R).

(a) Dann gilt h(X) = 14(X) = Ixea () und somit
E[h(X)] 2" J h(x)dp L f LxeadP = P(X € A) = Px(A)
Q Q

ZJR 14(z)P(dz) = f h(z) P(dz).

R

E[h(X)] € (X € 4) = L Fr(z)dz — JR W) fx (z) da.

@) Sein € N, ap = 0 und A;, € B(R) paarweise disjunkt fiir alle
ke{l,...,n} und h = >;_, o) 14,. Dann ist h und somit auch

h o X messbar.

(a) Dann gilt

E[h(X)] = J i ap g, (X)dP £ i akf 14, (X)dP

Qi k=1 Q

2 [ 3 et (o) Pcldn) = [ Ao Bxle)

L
k=1
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(b) und

12 [ repx(an & j? | 1a 0 Pxtan)

i 1@ @anE [ )fxt) e

@) Sie h : R — R nichtnegativ und messbar. Dann existiert (h,,
R — R),en eine punktweise monoton wachsenden Folge einfa-
cher Funktionen mit h,(z) / h(z) fir alle 2 € R. Dann ist
(hn(X) : © > R),en eine monoton wachsende Folge nichtnega-
tiver Elementarfunktionen und es gilt h, (X (w) /" h(X (w)) fir alle

w € €.

(a) Dann gilt

J h(X)dP %" lim J hn(X)dIP@ lim | h(z)Px(dz)
Q Q

Def- JR h(z) Py (dz)

E[h(X)] % JR h(z) Py (de) =2 lim | hn(z) Px(dz)

n—ao0 R

®hm h()fx Defjh ) fx(z)dx

@ Sei h: (R,B(R)) — (R, B(R)) eine messhare Funktion. Falls defi-
niert, gilt h = h™ — h™.

(a) Dann gilt

(b) und

'1

H@

e

S R
f z)fx(r)dr — h z) fx(x)dx
J e

Das geht natiirlich allgemeiner:
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SATZ A.1.3: TRANSFORMATIONSSATZ, VERSION 2

Seien := (F, F, 1) und G = (G,G,v) Mafréume, f: F — G und
g:G — (R,B(R)) messbar und g € L'(G). Dann gilt

f ng=J go fdu,
G F

falls v = po f, d.h. v(A) = p(f € A)° fiir alle A € G.

%vgl. absolutstetiges Ma® und Satz von RADON-NYKODYM.

Bei uns war f = X, F = (,A,P), g == hund G = (R, B(R),Px).

Besitzt v eine Dichte, d.h. eine messbare Funktion f, : G — [0, ) sodass

v(4) = LllA(x)fy(x) da

fiir alle A € G gilt, so folgt

chdy = fG g9f,dA(z),d.h. Jgg(x)y(d:z:) = J g(x) fu(z) da.

G
Bermerkung A.1.3 Seien G,G’ < R offene Teilmengen, f : G — G’

ein C'-Diffeomorphismus und g = Alg. Dann gilt

Me{zeR: fle A}) = L | det(Df ()| Ac(dz). (22)
Sei nun g : R — R messbar. Dann gilt
| stenratan) = [ gtro H@miatdn) = [ (g0 NI @) )
R R R
M2 [ (go )0ar o () )(da)
R

(22)

22 JR(g o f)(x)] det(Df(z))| A (dz).
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A.2 Rechnungen

Beispiel A.2.1 (Aus der Ubersicht 35)
@ Sei X ~ Ber(p). Dann gilt mit dem Transformationssatz (T)

Var[X] = E[X*] ~E[X]* © (p- 12+ (1 - p) - 0?) —p* = p(1 - p).

Ferner gilt fiir das k-te Moment

T)

EXF) D p 1k 4 (1—p)-0F = p.

Ferner gilt

Gx(s) = > P(X =n)s" =P(X = 0)-1+P(X = 1)s' = L—p+ps.

neNy

@) Sei X ~ Geo(p) fiir p € (0,1]. Dann gilt mit der Ableitung der

geometrischen Reihe

. o i P 1
BIX] = 2, KB =h) = p 0, W1 =)™ = e =

kakfl _ _ztl

=) und

Nun gilt >, k2" = ipz und somit D keN

somit

Var[X] = E[x?] - E[x]* @ p N 821 - p)* -
keN p
P2 —p) 1 _2-p—-1 1-p

(1-(1-p)3 p? p? p?

Ferner gilt

Z P(X = n)eit” =p- Z (1- p)n—leitn

neN neN
_ P ity _ P (A—pJe”
=T ((1 p)e ) _J//plf(lfp)eit

xx(t)

@) Sei X ~ NBin. Es gilt
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und somit mit g:=1—1p

E[X] = i k<k ~ 1)(1’“”1)”
=\ 1

n k+n—1\ ,
=p (k+n)< ne 1 )

n kE+n—1)!
=p" ), (k+ )(k,(n_l),) ¢*
keNg ' '
n (k+n)! n kE+n\ ,
=nep" )y S Enert 2y )
keNg keNg

n —(n + 1)) & n-p" n
nep ( b=V =g o =
keNo k (1 +p— 1) + p
Alternativ kann man X = >;'_; Gy, schreiben, wobei (Gj, ~ Geo(p))}_,
u.i.d verteilt sind. Dann gilt E[X] ) Y 1 E[Gi] = %.
Todo varianz: here

@ Seci N ~ Poiss()\). Dann gilt

k(:) - k/g!(nni k) (k- 1)!(2(71_1 1—)!(k —n) ”(Z _ i)

Daraus folgt

apx) - 5o B _ 3 KED G
k=0 " = V(N
_ K (oD (G0 @ nk
=Nt N
P(X=k),

Eine Modifikation von (23) ergibt

k(k1)<z> :n(k1)<2_1> =n(n1)(z_§>.

und analog zu oben findet man

nn —1)K(K —1)
N(N —-1)

und induktiv

k—1 . .
]E[X(X—l)...(X—k+1)]=H(n_(J<7)(Kj)_J)
j=0

7


https://math.stackexchange.com/questions/1620945/variance-of-negative-binomial-distribution-without-moment-generating-series

A.2 RECHNUNGEN

Somit gilt

Var[X] = E[X?] - E[X]* = E[X(X — 1) + X] - E[X]?

X(X -1)]+E[X](1-E[X])
—1)n(n—1) Kn Kn
ot 0
_ Kn(N - K)(N —n)

N2(N —1)

®) Sei X ~ U([a,b]). Dann gilt

k

b k+1 k+1
(T) 1 k b —a 4.1.8 1 ki
E[X*] ¥ — dz = L L
X7 Jx D0 k1’

Ferner gilt

a®+2ab+b*  (b—a)?

Varl X] = B[X?]-E[X]? = 3 (a*abt?)- 200 = B

Hausaufgabe 8.2(b): Nach der EULERsche Formel e = cos(z) +
isin(z) (%) gilt

xx(t) = fR exp(itz) f(z)dz = f exp(itx) 145 (z) do

R

b b b
f exp(itx) d z Y J cos(tx)dx + i - J sin(tz) dz

a a

sin(th) — sin(ta)  i(— cos(tb) + cos(ta))

—~

= +
t t
_ —i(cos(th) + @'sm(tb)) i (cos(ta) + isin(ta))
B t t
(:) ,L'(eita _ efitb)
t

Im vor-vorletzten Term kann man sehen, dass das Ergebnis genau
dann reellwertig ist, wenn — cos(tb) + cos(ta) = 0 fiir alle ¢ € R gilt,
also wenn a = —b ist, da a # b ist. Also ist xx(t) fiir alle Paare

(a,—a) € R? reellwertig. O

Beispiel A.2.2 (aus Beispiel 3.3.3)
Sei W = (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : W — (R, B(R))

eine Zufallsvariable. Zeigen Sie mit Hilfe der Dichte von X:
@ Sei X ~ exp(¥) fiir ¥ > 0 und sei @ > 0, dann ist aX ~ exp (g)

Beweis. Fiir t > 0 gilt
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@) Sei A > 0 und X ~ exp()). Bestimmen Sie die Verteilung von
Y = Zkoozl k]l[kak)(X)

Losung: Weil Im(Y) = N ist, ist ¥ diskret, es gilt YV : W —
(N, P(N)). Es gilt

P(Y=n)=Pxe[n—1,n)) = J e Mdt

n—1

_ e—)\(n—l) _ e—)\n _ (e)\ _ 1)e—n>\. O

Beispiel A.2.3 (aus Beispiel 3.3.7) Fiir 0.B.d.A ¢ > 0 und der Sub-
stitution (t) := % gilt

a

Wf* exp <<2‘“>2> s

Foxip(t) =P(aX +b < t) —]P’(m< t_b>

ﬁ f exp <(80(3)—/~L)2) L
2mo? a
N vV 271'102a2 J, P ( ) @

- 1 Jt (s —(b+ au) d o
C V2r0%a? ) 2820'2 5

Beispiel A.2.4 (aus Beispiel 3.3.8)
Seien X; : (2, A,P) — (R, B(R)) unabhéngige Zufallsvariablen mit X; ~
N(m;,02) mit m; € R und o; > 0 fiir i € {1,2}. Zeigen Sie, dass
Z = X1 + Xo ~ N(my + ma,0? + 03).

Beweis. Seien X; := X;—m; ~ N(0,02) fiiri € {1,2} und Z := X; + X>.

Dann gilt

_ i i _ 1 1/ a2 (z —x)?
- [rsrssomie = o fen (3 (5 555

Nun gilt

2?2 (z—x)? 2%*(o}+03) 2x2 N 22
2 2 = 2 2 ) )
20 o5 0705 o5 o5

z2(0? + 03) 2z 2?03 220? 22

= 2 2 ) 202 2y 2 2

0103 o5 o3(0f +03) o3(0f +03) o3

2
( z\/0} + 03 zo1 > 22
a 2 2"

0102 o20/0} + 03 oy + 03

=u=:p(x)
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Dann gilt
£02) 1 ( 1 22 ) o1y J
5(2) = exp | —= e
z 2ngyoy 208 +05) \Jo2+02 Jr

1 1 22 1 o
=_-—exp|—5 ™
2r “P\ 7207+ 02) Vi + o3

1 ( 1 2?2
«/27ra%+0§ 20%4‘03

und daher Z = Z +my + mg ~ N(my + mg, 02 + 03). O

2
—u-
2 du

) ~ N(0,0% + o3)

Beispiel A.2.5 (aus Beispiel 3.2.5)

Sei W = (2, A4,P)) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : W —
(N, P(N) zwei unabhéngige Zufallsvariablen mit X ~ Geo(p) und Y ~
Geo(y) fiir p € (0,1]. Bestimmen Sie die Verteilung von Z := min(X,Y).

Losung: Es gilt

weil X und Y unabhéngig voneinander sind. Ferner gilt

BX>m) = S (- p=p(1—p)"t (1 p)
k=n k=0
n—1 1 _ n—1

Also gilt

= ((1-p))" - (1-p?
und somit Z ~ Geo(1 — ¢?) fiir g := 1 — p. O

Beispiel A.2.6 (Aus Beispiel 4.1.4)
Seien X ~ Bin(n,p) und Y ~ Bin(m, p) unabhingige Zufallsvariablen
fiir n,m € N und p € [0, 1]. Berechnen Sie die erzeugende Funktion von

X+Y.

Losung: Mit dem binomischen Lehrsatz und (Z) =0 fir k£ > n gilt

Gx(t) = Z (Z)tkpk(lfp)nk _ i <Z) (tp)k(lfp)nik = (tp+1—p)"
k=0

k=0
Da X und Y unabhéngig sind, folgt
Gx+y(t) =Gx(t) Gy (t) = (tp+1—p)"(tp+1-p)™ = (tp+1-p)"*™.
Also gilt X +Y ~ Bin(n + m, p).

——>0 =0 0<—
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Seien X,Y ~ Geo(p) zwei unabhéngige Zufallsvariablen mit p € (0, 1).
Berechnen Sie die erzeugende Funktion der Zufallsvariablen S := X +Y
und P(S = n) fiir alle n e N.

Lésung: Aus der Vorlesung ist Gx () = Gy (t) = ﬁt_p)t bekannt. Weil
X und Y unabhéngig sind, gilt

G v (1) = ﬁ 23 e (-

0

= Y PPk —1)(1—p)F 2tk = Z P*( —p)F 2k,

daP(X +Y =0)=P(X +Y =1) =0 ist, gilt
P(X+Y =n)= p2(n —1)(1 —p)”_2

fiir n > 2. Die Gleichheit (x) folgt aus Differenzieren der geometrischen

Reihe. <>

Beispiel A.2.7 (Ch. Fkt. der Normalverteilung (vgl. 4.2.3))
Betrachte zunichst X ~ N(0,1), da dann Y := 0 X + m ~ N(m,o?)

und somit
XY(t) _ E[eitY] _ ]E[eitmeioX] _ eitm E[eioX] _ eithX (Jt)
gilt. Nach €' = cos(x) + isin(z) gilt

E[eltx Z

v R
_ \/% ( JR cos(tz)e™ dz + i JR sin(tz)e dz).

=0 weil sin ungerade

Aus dem Differentiationslemma folgt mit partieller Integration

22 22
— cos(tz)e” 7 dz = sin(tz)(—z)e” 7 dz
X 27r J V2r J =)
L2790 2
= \/—27_ ( [sm(tz) 2 ]z=foo - Jthos(tz)e 2 dz) = —txx(t).

=0

Also 16st x x (t) die Differentialgleichung x x ()’ = —txx (t) zum Anfangs-
+2

wert xx(0) = 1. Daraus folgt xx(t) = e~ = . Also ist bis auf eine Faktor

die Dichte ihre eigene charakteristische Funktion und somit ein Fixpunkt

der FOURIER-Transformation .

TODO: das geht auch einfacher mit quadratischer Ergénzung

und der Translationsinvarianz des Integrals O
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A.3 TUBERSICHT UBER DIE VERTEILUNGEN

A.3 Ubersicht iiber die Verteilungen

r Def.-menge (Z&hl)Dichte Verteilungsfkt. E E[-*] Var ch. Funktion | erz. Fkt.
{0,1} 1—p-To Ljo,00) =P Lj0,1) p P pq q -+ pe” q+pt
1] {0,...,n} (D)prq* np npq (q + pett)" (sp+q)"
1 q p-ett ps
N k 1—qgF - 94 4
q'p q » P2 1 — get 1—g¢°
] Nop (E=hygkmpn z g
No e A A A exp(A(et —1)) | €MD)
N—-K
| {0,...,n} % 711\1[( Kn(lzvvg(i)i(ﬁfn)
ke
b R ]l[a,b] Tr—a 1 ‘1 a+b Zj:o alb" (b — a)2 i(ete e ith)
b—a b—qg @7 e Ty k+1 12 t
. . ) ! )
R /\e_ML ]1[0,30) (IL‘) 1—e Az ]1[0700) A1 F A2
R W 10,00) () 2
(z—m)?
exp <_ 202 ) ) ¢ )2
0 R — m o exp (itm — L)
V2mwo? 2

enngrofen wichtiger Verteilungen. Hierbei ist g := 1 — p.




A.4 NUTZLICHE IDENTITATEN

A .4 Nitzliche Identitaten
Kombinatorik / Binomialkoeffizient

k(R = n (i) wd () = (%)

Geometrische Reihe und ihre Verwandte

Sei || < 1. Dann gilt 3, b = Yt = D neNo kat =

T k—1 _ 1 2..k—1 _ _x+1
I—2)2° ZneNo ka = T ZneNo k2w = @-2)3"

83



A.5 KLAUSURAUFGABEN

A.5 Klausuraufgaben

Deuschel 2018 Probe Sei X eine R%-wertige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Py
und charakteristischer Funktion ¢ x. Zeigen Sie die Aquivalenz der

folgenden Aussagen

@ Px =P_x.

@ PX = P-X-

@ wx(t) = E[cos({t, X))] fur t € R,
@ px ist reell.

Beweis. (¢) = (d). Nach Definition gilt

v}

ox (t) " Elexp(i(t, X))]

z Elcos({t, X))] + i E[sin({t, X))] L E[cos({t, X))].

Somit gilt ¢ E[sin({t, X))] = 0.

(d) = (b). Fiir alle a,b e R gilt

Caxio(t) = ePox(at)  und  px(—t) = px(t).

Damit folgt

p-x(t) = ox(—t) = px (1)
(b) = (c): Nach Definition muss
E[cos({t, X))]+i E[sin({t, X ))] = E[cos({t, —X))]+i E[sin({t, — X ))]
gelten. Nach den Eigenschaften des Standardskalarproduktes ist

das dquivalent zu

E[cos({t, X))]+iE[sin((t, X))] = E[cos({t, X)) —i E[sin({ t, X))]

Das impliziert
i E[sin({t, X))] = —i E[sin({t, X))] = ‘E[sin({t,X))] =0
und somit folgt die Behauptung. O

Deuschel 2018 Probe Seien X und Y i.i.d verteilte reellwertige Zufallsvariablen und
In(X) ~ Exp(1). Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von Z :=
XY.

Lésung: Here’s the solution using convolution: Let X := In(X)

and Y analogously. We can now calculate the PDF of In(XY) =
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X +Y using convolution: For 2 > 0 we have

(@) = fsfy = | xfpla—pdy = [ everray = [ ey —aer

and fi,(xy)(z) = 0 otherwise. Therefore, for z > 0 we have

P(In(XY) <z) = ﬁ fin(xy)(y) dy = L ye ¥ dy = 1—e " (z+1).

For z > 1 this implies

and P(XY < z)=0for z < 1.

Zweite Losung. Since In(X) ~Exp(1), for all k¥ > 0 we have

P(X <ef)=P(In(X)<k)=1-¢*
By substitution we obtain

1
P(X<a)=1-—.
(X<a)=1--

for all @ = 1. We can now obtain the density function by calculating

the derivative: fx(z) = 2.

Now, for z > 1 we have
o] 0

POY <) = | 1) ) = [ [ 105 dex by
1 1 R+ ¥

—ff 1 @)L ded
ks (17§)mx2y2 vy

211
= = —dz|d
J;leJ; a? x]y

_F;@_Z)dy_l_lgn(z)_

1

Dritte L6sung mit regulidrer bedingter Verteilung Fiir x > 0 gilt

PIn(XY) <z)=PIn(X)+In(Y) <z) = jom PIn(X)+In(Y) <z |Y =y)fy(y)dy

— [T P <o -y = [ - e dy
0 0

:J- eV —ePdy=1—¢e *(1+z).
0

Daraus folgt fiir z > 1

_In(z) +1

P(Z <2)=Pn(2) <In(z)) =1—-e "1 +1n(z)) = 1 e

Fir 2 < 1 gilt P(Z < z) = 0.

Ideen: Die ZVen Y}, sind Bernoulli-verteilt zum Parameter p; =
P(X} < t) und somit unabhéingig und identisch verteilt. (Eigentlich
nicht identischem weil py, sich éndert, oder??) Somit gilt E[Y;] = p


https://de.wikipedia.org/wiki/Regul�re_bedingte_Verteilung
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und Var[Y7] = p(1 — p). Die die Verteilungsfunktion einer Ber(p)-

verteilten Zufallsvariable durch F'(t) = 1o o) (t)—p Ljo,1)(t) gegeben

ist, impliziert F'(¢) € {0,1}, dass p € {0, 1} gilt und somit X € {0, 1}.

Ferner gilt S,, ~ Bin(n,p). Nach Poissonschem Approximations-

satz konvergieren eine Folge binomial-Zahldichten punktweise ge-

gen die Zahldichte der Exponentialverteilung zum Parameter A :=

lim,, 0 NPy, .

Scheutzow, 07/17 Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen immer wahr sind.

@

@

®

Aus E[X%] < oo folgt auch E[X*] < 0.

Stimmt. Ansatz 1: Da jeder Wahrscheinlichkeitsraum 2
endlich ist, gilt LI(Q) < LP(Q) fiir alle 1 < p < ¢ < .
Ansatz 2: Es gilt X* < X6 + 1.

Sind Z; und Z; exponentialverteilte Zufallsvariablen, so ist

2
Z = mi{l Z; auch exponentialverteilt.
j=

Stimmt. Seien Z;, Zy ~ Exp(A) fiir ein A > 0. Dann gilt fiir

=0

2
2 T —Az\2—
P(Z<z)= ), (k)a—eA Y (e Aw )2k
k=1
:267)\1’_ 2672)\1 + ]..M“‘ 672)\I =1— e*?)\f

und somit Z ~ Exp(2)).
Was macht man fiir (Z; ~ Exp(A\g))ken???
Ist X +Y eine int’bare Zufallsvariable, so ist E[|X + Y] < .

Stimmt, da Z eine integrierbare Zufallsvariable ist, wenn

ihr Erwartungswert existiert, also folgt die Aussage aus der

Definition 3.5.1.

Es ist nicht moglich, dass X, ——» 0 und E[X,] 2=% .
n—o0

todp.

Sind X und Y unkorrelliert, so sind sie unabhéngig.

Falsch, siehe Gegenbeispiel 3.5.14.

Scheutzow, 07/17 Sei f(z) :=c-In(1— %) fiir ce R.

@

86

Fiir welche c € R ist f eine erzeugende Funktion?

Losung. Assuming that X is a non-negative integer random
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variable, we can use that

_GY(0)

P(X = k) o

These probability mass values must sum to one, which imposes
a constraint on the PGF, which we can use to find the constant

c. Now, substituting your specified PGF you get:

k c-In(1 —2/2), for k = 0,
AW (z) = c~(jz> In(1—z/2) = (1==/2)

—c-(k—=1!-(2—2)7% for k>0,

which gives the mass function:

a®wo) o for k =0,

—(c/k)-27%  for k > 0.

The constraint equation therefore reduces to:

o0 0 1
1:;0P(X:k):—c-§1k'2k — —c-In(2).

From this constraint we have ¢ = —In(2) so your PGF is:
In(1 - %) In(2 — z)
G = 27 = R
x(2) In(2) n(2)

and the corresponding probability mass function is:

for all £k € N.

Sei X, eine Zufallsvariable mit der von f erzeugten Verteilung.

Bestimmen Sie E[X,] und P(X, = 1).

Losung. TODO

@) Geben Sie die Verteilungsfunktion von X, an.
Loésung. TODO
Scheutzow, 07/17 Seien X,Y ~ Exp(A) uw.i.v. mit A > 0.

(@ Bestimmen Sie die Dichte von Z := X + Y.

Losung. Seien fx und fy die Dichten von X bzw. Y. Dann
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gilt fiir z e R
f2(@) = (fx * fr)(@) = f Fx(@ — ) fy (v) dy

_ j e AED 1o () A Lo, (3) dy
R

= )\QJ e Mz=y) oAy dy - ]l[o,oo(fl?) = Azj e Mdy - ]l[o,oo(sc)
0 0

= Ng.eM. Lio,00().

@) Bestimmen Sie die Verteilung von (X, Z).
@) Berechnen Sie E[X | Z].

Scheutzow 07/17 Seien X,Y unabhéngig und identisch stetig gleichverteilt auf [0, a]
fiir a > 0. Bestimmen Sie die Dichte, Verteilungsfunktion, den

Erwartungswert und die Varianz von Z := X + Y.
Losung.

@ Die Dichte bestimmen wir wie oben mit Faltung: Fiir x € R

gilt
J]R Ix(x—y)fy(y)dy = ﬁ JR To.a)(z — y) Ljo.a1(v) dy
- ai2 Joaldy ~Lyg,24)(2) = M
@ TODO

2016 Erstklausur Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B,C € A. Zei-
gen Sie, dass gilt

@ Sind A n B und C unabhingig und P(B) > 0, so folgt
P(AnC | B)=P(A| B)P(C) (24)

Beweis. Nach Definition gilt

pet. PLANnCnB) P((AnB)n(C)
P(AnC|B) = BB = B(B)
unazbh. ]P)(A M B) ]

P(B)

P(C) = P(4 | B)P(C). O

@) Die Gleichung (24) gilt auch, falls statt Unabhéingigkeit P(C) =
1 gilt.

Beweis. Wir miissen den Schritt, den wir oben mit der Un-

abhéngigkeit begriindet haben, nur anderweitig begriinden.
Dafiir zeigen wir das fiir P(C) € (0,1) und P(D) = 1 gilt
P(C n D) =P(C)P(D).

Dies folgt direkt aus P(D | C) = P(D) = 1. O
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@) Es gelte P(A | B) = P(4 | B®) und P(B) € (0,1). Dann sind
A und B unabhéngig.

Beweis. Aus dem Satz iiber die totale Wahrscheinlichkeit

folgt
P(A) = P(An B) + P(An BY) = P(4 | B)P(B) + P(4 | B®) P(BY)
= P(A| B)(P(B) + P(B%)) = P(A| B).

und somit die Behauptung. O

2016 Erstklausur Seien (Xn ~ Exp (%))%N Zufallsvariablen.
@ Berechnen Sie die Verteilungsfunktion F;, der Y, = %
Losung: Fiir z € R gilt

_2n+41

P(Y, <2) =P(X, <z@n+1)) = 1 —e % Ly (2(2n + 1))
n+1

2n+

=1—e "n mﬂ[o}oo)(ili)

@ Bestimmen Sie fiir alle x € R den punktweise Grenzwert

F(z) = lim, o F.

Losung. Aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion gilt

firz>=0

n—0oo0 n—o0 n

2 1
F(x) = lim Fn(l‘)—l—exp<1jm _2n+ a:) —_e2
und F(z) = 0 auf (—0,0).

@ die Funktion F' ist die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable
Y. Um welche Verteilung handelt es sich und was konnen sie

iber die Konvergenz der Folge (Y,)nen aussagen?

Losung. Die Funktion F' ist die Verteilungsfunktion einer

Exp(2)-verteilten Zufallsvariable.
TODO:zweiter Teil.

2016 Erstklausur Peter will nach der Vorlesung mit dem Bus nach Hause fahren.
Dazu kann er den Bus A oder den Bus B nehmen. Die Wartezeiten
auf die Busse konnen durch unabhéngig auf dem Intervall [0, 10]

gleichverteilte Zufallsvariablen X und Y beschrieben werden.
(@ Bestimmen Sie die Verteilungsfunktionen von Z; := max(X,Y’)

und Z, = min(X,Y).

Losung. Fiir gilt € [0, 10] gilt mit dem binomischen Lehrsatz

2

T\2 =z =z
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und P(Z; < z) =0 fiir < 0 sowie P(Z; < z) =1 fir = > 10.

Ferner gilt

und P(Z; < x) = 0 fiir < 0 sowie P(Z5 < z) = 1 fiir > 10.

@ Wie groft ist die Wahrscheinlichkeit, dass Peter langer als zwei

Minuten auf einen Bus warten muss?

Losung. Aus den obigen Rechnungen ergibt sich sofort

4 24

P(Zy>2) = 1-P(Zy<2) =1 — — — ==
(22>2) (2> <2) 100 25

@) Peter kommt zur Haltestelle und wird dort fiir fiinf Minuten
abgelenkt. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass er beide

Busse verpasst hat?

Losung. Aus @ ergibt sich

@ Zeigen Sie, dass die Dichte von (X,Y) durch

z

1
f2:(2) = = (1= 15) Loaoi(2)
gegeben ist.

@ Geben Sie die gemeinsame Dichte und die gemeinsame Vertei-

lung des Zufallsvektors (X,Y") an.

Erstklausur 2016 Betrachte den folgenden Ubergangsgraphen einer MARKOV-Kette.

1 1

2 p 2
L-p 27 I e
p 1 1—p

2

@ Geben Sie die Ubergangsmatrix P an.

Losung. Es gilt

1-p p O 0

I
N|—=
(SIS

(SIS
(SIS
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91

@ Bestimmen Sie alle Aquivalenzklassen mit ihrer wechselseitigen

Erreichbarkeit in Abhéngigkeit von p.

Losung. Fall 1: p = 0. Die Klassen sind {1}, {2}, {3}, {4} und
nur {2} ist abgeschlossen.

Fall 2: p € (0,1). Die einzige Klasse ist {1,2,3,4} und sie ist
abgeschlossen.

Fall 1: p = 1. Die Klassen sind {1,2,3} und {4} und nur letz-

tere ist abgeschlossen.
Sei nun p = 0. Welche Zusténde sind (un)wesentlich?
Loésung. {1}, {3} und {4} sind wesentlich, {2} ist unwesentlich.

Bestimmen Sie alle stationdren Verteilungen der MARKOV-

Kette.

Losung. Da die stationdren Verteilungen genau die Eigenvek-
toren von PT zum Eigenwert 1 und Komponentensumme 1

sind, 16sen wir

I-p 3 0 0f]~ v
p 0 p 0 ) X9
0 % 0 % I3 T3
0 0 1-—p % Ty Ty

Wir erhalten
T2
I+ =phy+ 5 =7 = 22=2p,
Ty
Iv: (1—p)x3+? =x4 = x4 =2(1—p)xs
und somit aus III
Ta+tay =203 = py+ (1-plrg =123 = x3=7
Da die Komponentensumme 1 ergeben muss, erhalten wir
1;7+x2+x3+x4:27+2p7+2(1—p)7:47
also v = % und somit ist die einzige stationdre Verteilung
durch
1 pll-—p
47274 2

gegeben.
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Bank, 2014/2 Kreuzen Sie alle wahren Aussagen an.

@ Seien X und Y zwei unabhéngige integrierbare Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 4, P) mit Dichten fx
und fy beziiglich des LEBESGUE-Mafses. Dann gilt
@ X2 und /Y] sind unabhiingig.

Stimmt. Dies folgt daraus, dass z — 22 und z — /||

messbare Abbildungen sind.
@ E[X - Liy<o)] = E[X] — E[X]B(Y > 0).
Stimmt. Es gilt E[14] = P(A4) und somit
E[X] - E[X]P(Y > 0) = E[X](1-P(Y > 0)) = E[X]P(Y <0)
= E[X]E[l{y<0}] = E[X - Liy<oy];

wobei die letzte Gleichung aus der Unabhéngigkeit von X
und Y folgt (messbare Funktion fiir Y ist 1o 01)-

@ P(X <Y) = [, P(X <y)fv(y)dy.

Stimmt. Ansatz 1: Sei fx y die gemeinsame Dichte von

X und Y. Dann gilt mit dem Satz von FUBINI-TONELLI
y
P(X <Y)= J2 Ixy(@,y) Lgoyde,y = J J fxy(z,y)dedy
R R J—c0

_ f J Fx(@) fr () de dy :f P(X < ) fv () dy,
RJ—0 R

wobei der vorletzte Schritt aus der Unabhéngigkeit der
Zufallsvariablen folgt.

Ansatz 2:

P(X<Y)=P(X-Y <0)=P(X-Y <0)—P(X=Y).

—_—
=0 (unabh.)
So folgt
0 0
P(X - Y <0) = L fx iy (@) de = L (fx % f-y)(@) do
— Jf fR fx (ac — T)f,y(‘f') dr dz
= ij fx(x—7)dz foy(r) dT
= [ [ ix@) e fv () ar
RJ—o0
- f P(X < —7)f-y(7) d7
R
= J P(X < —7)fy(=7) dr
R

- J P(X < 7)fy (r) dr :f P(X < 7)fy (r) dr
R R

@ Fiir reellwertige Zufallsvariablen X, X1, X5, ... auf einem ge-
meinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (§2, F,P) gilt
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@ Aus X, 2 X folgt X, 2 x.
n—oo n—0oo

Falsch. Aus punktweise Konvergenz folgt nicht Norm-

Konvergenz.

Betrachte hierzu Hiitchenfunktionen mit héher werdenden
Spitzen und schrumpfender Basis, deren Flacheninhalt
konstant sind, aber punktweise gegen die Nullfunktion

konvergieren.

@) stochastische Konvergenz X,, — X impliziert die Existenz

einer Teilfolge (ng)geny mit ng < ngi1, sodass | X, —

X| 22, 0 gilt.
k—0

Stimmt.

Beweis. Seien ¢ > 0. Nach Voraussetzung existiert eine

Teilfolge (ng)reny N sodass

P(|X,, —X|>27%F) <27
TODO: induktiv konstruierbar.
Nun gilt

ZP(|XM —-X|>27M < 22*’“ =1< 0.
keN keN

Das Lemma von BOREL-CANTELLI impliziert

P <limsup|Xnk —X|> 2—k> —P (ﬂ U {1 X0, — X[ > 2—4}> -0

k—o0 keN >k

und somit

P(U ﬂ{ane—Xzﬂ}) 1

keN =k

und (vgl. Beweis)

lim P (U {1 X, — X| > 2£}> = lim P(1X,, - X|>0) =0
1=k
O
@ X. % X impliziert E[|X|] < liminf, . E[| X, |].
Stimmt. Da X,, — X fast iiberall gilt, gilt auch | X,,| —
| X| fast iiberall. Nach dem Lemma von FAaToU folgt Lemma von FATOU
E[liminf | X,|] < lim inf E[|X,,[].
n—ao0 n—0o0

Da aufgrund der fast iiberall Konvergenz der lim mit
dem liminf fast iiberall ibereinstimmt, und das Integral

Nullmenge ignoriert, folgt die Behauptung.
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@ Fiir unkorrelierte reellwertige Zufallsvariablen (X )ren auf
(Q, F,P) mit | X| < 52 fiir alle k € N gilt fiir S, .= Y, Xj

in W.kei
@ %ZkeN Xk — E[Xk] S, 0.

o
Stimmt.
o, 1 & 1 &
2;1Varxk :?Z:: [(Xy —E \;;252
<ﬁ2n-1042=%42m>0.

Nach der Verallgemeinerung des schwachen Gesetzes der

grofken Zahlen folgt die Aussage.

P-f.s.
@ 5 2T ceR.

n—0o0

Falsch.

@ /nVar (2=) 225 0.
Stimmt. Nach den Rechenregeln fiir die Varianz und der

Identitét von B... gilt

104n 104 nooo
A/

‘fVar ‘\FZV (Xk)

@ Seien (X1,)gen wiv. auf (2, F,P) mit E[X;] = pund Var[X;] =

o2 € (0,00) sowie S, :== > Xj. Dann gilt
@ o s 7~ N(0,1)

Falsch. Sieht fast aus wie zentraler Grenzwertsatz, es

fehlt aber ein Faktor.

Sn now 1
@ P (5 <) =53
Stimmt. Nach zentralem Grenzwertsatz konvergiert S, /n

gegen eine normalverteilte Zufallsvariable, die um ihren

Erwartungswert symmetrisch ist.

@ (Xk)ken geniigt dem schwachen schwachen Gesetz der
groften Zahlen.

Stimmt. Da die Zufallsvariablen unabhéangig sind, sind
die insbesondere unkorreliert. Da ihre Varianz endlich
ist, sind die Voraussetzungen des schwachen Gesetzes der

groflen Zahlen erfiillt.

@ Sei X eine reellwertige Zufallsvariable. Dann gilt fiir alle ¢ > 0

@ P(X|>c) < B,
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Stimmt. MARKOVsche Ungleichung mit ®(¢) = t2, da
|X|? = X2 und |X| nichtnegativ.
@ P(IX| > o) <E[e* ],
Stimmt. MARKOVsche Ungleichung mit ®(¢) = e’.
®@ P(IX| > ¢) < YuulXl,
Falsch. Betrachte eine degenerierte (= konstante) Zu-

fallsvariable, z.B. X ~ Ber(1), also X = 1. Dann gilt
Var[X]=1-(1—-1) =0 aber

P(X>1)=P(X=1)+P(X =0)=1+0>0.

Stannat 2013 Seien (X} )ken unabhéngige auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen
und f : [0,1] — R eine stetige beschrankte Funktion Zeigen Sie,

dass dann
@ gilt:
1 n 1
Pl lim — f(X :fodx =1
tim 23500 = | 5@

Beweis. Dies ist das starke Gesetz der grofsen Zahlen fiir
Y == f(X4). Die Folge (Yi)ken is unabhingig, weil f messbar
ist. Ferner gilt fiir alle k e N

B = B ()] = | 1) fr (oo = | fa)da

wobei fx, = 1jg1; die Dichte von X, ist. Das starkes Gesetz

der groften Zahlen 1mpthert Ly Y & E[Y7] und somit
— 00

insbesondere stochastische Konvergenz. O
@ fir allee > 0

lim P <

n—0o0

%)
\/W ( ﬂ(f)) dy

. . o ol o 1 2,
gilt, wobei o?(f) == {; f*(z) dz — (So f(x) dx) ist.

:inl (Xk) ff

Beweis. Es gilt
Var(Yy) = E[Y2] - E[Y,]? = 0(f).

Nach dem zentralen Grenzwertsatz (ZG) folgt mit m = E[Y7]
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und S, == > _, Y
. n_(Sy
b ? (-2 <z (=) <)
. 1 Sh €
‘Jﬂop<m @”’”‘)Fw)
CN N,
2 J_. v 270 —e

aber die letzte Gleichheilt gilt nur fiir grofe ... TODO []

,,2
e 202(f) dy’
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