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1 PARAMETERSCHATZUNG

Parameterschatzung

1.1 | Grundlagen und Beispiele

19.04.2022
DEFINITION 1.1.1 (STATISTISCHES MODELL)

Ein statistisches Modell ist ein Tripel (.’{, JFy (]P)ﬁ)ﬂee), wobei statistisches
e X # (7 der Beobachtungs- oder Stichprobenraum, Modell
e O # (¥ eine Indexmenge, der Parameterraum,
e F eine o-Algebra auf X (die Algebra der Beobachtungen),
o Py fiir ¥ € © ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (X, F)

sind.

Bermerkung (Interpretation des statistischen Modells) Sei ¥ unbekannt. Man be-
obachtet eine Realisierung x € X, die mittels Py generiert wird, und will daraus Riickschliisse

auf 9 oder Funktionen, welche von 1 abhédngen, ziehen. o

Notation. Es bezeichne stets B die BOREL-0-Algebra. Ist YV: (X, F) — (R, B(R)) messbar,
so sind Ey[Y] = {, Y (w)dPy(w) € [—c0, 0] bezichungsweise Vy[Y] € [0,00] der Erwar-

tungswert beziehungsweise die Varianz beziiglich Py.

DEFINITION 1.1.2 (STATISTIK, SCHATZER, KENNGROSSE)
Seien (%, F, (Pﬂ)ﬂe@) ein statistisches Modell und (X%,.) ein Messraum.

e Eine messbare Abbildung S: (X, F) — (3,.) heifit Statistik. Statistik

e Ist 7: ©® — X eine Abbildung, so heifst 7 Kenngrofe fiir ¢ und eine Statistik 7: X —
> Schéatzer fiir . Schéatzer

DEFINITION 1.1.3 (ERWARTUNGSTREUE)
Ein Schitzer T: X — R™ fiir 7: © — R" ist erwartungstreu, wenn erwartungstreu

Ey[T] = 7(F) VI € O©.
Der Bias von T ist Bias
B[T]: © — [—o0,0]", ¥ Ey[T] — 7(9).

Das Risiko von 7' ist Risiko
Fy[T] :=Ey [|T — 7(9)*].
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DEFINITION 1.1.4 (PRODUKTMODELL)
Ist (E,€,(Qp)sco) ein statistisches Modell, so ist (E™, eon (Q%)")ﬁeg) fiir n € N5 das
zugehorige n-fache Produktmodell.

Notation. In der Situation von Definition 1.1.4 schreiben wir oft
X:E"— E", (X1, yxp) = (1,0, Tp)

fir die Identitdt auf X = E™ und Xg(e1,...,e,) = e fur k € {1,...,n}. Dann sind
X1,..., X, bezlglich Q%)" unabhéngig und identisch verteilt (u.i.v.) mit Verteilung Q.

Beispiele statistischer Modelle

Beispiel 1.1.5 (Strahlenbelastung von Waldpilzen)
Die Strahlenbelastung von Waldpilzen soll tiberpriift werden. Dazu wird bei n unabhéngigen
Pilzproben die Anzahl der Geigerzihler-Impulse jeweils wihrend einer Zeiteinheit gemessen.

Ein geeignetes statistisches Modell aufzustellen ist Hausaufgabe 1.1. o

Beispiel 1.1.6 (BERNOULLI-Modell)

Um den Wurf einer verbogenen Miinze mit den Seiten "0" und "1" zu beschreiben, wéhlen
wir X = {0,1}, F = P(X) sowie O := [0,1] und Py({1}) = ¥ und Py({0}) = 1 — 9, sodass
(Py)geo alle Wahrscheinlichkeitsmafe auf (X, F) umfasst. Es ist auch moglich, stattdessen

z.B. © = [1, 2] zu wiihlen.
Um ¢ zu schitzen, wihlen wir 7: © — © als die Identitat. Auf ¥ = © wdhlen wir die
o-Algebra B(0©). Ein naheliegender Schétzer fiir 7 ist

T: X — 0, T T.
welcher erwartungstreu ist, denn fiir ¥ € © gilt

Ey[T] =1-Po(T =1)+0-Py(T =0) =1-9+0-(1—0) =9 = (). R

Beispiel 1.1.7 (BERNOULLI-Produktmodell)
Um n € N unabhéngige Miinzwiirfe zu modellieren, wahlen wir das n-fache Produktmodell
des Modells aus Beispiel 1.1.6: fiir z € X := {0,1}" und J € © := [0, 1] ist

PO" ({a}) = 9817 (1 — 9)"~ T o,

Sei die Kenngrofse 7 wieder die Identitdt auf ©. Ein natiirlicher Schitzer fiir 7 ist der
empirische Mittelwert T: X — ©, x> T(x1,...,2,) = L 37| ), welcher erwartungstreu
ist:
1 & 1 &
E = — = — = 19.
o[T) = Ey l” 2 Xkl o 2 BolX] =V
k=1 k=17 .

Produktmodell

Wire stattdessen
z.B. © =(0,1), ist T
kein Schitzer, da
T(0)=0¢ O.
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Beispiel 1.1.8 (Binomialmodell: Anzahl der Einsen bei n-fachem Miinzwurf)
Um den n-fachen Miinzwurf, bei welchem lediglich die Anzahl der Einsen und nicht die Rei-
henfolge beachtet wird, zu modellieren, wihlen wir X := {0,...,n} (viel kleiner als {0, 1}"!),
F = P(X), © := [0,1] und die Binomialverteilungen Py({k}) := (})9*(1 — 9)" 7" fiir ke X
und 9 € ©.

Um ¢ zu schétzen, wihlen wir wieder 7 als die Identitdt auf ©. Die Statistik T: X — O,
x — %x ist ein natiirlicher und erwartungstreuer Schitzer fiir 7, denn fir ¢ € © gilt

n

Z k)Py({k}) = ié <)19’“1—19) k=%-m9=z9.

<

Beispiel 1.1.9 (Lebensdauer von Gliihbirnen)
Die Lebensdauer von Glithbirnen sei exp(¥)-verteilt mit ¥ € (0, 00). Wir wihlen das statisti-
sche Modell mit X = (0,00), F = B(X), © = X und als Py die Exponentialverteilungen mit
Dichte z — ¥e~Y% beziiglich des LEBESGUE-Mafes fiir 1 € ©. Betrachte nun das zugehérige
n-fache Produktmodell.
Ein natiirlicher (da E[exp(\)] = A7! ist) Schiitzer fiir 9 ist

1
% o1 Tk ,

welcher schon fiir n = 1 nicht erwartungstreu ist: fiir 9 € © gilt

T(x) =T(x1,...,25) =

Ey[T] = f T(x)0e "% do = 19] —e U dx = w0 # 0.
0 o T
=0
Man kann aber fast analog zeigen, dass = 7 ein erwartungstreuer Schatzer fur + ist. o

Beispiel 1.1.10 (GAuss-Produktmodell)
Zu einem gegebenen Mittelwert m € R ist (R™, B(R™), (N %?19)19>0) das n-fache GAusssche
Produktmodell. Die Statistik

Tm: R" — [0,00 x|—>\/7 2|xk—m|

ist ein erwartungstreuer Schiitzer fiir 7: (0,00) — (0,00) ¢ + /4 (Hausaufgabe 1.2). o

Beispiel 1.1.11 (Nichtparametrisches Modell)
Seien X = R, F = B(R) sowie (Py)yco die Familie aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf (X, F).
Wir kénnen O als die (unendlichdimensionale) Menge der Verteilungsfunktionen F wihlen'.

In diesem Fall nennt man (%, F, (Pﬂ)ﬁe@) unparametrisches statistisches Modell.

Im dazugehorigen n-fachen Produktmodell wollen wir die Verteilungsfunktion ¥ = F schit-

zen. Eine natirlicher Schitzerfiir die Identitat 7 auf © ist
1 n
T,: R" -0, (T1,.. 0 20) = (Fn R_’[Oa]-]v ankzllll(—oc,s](xk))‘

Wir nennen F,, die empirische Verteilungsfunktion. o

IEine sinnvolle o-Algebra auf © wird durch die Punktauswertungen F — F(t) fiir t € R erzeugt, cf. WT
IT: Konstruktion des WIENER-Mafien / BRowNsche Bewegung.

empirische Ver-

teilungsfunktion
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Beispiel 1.1.12 (Produktmodell mit Gleichverteilung)
Fiir das Modell (R", B(R"), (UF")ger), wobei n > 1 und Uy die Gleichverteilung auf dem
Intervall [ — 1,9 + 1] sind, sind

> 1
Z und T(x) = 3 < max Tjp + min :z:])

1<k<n 1<jisn

zwei erwartungstreue Schitzer fiir den Parameter 9. Die Verifizierung dieser Aussage und
die Berechnung der Varianzen V[M] und V[T] ist Hausaufgabe 1.3. Der Wert M (x) heifst

empirischer Mittelwert der Beobachtung x. ¢ empirischer
Tittelwe

Beispiel 1.1.13 (Qualitdtskontrolle - Verschiedene Ansitze der Statistik) §86(41V§(0r£2

Wir bekommen eine Lieferung von N Orangen, von denen ¢ € © := {0,..., N} Stiick faul

sind. Anhand einer Stichprobe von n « N Orangen, von denen z € {0,...,n} faul sind,

schétzen wir die Anzahl der faulen Orangen in der gesamten Lieferung.

Ansatz 1: Naive Schitzung / Hochrechnung. Unter den Annahme, dass die Stichprobe

ungeféhr repréisentativ ist, gilt = ~ %. Ein natiirlicher Schitzer fiir 7 = idg ist also

N
T: X - %, T T —,
n

wobei X = {0,...,n}, F = P(X) und ¥ = O sind. Fir ¥ € © wihlen wir Py als die
hypergeometrische Verteilung

() Goi)
()

Der Schitzer T ist erwartungstreu, denn fiir 9 € © gilt

Hyp,, 9 n_o(k) = Tyo,....01 (k).

= S TP (k) ’%ﬁk()((]l}f)_ﬁ’g’ )(N)ﬁ)

(n—1)A(¥-1) (19—1)( N—9 )
k=0 (n—l)
[ —
=Hyp,_1,9-1,n—0 (k)
wobei a A b := min(a,b) eine Kurzschreibweise ist.

Ansatz 2: Schitzung mit Fehlerangabe. Wir wihlen ein Konfidenzintervall C(x) (cf
Abschnitt 2), sodass mit hinreichender Wahrscheinlichkeit ¢ € C(x) gilt. Zu einem Irrtums-

niveau 0 < a « 1 kénnen wir z.B. ein m € N wahlen, sodass
Py({zeX:9e[T(x)—m,T(x) +m]}) >1-a Vi € ©
oder ein m € N, sodass

Py({zeX:0€[0,T(z) +m]}) 21—« Vi € ©.

Ansatz 3: Entscheidungsfindung (cf. Abschnitt 4.) Die Orangen sollen zuriick geschickt

werden, wenn mehr als 5% aller Orangen faul sind.”

2Wir nehmen an, dass N durch 20 teilbar ist.
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Die Nullhypothese Hy ist ¢ € {0, ..., 2—1\6} und die Alternative Hy ist ¥ € {2% +1,...,N}L

Wir bendétigen ein Entscheidungsverfahren bzw. einen Schwellenparameter ¢ > 0 sodass
x < ¢ eine Entscheidung fiir Hy und « > ¢ eine Entscheidung fiir H; bedingt und miissen

dafiir ein geeignetes ¢ > 0 wéhlen. o

Beispiel 1.1.14 (Einziger erwartungstreuer Schiitzer ist unsinnig)
Im folgenden Modell existiert genau ein erwartungstreuer Schitzer fiir eine bestimmte Kenn-

grofe, doch dieser ist Unsinn.

Die wochentliche Anzahl an Unfillen in einer Stadt sei Poiss(¢)-verteilt und das statistische
Modell (Ng, P(No), (Py)geo) mit Py ~ Poiss(d) fiir ¥ € © := (0,00). Es gilt Py({k}) =
_19%. Die Wahrscheinlichkeit, dass in drei unabhéngigen Wochen keine Unfélle passieren
ist 7: © — R, ¥ — Py({0})® = e73Y. Ein Schiitzer T: Ny — R ist erwartungstreu genau

dann wenn fiir alle 9 € © gilt

e

also genau dann wenn
J- L O 09 | o "
29— = = T(k)—
Sty - LS Ty

fiir alle ¥ € © gilt. Nach dem Identititssatz sind die beiden Potenzreihen genau dann gleich,

wenn ihre Koeffizienten iibereinstimmen, das heift, wenn T'(k) = (—2)* fiir alle k € Ny gilt.
Dieser Schiitzer ist jedoch unsinnig, da [0, 1] 3 7(99) # (—2)* fiir alle k € Ny gilt. o

Beispiel 1.1.15 (Gameshow)

Der Moderator wahlt ein beliebiges ¥ > 0. Dann produziert ein Apparat Realisierungen
von unabhéngig auf [0,9] gleichméRig verteilten Zufallsvariablen X7, ..., X,,. Die Spieler
sollen ¥ anhand der Realisierungen schétzen. Wir wihlen © = (0,00) sowie das n-fache
Produktmodell des Modells mit X = [0, ) (ein andere Moglichkeit wire R), F = B(X) und
Py 1= Ujg g fiir ¥ € ©, wobei U[g ») die Gleichverteilung auf [0, 9] ist, das heift

¢
Uoo([0,t]) = 5 A1 VE=0.

Wir wéhlen ¥ := 0, . := F und wollen einen guten Schétzer fiir die Identitidt 7 finden.
1. Moglichkeit. Wir wihlen

2 n
T,: X" — X, x=($1,...,xn)l—>g;lxk,

da E[X] = 39 fiir X ~ U g] ist.

-2
2. Moglichkeit. Wir wéhlen

T,: X" - X, x=(1,...,Tpn) — max(Ty,...,Tp).

Wir zeigen, dass die Schétzfolgen (7},)nen und (Tn)neN konsistent sind, also, dass Py(|T;, —
9] > ¢) 2= 0 (und analog fiir T,,) fiir alle ¥ € © und & > 0 gilt.

21.04.2022
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Fiir 9 € © und € > 0 gilt

Py(|T, — 9] > €) = <

o

Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit zu ¢ € © ein 0 < ¢ < ¢ wahlen. Dann

L)

1 n
= Z X — Eo[Xy]| >
n k=1

Gesetz der
groflen Zahlen

5) n—0o0 0

gilt, weil T, (x) fiir alle z € X kleiner gleich 9 ist, dass
Po(|Tn — 0| > &) =Py(Tp <¥ —¢) =Py(X1 v...v X, <0 —¢)
—Py(Xi <V Xy <V —2) DBy(X) <9 — )"
¥ —e " n—o0o
- < 9 > O<e<? 0,

wobei wir in (x) die Unabhéngigkeit der X,..., X,, und deren identische Verteilung aus-

nutzen.

Nun untersuchen wir fiir jedes n € N die Erwartungstreue der beiden Schétzer. Fiir ¢ € ©

gilt
_ 2y _2 9
— o[ Xk] = — — =1
n Z:: ‘] n 2
Die Dichte von T}, beziiglich Py ist n ( ) = ]l[o 9], die Ableitung von der Verteilungsfunk-
tion Py(T, < y) = (4 A 1)" Ljg ) (y). Somit gilt
9 1 n+1
- y\n—11 0, n
Ey[T,] = (f) d—ﬂf mdy = = "y, 1
o] nJ;)y ) i e | (1)

also ist Tn nicht erwartungstreu, aber die Folge (Tn)neN asymptotisch erwartungstreu, das

heifst
n

9—9 2250  Vdeo.
n+1

By(T,) =

3. Moglichkeit. Wir wihlen den Schétzer T)* := "THT,L Nach den vorangegangenen Be-
rechnung ist T erwartungstreu fiir jedes n € N und die Schitzfolge (T.F) ey ist konsistent.

Vergleich der Schitzer. Wir berechnen nun die Varianz der Schétzer, um sie zu verglei-
chen. Die Varianz einer Zufallsvariable X ~ U[g g ist Vy[X] = 119—;. Die Xi,...,X, sind
unabhéngig identisch verteilt. Aufgrund der Rechenregeln fiir die Varianz gilt

2 & 4 e 4 4 92 1
k=1 k=1
Ferner gilt
5 9 n—1 1 _ 9 2
_ 2 (T Lo 2 (1) n O B 2
Vo Tr] 7L x‘n (19> 3 dz — Ey[T,] nd Jo 2" de CFSIE
(3)
n n? n
_ 2 2 _ 2
A (A OV Ry

asymptotisch

erwartungstreu
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Beachte, dass dieser Schétzer sich eventuell nicht um 9 zentriert. Es folgt

2 9
volzz) = () watt @ Lo (@

Daher ist T)* ein besserer Schétzer: er zentriert sich schneller um .

Wichtiger ist die mittlere quadratische Abweichung von 9 [Fy[7']. Aufgrund der Erwartungs-
treue von T, gilt
@ 1 g
Fy[Tn] = Vy[T,] = —9
olTnl = VolTn] = o~

und ferner

BolTy] = Eg [T~ 0] = VolTy — 0] + (B[, - 19])2

T A ) n 2 L 9 2 2
= Vy[T,] + By[T,]? = 92 + 9* = 92,
ol Tl + BolT) (n+1)%(n + 2) (n+1)2 (n+1)(n+2)
Schlieklich gilt aufgrund der Erwartungstreue von T7¥
, 1
Fo[T] = V[T Y ——— o2,
79[ n] 19[ n] n(n+2)
Fiir jedes n € N gilt also
Fo[T#] < Fy[T,] < Fy[T,,] Vo e (0,0).

Ein Schétzer mit noch geringerem Risiko wire Tn = Z—ﬁfn, denn dann gilt I[%[Tn] <

Fy[T¥]. Dieser Schétzer ist aber nicht erwartungstreu!

In diesem Beispiel existiert kein risikominimierender Schiitzer T** mit Fy[T**] < Fy[T}]
fiir alle ¥ € © und alle Schitzer T),.

Beweis. Angenommen, so ein Schitzer T** existiert. Seien ¥y € © und Tﬁo) = 9y ein
Schétzer auf X. Dann gilt Fy,[T,5*] < Fﬁ[Ty")] = 0 und somit Fy [T;¥*] = 0 fiir alle
Y9 € O, was einen Widerspruch darstellt. O

Es kann hingegen risikominimierende erwartungstreue Schétzer geben. o
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1.2 [ Maximum Likelihood Schatzung

DEFINITION 1.2.1 (ABSOLUT STETIG |4, DEF. 3.5])
Seien p und v Mafie auf (€2, @). Dann ist v absolut stetig beziiglich 2 und wir schreiben
v < pwenn aus A € Q und p(A) = 0 folgt, dass v(A4) = 0.

SAaTzZ 1.2.1: RADON-NIKODYM (1913, 1930)

Seien p und v o-endliche Mafe auf (€, Q). Dann hat v eine Dichte f beziiglich g,
das heift v(A) = SA fdp fir alle A € @, und wir schreiben f = g—l’:, genau dann
wenn v < g gilt. Dann ist f bis auf Modifikation auf p-Nullmengen eindeutig und

reellwertig.

DEFINITION 1.2.2 (STANDARDMODELL, LIKELIHOODFUNKTION)
Ein Modell (.’{, F, (]Pﬂ)ge@) ist ein Standardmodell, wenn ein dominierendes o-endliches
Mafk uo auf (X, F) existiert, das heifst Py « po fir alle ¢ € ©. Die Likelihoodfunktion ist

dp,

p: X x0 - R, (w,G)Hdﬂ
0

().

DEFINITION 1.2.3 (MAXIMUM-LIKELIHOOD-SCHATZER)
Sei (.’f, Iy (]P)g)lge@) ein Standardmodell mit Likelihoodfunktion p. Ein Schéatzer T': X —
Y. D 0 ist ein Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 7: © — 6, ¥ — ¢, wenn

p(z, T(z)) = sup p(x, ) fir Py —fast alle x € X Vi € ©.
(S

Beispiel 1.2.4 (Likelihoodfunktion fiir abzihlbares X)

Seien X hochstens abzéhlbar unendlich und pg das Zéhlmaf auf X, welches o-endlich ist.
Dann gilt fiir jede Familie (Py)geo von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (X, P(%X)) das Py < o
fiir alle ¥ € © gilt, denn aus pg(A) = 0 fir A € P(X) folgt A = & und somit Py(A) = 0,
also ist (X,P(X), (Py)geo) ein Standardmodell.

Da nur J eine ug-Nullmenge ist, ist die eindeutige (nicht fast sicher, sondern sicher!) Like-

lihoodfunktion
p(z,9) = 70@) =Py({z})

fiir ¥ € ©® und x € X, denn es gilt

Py ({a}) = j p(y:0) dpioly) = p(,0) - po({e}) = plaz, 9).

{z} o

Beispiel 1.2.5 (Kontinuierliches X)

Seien X = R™ und F = B(R") = B(R)®". Das LEBESGUE-MafR auf (X, F) ist o-endlich. Sei
(Py)yeo eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (X, F), welche eine Dichte p(-,9)
beziiglich i haben. Dann ist (f{, F, (]P)ﬁ)ﬁe(—)) ein Standardmodell. o

10

absolut stetig

Standardmodell
Likelihoodfunk-

tion

Maximum-
Likelihood-

Schétzer

26.04.2022
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Gegenbeispiel 1.2.6 (Kein dominierendes o-endliches MafR)

Seien X = R (man kénnte auch R™ wéhlen), F = B(X) und (Py)geo die Menge aller
Wahrscheinlichkeitsmafie auf (X, F). Dann gibt es kein o-endliches Maf g mit Py « pq fiir
alle ¥ € ©.

Beweis. Angenommen, so ein g-endliches Maf p existiert. Fiir z € X sei §,(A) == 1 4(x)
fir A € F. Da nach Annahme 6, « puo fir alle x € X gilt, folgt wegen 0, ({z}) = 1 > 0,
dass po({x}) > 0 ist. Dies widerspricht der o-Endlichkeit von po: Da po o-endlich ist,
existiert eine Folge (Ay)nen © F mit po(Ax) < oo fiir alle k € N und (J, .y Ar = X. Da
die abzdhlbare Vereinigung abzéhlbarer Menge abzéhlbar ist, aber X aber iiberabzéhlbar,
existiert ein j € N sodass A; iiberabzéhlbar ist. Fiir jedes € A; existiert ein k; € N
sodass p({z}) > i ist. Fiir k& € N definieren wir By, := {z € 4; : po({x}) > 1 }. Dann ist
Aj = Upey Bi- Da ’Aj iiberabzéhlbar ist, existiert ein m € N sodass B,, liberabzahlbar ist.

Dann ist MO(Bm) = ZmEBm MO({.T}) > ZxEBm % = . [

Beispiel 1.2.7 (Maximum-Likelihood-Schitzer fiir das Binomialmodell)
Betrachte X = {0,...,n}, F = P(X) und po das Zahlmak auf (X, F) (oder jedes andere
Mafs, dessen einzige Nullmenge (¥ ist) sowie © = [0,1]. Nach Beispiel 1.2.4 ist die Dichte
p(z,9) = Py({z}) = (3)0*(1 — )"~ fiir alle z € X und ¥ € ©.

Wir wollen fiir beobachtes z € X das ¥ € © wéhlen, fiir das die Likelihoodfunktion p(z,-)

maximal ist. Da In streng monoton wachsend ist, ist es dquivalent die Loglikelihoodfunktion

(0,1) 29 > In (p(¥, ) = In ((Z)) +2In(0) + (n — ) In(1 — 9)

zu maximieren, da das Maximum nicht am Rand auftreten kann, da p(0,-) = p(1,-) = 0 ist.

Fiir ¥ € (0,1) ist
0 r nm—zx
1 9 - _r—=
2o (P 2) = 5= 15
fallend in 1 und Nullsetzen ergibt den Maximierer - den Maximum-Likelihood-Schétzer -
x
TML(x) = ﬁML(x) = ﬁ’
welchen wir bereits in Beispiel 1.1.8 gefunden hatten. o

Beispiel 1.2.8 (Erfolg beim Miinzwurf)

Wir wollen schétzen mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Miinzwurf erfolgreich ist. Dafiir
werfen wir die Miinze solange bis der erste Erfolg eintritt, stoppen dann und notieren uns
die Anzahl der Wiirfe. Ein geeignetes statisches Modell anzugeben und den Maximum-
Likelihood-Schitzer fiir den unbekannten Erfolgsparameter der Miinze anzugeben und auf

Erwartungstreue zu priifen ist Hausaufgabe 2.2. o

Wir sehen nun, dass ein Maximum-Likelihood-Schétzer nicht immer gut sein muss.

Beispiel 1.2.9 (Maximum-Likelihood-Schéitzer fiir die Gameshow)
Das Modell (%7 F, (Pf&)ﬁeg) der Gameshow ist ein Standardmodell beziiglich des LEBESGUE-
Mafes po auf (X, F). Es gilt Py < po z.B. mit Dichte p(z,9) = 97" L[y 91». Demnach ist

der Maximum-Likelihood-Schéatzer fiir 9

Ty (x) = dvr(z) = max({x1,...,z,}),

11
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welcher systematisch unterschétzt, da stets dhyr, < o ist. o

Beispiel 1.2.10 (Maximum-Likelihood-Schitzer fiir LAPLACE-Produktmodell)
Betrachte das statistische Produktmodell (R", B(R"), (Q?”)%R), wobei Qy fiir jedes ¥ € R
ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, 5(R)) mit Dichte

1
p(d,x) = §e*|‘”ﬂ9|, zeR

beziiglich des LEBESGUE-Mafes ist. Das Bestimmen des Maximum-Likelihood-Schéitzers fiir

¥, der nur fir ungerades n eindeutig bestimmt ist, ist Hausaufgabe 2.3. o

Beispiel 1.2.11 (Maximum-Likelihood-Schitzer fiir Gliihbirnen)
Das Gliithbirnenmodell (%, F, (Pﬁ)ﬂeg) ist ein Standardmodell beziiglich des LEBESGUE-
Mafes mit Dichte p(z,9) = [[p_, de . Fiir x € X und ¥ € (0, 0) gilt

n (p(z,9)) = i In(9) — dap = nin(Y¥) — ¢ i Tg.
k=1 k=1

und somit ist
0 n o
1 - _ E
oY n (p(e,9)) 9 k:1$k

fallend in 9. Der Maximum-Likelihood-Schitzer fiir ¥ ist daher
N p—
ML(Z) = v
% 22:1 Tk
Bemerkung 1.2.12 (Andere Dichte gibt andere Maximum-Likelihood-Schitzer)
Wihlen wir anstatt die Dichte

_ Ye 9 fiir @ # 0,
jr XXX, (2,0)
h(xz),  sonst,

wobei h: X — X eine messbare Funktion mit h(z) > supyeg e % = i ist, so ist auch

p(+,9) eine Dichte von Py beziiglich .

Der Maximum-Likelihood-Schiitzer fiir j ist Ty (x) = z, da maxgee p(z,9) = h(z) fiir alle
x € X ist, wihrend der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die ,kanonische Dichte Ty, (z) =
% und somit vollig verschieden ist. o

Beispiel 1.2.13 (Maximum-Likelihood-Schétzer fiir Mittelwert im Gauss-Modell)

Betrachte das GAuss I Modell mit X = R", F = B(X), Py = /\/’?22 fiir ¥ € © := R und
o > 0. Dies ist ein Standardmodell beziiglich des LEBESGUE-Mafses mit den Dichten

o) = ] \/;T?exp <_(”3’“2;;”2) .

Somit gilt

g)
Abb. 1: Der Graph
Abbildung

der
ﬁ(x07 )
o € X.

fir

ein
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und

0
%ln(

1 n
) E: T
Nullsetzen ergibt den Maximum-Likelihood-Schatzer

1 n
L
nk:l

ML =

Beispiel 1.2.14 (ML-Schitzer fiir Varianz und Mittelwert des GAuss-Modells)
Betrachte das vorangegangene Modell, jetzt aber mit © = R x (0, 00) und Py_, 52y = N%Z_z
Dies ist ein Standardmodell beziiglich des LEBESGUE-Mafkes mit den Dichten

T (x, — p)?
P i (1,07)) = 1:[ 27702 exp <M .

Somit gilt
und

sowie (cf. [4, Bsp. 10.16])

0 0
2 In (p(z, (p,0%))) = pyes < In(270?)

Nullsetzen ergibt den Maximum-Likelihood-Schitzer
< Z Lhy — Z (k —ﬂ)2>
k 1

als Komponenten den empirischen Mittelwert i und die empirische Varianz ¢ von x haben.o

TML (1‘) =

Bemerkung 1.2.15 (Der Fall n = 1) Im Fall n = 1ist ({1,6) = ({1,0) ¢ ©, somit ist Ty,
kein Schitzer. Wir sollten deshalb den Fall n = 1 "verbieten", denn fiir © := R x [0, o)
haben die Mafse Py nicht mehr alle Dichten beziiglich des LEBESGUE-Mafes und somit ist
(%, F,(Py) ﬁeé) kein Standardmodell mehr, da es kein dominierendes o-endliches Maf mehr
gibt (cf. Gegenbeispiel 1.2.6). o

Lemma 1.2.16 (Erwartungstreue der Stichprobenmittel und -varianz)
Sei (R™,B(R™),(QF")vee) ein Produktmodell mit Erwartungswert m(d) =
E[Qy] < 0 und Varianz v(9) == Vy[X] = V[Qy] < o fir X ~ Py.

Das Stichprobenmittel M(z) = X3 | @y ist ein erwartungstreuer Schitzer fir m(d),
jedoch ist die Stichprobenvarianz V(z) := L 370 | (zy, —M(sc))2 kein erwartungstreuer (aber
ein asymptotisch erwartungstrever) Schétzer fir v(¥). Die korrigierte Stichprobenvarianz
VH(x) = A5 D0 (an — M(x))2 hingegen ist ein erwartungstrever Schatzer fir v(9).

13
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Beweis. Aufgrund der Linearitéit des Erwartungswerts gilt fiir alle 9 € ©

E[M] = = 3 BylXi] = 3 m(9) = m(®)
k=1 k=1
und . .
Ey[V] = % DBy [(Xie — M)?]| = % V[ X — M] "L Vy[Xy — M]
k=1 k=1
=V19 n 1X1_1iXk]
k=2

uiv (" ; 1>2w[xl] + g = T La(9).

Beispiel 1.2.17 (Maximum-Likelihood-Schitzer fiir Qualititskontrolle)
Betrachte wieder das Modell zur Qualitédtskontrolle gelieferter Orangen aus Beispiel 1.1.13.
Die Likelihoodfunktion ist

() (o)
()

Um die Maxima von p(z,-) zu finden, betrachten wir fiir x < ¢ den Quotienten

plz, V) = Py({z}) = Lo<o (2, 9).

ped)  WDGS) IW-dt1-nta)
o d=1) TN T @A o)
wobei wir im letzten Schritt zwei mal die Identitét (";1) = "T_k (%) benutzen. Dann gilt fiir
<Y
_p(.9) ) > (N — _ _
@ 0—1) 21 —= dz—n)=>—-a(N-9+1) < Hf—n=c)>—x(N+1)
pP\T,V —

N+1
— U<z .
n

Somit ist p(z,-) wachsend auf {O, ..., min ([z%J ,N)} und fallend fiir grofere Werte.
Daher ist der Maximum-Likelihood-Schatzer

N+1 ..
b )
[x J firx <n

T(x) = "
N, firz=n

Beispiel 1.2.18 (Fischpopulation)

Ein Teich enthilt eine unbekannte Anzahl Fische. Um die Anzahl ¥ zu schétzen, markieren
wir r Fische. Spéter fangen wir n Fische, von denen x markiert sind.

Das zugehérige statistische Modell hat X = {0,...,n}, F = P(X) und Py := Hyp,, ,. »_,. fiir
O := N3,. Die Likelihoodfunktion ist

(2)Gor)
()

p(z,9) = Tip<oy(,0).

14
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Analog zu Beispiel 1.2.17 konnen wir fiir  # 0 zeigen, dass p(z, -) auf {r, [%J} wachsend
ist und fiir grofere Werte fallend. Dann ist T'(z) = [%J ein Maximum-Likelihood-Schétzer

fiir ¥, wenn a # 0 ist.

Die Funktion p(0,-) ist wachsend auf ganz ©. Man konnte T'(0) = oo setzen, jedoch ist

o0 ¢ ©. Man konnte also © um {oo} erweitern und Py, = §y setzen.

Ein anderes Problem ist, dass fiir kleine 2 der Schitzer T'(x) stark davon abhingt, ob man
einen Fischer mehr oder weniger fangt und daher ist der Schétzer unzuverlasslich. Ist  klein,

ist es besser, das Experiment mit groferem r zu wiederholen. o

Beispiel 1.2.19 (HARDY-WEINBERG Gleichgewicht)
In einer (unendlich grofien) Population gibt es drei genetische Typen; aa, aA und AA mit
den Haufigkeiten

Paa (V) = 92, Pan (V) = 209(1 —9), paa(¥) = (1 —9)?
fiir ¥ € [0, 1]. Beachte, dass mit der binomischen Formel pyq 4+ paa + paa =1 gilt.

Sei E := {aa,aA, AA}. In einer Stichprobe der Grofe n beobachten wir n; Individuen vom
Typte E.

Wir konnten als statistisches Modell eine Multinomialverteilung auf E wéhlen oder (einfa-
cheres Modell, aber gréfserer Beobachtungsraum und die unnétige Information der Reihen-
folge wird vermerkt) das n-fache Produktmodell von (E, P(E), (Py)ge[o,1]), wobei Py ({k}) =
pr(9) fir k€ E und 9 € © :=[0,1].

Sei ng(z) = [{te{l,...,n}:z; = k}| die Anzahl der Individuen von Typ k € E in der
Stichprobe.

Die Likelihoodfunktion ist

plw,9) = [ [ pa (0) = T e (0) ) = 9220 (20(1 = 9)) "4 (1 — ) 2a0(@)
k=1 keE

und somit die Log-Likelihoodfunktion fiir ¢ € (0,1)

In (p(z,9)) = 2naa(z) In(9) + nga(z)In (20(1 — 9)) + 2na4(z) In(1 — ).

Es folgt
0 ~ 2ng4(x) nga(x) 2na4(x)
59 (o0 0) = ==+ o Ty ) -y
2(1 — 9)nga(z) + (1 — 20)nga(z) — 20n44(x)
B 9(1 — )
und somit unter Ausnutzung von ngq + Nga + Naa =n
0 2Mga(x) + nga(x) 2Maa () + nga(x)
—1 ,9)) =0 9 = = )
55 (0@, 9) =0 = 2(Naa (%) + Nan(T) + 1aA(T)) on

Ist naa(x) = n, so ist p(x,¥) = 9> und somit arg maxyepy 17 p(x,9) = 1. Ist naa(z) = n, so
ist p(z,9) = (1 —9)*>" und somit arg maxyeo,1] () = 0.
Gilt nge <nund naa <n, so gilt p(-,0) = p(-,1) = 0 und p(x,9) > 0 fiir ¥ € (0,1). Daher

wird das Maximum in

_ 2n44(7) + ngal(z)
B 2n

)

15
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angenommen, und dieser Ausdruck ist der Maximum-Likelihood-Schétzer T'(x) fiir o. o

Gegenbeispiel 1.2.20 (Entrauschen von Bildern)

Sei ¥ € R™*™ ein aus logarithmierten® Grauwerten bestehendes ,Bild“, welches zufillig ver-
rauscht ist. Wir wihlen als Modell X = R™*" F = B(X) und Py als die Verteilung von
(Vi + K,j)?fjil, wobei Y ; Ly (0,1). Dies ist ein Standardmodell beziiglich des LEBES-
GUE-Mafles auf R™*" und der (unsinnige!) Maximum-Likelihood-Schiitzer ist Ty (z) =
fir x € X, weil E[Y; ;] = 0 gilt: die Likelihoodfunktion des (7, j)-ten Eintrages ist N'(¢; ;,1)
verteilt und somit ist arg maxg.g(27) 2 exp (%) = z.

Spéter werden wir sehen, dass ein BAYESscher Ansatz sinnvoller ist, bei welchem man eine

a-priori Verteilung der ¢ wéhlt. Dies ist realistischer, da Bilder strukturiert sind und nicht

nur zufillige Ansammlungen von Grauwerten. o

3Damit die alle Werte in R angenommen werden kénnen. Den Grauwert 0 miissen wir ignorieren.

16

28.04.2022



1 PARAMETERSCHATZUNG

1.3 | Beste Schatzer und die Cramér-Rao Ungleichung

Wir haben in Beispiel 1.1.15 gesehen, dass die minimale quadratische Abweichung (,,Risiko®)
iiberall kein gutes Kriterium fiir die Giite von Schétzern ist: man kann nicht erwarten, dass
in einem Modell ein Schiitzer T fiir reellwertige Kenngréfen 7 existiert mit Eo[|T —7(9)[?] <
Ey[|S — 7(9)|?] fiir alle ¥ € © und alle Schitzer S. Wenn wir nur erwartungstreue 7' und S
zulassen, kénnen wir aber sinnvolle Aussagen treffen.

DEFINITION 1.3.1 (BESTER SCHATZER)
Sei (.’{, F, (]P)g)ﬁe@) ein statistisches Modell. Ein erwartungstreuer Schétzer T fiir die reelle
Kenngrofe 7 heifft varianzminimierend oder bester Schétzer fiir 7 (oder UMVU - uniformly

minimal variance unbiased), wenn Vy[T] < co und

Vy[T] < Vy[S5] Vi € ©,V erwartungstreue Schétzer S fiir 7.

SATZ 1.3.1: EINDEUTIGKEIT BESTER SCHATZER

Der beste Schitzer ist Py-fast sicher eindeutig.

Beweis. Angenommen, S und T sind beste Schétzer. Da aufgrund der Linearitdt des Er-
wartungswerts auch der Schéitzer %(S + T) erwartungstreu ist, gilt fiir alle ¥ € ©

T UMVU 1 1
Vﬂ[T] < Vo [Q(S—FT)] = E(Vﬂ[s] +V19[T] + QCOV19[S, T])
Y 2 ] 4 Coval5, T)).
Es folgt
Covy[S,T] = Vy[S] v € O. (5)
Daher gilt

©)
Vﬂ[T - S] = Vﬂ[T] + V@[S] - QCOV19[S, T] = 2V19[T] - QCOVg[S, T] <0

und somit Vy[T — S] = 0 fiir alle ¥ € O, also ist T' — S Py-fast sicher konstant. Aufgrund
der erwartungstreue von 7' und S gilt Ey[T — S| = 0, und daher ist T = S Py-fast sicher
fiir alle ¥ € ©. O

Bemerkung 1.3.2 (Intuition: Existenz bester Schitzer) Nehmen wir an, dass es ge-

nau drei Schéitzer T7, To und T3 gibt, deren Varianzen von der folgenden Form sind

17
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vy [T] Yy [Ti]

T, . T

9 v

Abb. 2: Im linken Fall ist der beste Schitzer T3, im rechten Fall existiert kein bester Schéitzer.

[Bild getexed von Thomas.|

Der Nachweis, dass kein bester Schitzer existiert, kann aufwendig sein.

SATZ 1.3.2: CHARAKTERISIERUNG BESTER SCHATZER

Sei Uy die Menge aller erwartungstreuen Schétzer von 0 mit endlicher Varianz, das
heifst
Up = {S: X — © messbar : Ey[S] =0, Vy[S] < o0 Vi € B}.

Sei T ein erwartungstreuer Schitzer von 7 mit Vy[T'] < oo fiir alle ¥ € ©. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent

@ T ist ein bester Schétzer fiir 7.

@) Ey[TU] = 0 fiir alle U € U und alle 9 € ©.

Beweis. "@ = @": Seien U € Uy und 9 € O beliebig. Fiir c € R sei T, :== T'+ cU. Dann

ist auch auch T, erwartungstreu und es gilt
VolT.] = Vy[T] VeeR.
Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir alle ¢ € R
A Vy[U] + 2¢Covy[U,T] =0
gilt, was genau dann der Fall ist, wenn Covy[U,T] = 0 ist. Somit ist
Ey[TU] = Ey[T]Es[U] + Covg[T,U] = 0

fir alle ¥ € ©.

"@ = @": Sei S ein crwartungstreuer Schitzer von 7 mit Vy[S] < co. Dann gilt T— S €
Uy, da aufgrund von CAUCHY-SCHWARZ V[T — S| < Vy[T] + Vy[S]+ 24/ Vs [T] V[ 5] gilt.
Fiir alle ¥ € O folgt aufgrund von Ey[T] = Ey[S] = 7(¥) (»), dass

0 =Ey[T(T = S)] = Eg[T?] — Ey[ST]

@ By [7?] — Eo[T)? — Eo[ST] + Eg[T] Eg[S] = Vo[T] — Covy[T, S].

18
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Aufgrund der CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung Covy[T, S]?> < Vy[T] Vy[S] folgt

Vs[T] < Vy[S] Vi € O.

Beispiel 1.3.3 (Modell ohne besten Schitzer: Gleichverteilung)
Wir betrachten (R, B(R), (Py)ger), wobei Py die Gleichverteilung auf [¢ —
heifst die Likelihoodfunktion ist

%,19 + %] ist, das

p(l‘> 19) = ]1[19_%7194,_%] (.’L‘)
In diesem Modell existiert kein bester Schatzer fir 4.

Beweis. Angenommen, T ist ein bester Schitzer fur 9. Fir U € Uy gilt

Nur, wenn U ste-

U(z)de =Ey[U] =0

I+ 3
I,
fiir alle ¥ € ©. Differenzieren beider Seiten nach 9 ergibt
1 1
o(o-2) (-1 =0
Fiir alle U € Uy gilt also U(z) = U(z + 1) fiir alle z € R.
Analog folgt aus Ey[UT] = 0 fiir alle U € Uy und alle ¢ € ©, dass fiir alle U € Uy

tig ist (Haupt-

satz)!

Angenommen, U

T(x)U(z) =T(x+1)U(x + 1) VreR
gilt. Mit U(x) = U(z + 1) fiir alle = € R folgt daraus
T(x)=T(x+1) VreR. (6)
Da T erwartungstreu ist, gilt
9+3
f T(z)de =Ey[T] =9 Vi € O.
9-4
Differenzieren nach ¥ dieser Gleichung ergibt
1 1
T(9+ - ) -T(v—2)=1
(rra) ro-a)

O

was (6) widerspricht.

Unsere Aufgabe ist es nun, einen besten Schétzer T zu berechnen, sofern dies moglich ist.
Dafiir benotigen wir jedoch einige Regularititsbedingungen: wir betrachten nur spezielle
statistische Modelle.

DEFINITION 1.3.4 (REGULARES MODELL, SCOREFUNKTION, FISHER-INFO)
Ein Standardmodell (%,}', (Pﬁ)ﬁe(—)) ist regulér, wenn

e O c R ein offenes Intervall ist,
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e die Likelihoodfunktion p strikt positiv auf X x© und nach ¢ stetig differenzierbar ist

(man kann diese Eigenschaften auch nur fast tiberall fordern).

Dann ist die Scorefunktion

2 p(x
U) = g5 oo, ) = Z2EE)

wohldefiniert. Wir benutzen die Kurzschreibweise p/(z,9) := 2 p(z, 9).

Zuletzt fordern wir, dass die FisHER-Information des Modells I() := Vy[Uy] € (0, 0) ist
und die Vertauschungsrelation
[ 2ot 0) duoe) £ 5 [ o) do(a) =0 @
X a’l?p P Ko = 00 x P\Z, Ho =

(S —
=il

gilt, wobei wir fordern, dass die linke Seite wohldefiniert ist, das heiflt, dass %p(~719)
beziiglich g integrierbar ist.

Es ist Hausaufgabe 3.1 (a), zu zeigen, dass die FisHER-Information unabhéngig von dem
dominierenden Maf ist.

Bemerkung 1.3.5 (Hinreichende Bedingungen fiir die Vertauschungsrelation)
Die Vertauschungsrelation (7) ist erfiillt, wenn X endlich und po das Zahlmag auf (X, P(X))
ist. Allgemein ist hinreichend, dass fiir alle ¥ € © eine Umgebung N (¥y) < © existiert mit

J sup
X YeN (Yo)

Dies folgt aus dem Satz {iber majorisierte Konvergenz, denn fiir h # 0 mit 9 + h € N(¢)

0
%P(

x, 19)’ dpo(z) < o0.

gilt
x h
=5 &5 p(a,9)

und a% p(-,9) ist als punktweise Grenzwert messbarer Funktionen eine messbare Funktion.
Nach dem Mittelwertsatz existiert ein 15(35) zwischen ¢ und ¥ + h mit w =

Bemerkung 1.3.6 (Ey[Ug] = 0 im reguldren Modell)
In einem regularen Modell gilt

p'(x, )
pladT

Blls] = | Usla)aPo(o) = [ 2 tactrauale) = | o@o)am( Do @)

Es folgt
1(9) = Vy[Uy] = E[U3]. 9)

20
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Lemma 1.3.7 (I unterhalbstetig)
Im reguldren Modell ist I unterhalbstetig, das heifit

1(9) < liin i(r)lf[(ﬂ +h) fiir hinreichend kleine h.

Beweis. Da 9 — Uy als Quotient stetiger Funktionen stetig ist, gilt

lizn igf Ugin(z) = }llin%) Ugin(z) = Uy(x) VreX.

Nach dem Lemma von FATOU folgt daraus

Ey[U3] < lim inf B, (U5, 1n]-

Frage: Ist / im reguliren Modell sogar stetig?

Beispiel 1.3.8 (Formel fiir die FIsHER-Information im Produktmodell)
Gegeben sei das regulire statistische Modell (R", B(R"™), IP’%)" : ¥ € Rog), wobei Py die Dichte

o0, = 5(5),

besitzt und f(z) > 0 ist sowie f’(z) existiert fiir alle # € R. Die Fisher-Information ist
(Hausaufgabe 3.1 (b))
, 2
I(ﬂ)—ZJ(xf(x)+f(x)) . .
0% Jr f(z)

DEFINITION 1.3.9 (REGULARER SCHATZER)

Ein erwartungstreuer Schétzer T fiir eine reelle Kenngrofse 7 in einem reguldren Modell ist

regulér, wenn regulér

L T(w)o' (2, 9) dpofa) = ~ L T()p(z,9) dpo(c) V0 €O

und beide Seiten definiert sind.

Bemerkung 1.3.10 Fiir einen erwartungstreuen Schétzer T fiir die Kenngrofse 7 gilt

2 2 ,
aﬁf o, 9) dpro (x 819_[ D) dPy(2) = S ET] = 2r(0) = 7'(0).

SATZ 1.3.3: CRAMER-RAO INFORMATIONSUNGLEICHUNG I

Seien (X, F, (Py)seo) regulir, 7: © — R stetig differenzierbar (mit 7/ # 0) und T

ein reguldrer Schétzer fiir 7. Dann gilt

Vi e O©. (10)

21



1 PARAMETERSCHATZUNG

Bemerkung 1.3.11 Gilt fiir T Gleichheit in (10), so existiert kein besserer regulirer Schit-

zer fur 7. o

Beweis. (von Satz 1.3.3) Sei ¢ € ©. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit sei Vy[T] <
0. Es gilt

Covg[T, U] = Ey[TUy] — Eg[T] Es[Us] = Es[TUy] = L T(2)Us (z) dPy ()

—
®o
- [ 702 stectauala) = [ T@)0/(0,9) dale) )

T regulér 0

35 | T@ple,0) duote) = 7 (0)
00 Jx
und somit folgt mit der CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung

7(9)2 L) Covy[T, Ug)? < Vo[T] Vo [Us] L Vo[T]1(9). 0

Bemerkung 1.3.12 (Bedeutung der FIsHER-Information)
Gilt I(9) = 0, so ist fast sicher p/(z,9) = 0; I(¢) gibt uns die Information, die uns die
Beobachtung von z iiber ¢ gibt. Ist p(xz, ) konstant auf einem Intervall, sind die zugehorigen

Py alle gleich, also hilft die Beobachtung x uns auch nicht, sie zu unterscheiden. o

Beispiel 1.3.13 (Kein Widerspruch zu Satz 1.3.3)

Betrachte das statistische Modell (R", B(R™), (P§")ger ), wobei Py fiir ¢ € © die Dichte
p(9,x) = e’ " T g,00) ()

beziiglich des LEBESGUE-Mafses hat.

Es ist Hausaufgabe 3.2 zu zeigen, dass fiir 7(¥) = ¢ der Maximum-Likelihood Schétzer
T(z) = x(1) ist und den Erwartungswert 9 + 1 hat, sowie dass /(¢) < ﬁ[T] fiir alle ¥ e R
gilt, was aber keinen Widerspruch zu Satz 1.3.3 darstellt. o

SATZ 1.3.4: CRAMER-RAO INFORMATIONSUNGLEICHUNG 11

Unter den Voraussetzungen von Satz 1.3.3 gilt Gleichheit in (10) fir 9 € © genau
dann wenn

Uys()
109)

T(z) —7(9) = 7'(9) fiir alle Py-fast alle z € X . (12)

Dann ist / stetig und die Likelihoodfunktion p hat die Darstellung
p(@,9) = h@) exp (a(@)T(z) — (), zeX, IO,

(insb. ist das Modell exponentiell) wobei
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fiir ein beliebiges A € O, h: (X, F) — ((07 ), B ((0, oo))) messbar und

b9) = 1 [ ) exp (al0)T(0) (o)

die Normalisierungskonstante beziiglich X sind.

Beweis. (1) Die Gleichung (12). Sowohl unter (10) sowie unter (12) gilt Vy[T] < oo.

Seic: ©® > R, ¥ — T]/((g)). Dann gilt

0 < Vy[T — c(9)Uyg] = Vo[T] + ¢c(9)? Vo [Ug] —2¢(9) Covy [T, Uy]
———

—
©1w) =)
P T(0)? r/(9)’

Daraus folgt wieder diec CrRAMER-RAO Ungleichung. Ferner folgt, dass genau dann
Gleichheit in (10) gilt, wenn

Vﬁ[T — C(ﬁ)Uﬂ] =0 Y e @,

beziehungsweise, wenn x — T'(x) — c(#)Uy(x) Py-fast sicher konstant ist. Diese (von

¥ abhéngige) Konstante muss fiir jedes 9 mit dem Erwartungswert
Ey[T — c(9)Uy] = Eg[T] — c(?) - 0 = 7(9)
iibereinstimmen. Somit gilt Gleichheit in (10) fiir alle ¥ € © genau dann, wenn
T(x) = c()Us(x) = 7(9)

fiir Py-fast alle z € X, und das ist (12).

@ Stetigkeit von /. Angenommen, / ist unstetig in ¥y € ©. Dann existiert ein € > 0
und eine Folge (0,,)neny € © mit 9,, “—2> 19y, sodass |/ (¥,) — [ (¥0)| > ¢ fiir alle n € N
gilt.

Sei Ny, :={zxe X :T(x) —7(¥,) # c(¥,)Uy, (x)} fiir n € Ng. Nach der Voraussetzung
(12) ist N,, eine Py _-Nullmenge. Da p auf X x O positiv ist, gilt auch po(N,,) = 0 fiir alle
n € Ny (cf. Lemma 1.5.10). Man sagt Py, und o sind dquivalent - sie haben dieselben

Nullmengen). Da die abzdhlbare Vereinigung von po-Nullmengen eine po-Nullmenge
ist, folgt o (Upen, Nn) = 0.

Seiz¢ N:=J N,,. Dann gilt fiir alle n € Ny

neNg

7' (9n)Uy, (2)

() = 7(0n) = e0n)Vn0) = — 153

(13)

Um die Stetigkeit von / zu zeigen, geniigt es nun, nach I umzustellen.

Da Vy,[Ug,] = (%) > 0 gilt, existiert ein x ¢ N mit Uy, (x) # 0. Wegen der

Stetigkeit von ¥ +— Uy(z) konnen wir annehmen, dass (moglicherweise erst durch
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Wahl einer Teilfolge) Uy, (x) # 0 fiir alle n € Ny gilt. Aus (13) folgt somit jeweils
T(xz) —7(9,) # 0 und damit

T (00)Uy,, (2) now 7'(00)Uy, (2)
T(x) — 7(9,) T(z) — 7(9)

im Widerspruch zur Annahme |I(9,) — I(¢)| > ¢ fiir alle n € N.

@) Darstellung von p. Sei nun Ny := {z € X : T(x) — c¢(9)Uyg(z) # 7(9)} fiir ¥ € O.
Dann gilt wie zuvor pg (Uﬂe@ﬁ@ Nﬁ) =0.Firxz ¢ N := Uﬂe@m@ Ny gilt

T(z) — c(N)Ug(x) —7(¥) =0 VieOnQ.
Wegen der Stetigkeit der linken Seite in 1 € © folgt sogar
T(x) — c(NUy(z) —7(¥) =0 Ve O
und somit

@(T(x) —7(9)) = (T'(z) — 7(9)) 7 0) =Uy(x) = % In (p(x,9)).

Integrieren dieser Gleichung beziiglich ¥ von A € © bis 1 ergibt

_ VIw) (7 L)
In (p(z,9)) = In (p(z,A)) + T(x) JA () dw JA T/(H)T(KV) dk .
=7(9)

Es folgt

p(z,9) = p(x, A) exp (T'(z)a(F) — ~(9)) .

=:h(x)
Da §; p(z,9) dpo(z) = 1 fiir alle 9 € © gilt, folgt
| M@ exp (T(@)a) dpo(z) = 7

und somit v = b. Fiir € N definieren wir h(z) =1 > 0. O

Bemerkung 1.3.14 (Anschauung fiir ¢) Sei (-, ), das L?(Py)-Skalarprodukt. Dann gilt (weil
die CaucHY-SCcHWARZ-Ungleichung genau eine Gleichung ist, wenn die Terme linear abhéngig ist)
7' (9) (T —7(9), T —7(¥)
1(9) (Us,Us gy

also ist T —7(¥9) die orthogonale Projektion auf die Scorefunktion bzgl. des L?(Py)-Skalarprodukts.o

T—7(9) = Uy = 29 Uy,

Wir geben Modellen, bei denen die Likelihoodfunktion diese Form hat, einen Namen.

DEFINITION 1.3.15 (EXPONENTIELLES MODELL (PrrmaN, Darmols, KooPMAN))
Ein Standardmodell (X, F, (Py)geo), wobei © ein offenes Intervall ist (es gibt auch eine
technischere Theorie, wobei © < R* offen ist), heifst exponentielles Modell und (Py)ygeco
eine exponentielle Familie beziiglich der Statistik T': (X, F) — (R, B(R)), wenn die Like-
lihoodfunktion die Gestalt

p(xz,9) = h(z) exp (a(I)T (z) — b(?))

fiir z € X und ¥ € © hat, wobei a € C*(0) mit a/(9) # 0 fiir alle ¥ € © und h: (X, F) —
((O, w), B ((O, oo))) messbar ist. Weiter sei vorausgesetzt, dass fiir jedes ¢ € © die Statistik
T nicht Py-fast tiiberall konstant ist.
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Bemerkung 1.3.16 (Gestalt von b) Da p(-,9) fiir jedes ¥ € O eine Dichte beziiglich pg

ist, gilt wie im dritten Schritt des Beweises von Satz 1.3.4

19) = g [ ) exp (a(0)T(0) (o))

SATZ 1.3.5: EIGENSCHAFTEN EXPONENTIELLER MODELLE

.

Fiir ein exponentielles Modell (%, F, (Pg)ﬁee) beziiglich der Statistik 7" mit der
Likelihoodfunktion
p(z,9) = h(x)exp (a(9)T(z) — b(¥)) (14)

gilt

@ Ey[T?] < oo fiir alle ¥ € O,

@ b e CY(O) und V' (V) = a'(9) Ey[T] fiir alle ¢ € ©. Insbesondere ist p(z,-) €
C'(©) fiir alle z € X,

@) die Kenngrohe 7(9) = Eg[T] ist stetig differenzierbar mit 7/(d) =
a'(0) Vy[T'] # 0 (merke, dass Vy[T'] > 0 da T nach Definition 1.3.15 Py-fast
sicher nicht konstant ist),

@ 1(9) = ()7 (9) (= (9 Vo[T] > 0),

® Jede Statistik S: (X, F) — (R,B(R)) mit Ey[|S|] < oo fiir alle 9 € © erfiillt
die Vertauschungsrelation.

Insbesondere gilt V[T @ Z:Egg @ T/[((g))z
RA0-Ungleichung mit Gleichheit und das Modell und der Schéatzer T' sind regulér.

fiir alle ¥ € ©, somit gilt die CRAMER-

Weiter ist T' bester Schitzer fiir 7.

J

Beweis. Wir kénnen durch Reparametrisierung annehmen, dass a die Identitét auf © ist,

da a streng monoton ist. (Warum sich dadurch die Likelihoodfunktion nicht &ndert, ist nicht

priifungsrelevant.)

@ Seien S: (%, F) — (R, B(R)) eine Statistik mit Ey[|S|] < oo fiir alle ¢ € © sowie

ug: O >R, 9> PO E[S] J S(2)e" @ h(z) dpo (). (15)
X

Fiir Y e © und t € R mit 9+t € O (existiert da O ein offenes Intervall ist) gilt aufgrund
des Satzes von BEPPO-LEVI (BL)

Z ‘%k Le |S(2)||T ()| e?T @ h(z) dpuo () BL LE 1S () e/ TP b)) dpg (z)

k=0
(*)
< J |S(x)] (etT(z) + eftT(z)) e"T@ p(z) dpo(z)
X
= Ey4[|S[] + Eo—[|S]] < o0,

wobei (%) die Ungleichung e®! < e® + ¢~ fiir alle 2 € R ist’. Also ist Eg[|S|-|T|*] < o
fiir alle k € N und alle ¥ € ©. Insbesondere Ey[T?] < oo folgt fiir S =1 und k = 2.

4Da beide Funktionen gerade sind, kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit > 0 annehmen

(fiir z = 0 ist die Ungleichung offensichtlich strikt). Fiir diese z ist die Ungleichung einfach e* < e® + e™%

— 0<e T
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@) und @). Die Reihe
f )" TOh(z) dpig ()

ist absolut konvergent fiir alle t € R mit ¥ + ¢ € ©. Die Summe und das Integral sind
vertauschbar nach dem Satz von FUBINI, das heifit die Reihe hat den Wert

|, @) dofo) = us (0 + ).
x
Somit ist ug in einer entsprechenden Umgebung analytisch und es gilt

u(9) = limy (s (9 + 1) = us(9))

() T(2) _ OT(x)
=lim | S(x) < > h(z) dpo(z)
T ! 16
(19+t)T(z) _ e19T(z) ( )
- [ s (hm ) ) ot
t—0 t
J S(x "T@h(z) dpo(z) = D Ey[S - T).
Fiir S =1 folgt
uy (9) = e Ey[T) und  u(9) = ) Ey[T?]. (17)
Wegen b(9) = In (uq(9)) folgt
/ ui(9) (15
() = 5 EI) = 7(0) (18)
fiir alle ¥ € © und somit
L) (D)l (9) — ) (9)?
T/ﬁ—b//ﬁ—(ul( )_ 1 1
( ) ( ) Ul(lg) U1(19)2 (19)
L 2b(9) 21 2b(9) 2
(0 TV BT e EolTV _ 72 — By [T72 = V[T,
e
Mit o’ (¢) = 1 folgen die Aussagen.
@ Fiir alle ¢ € © gilt
Un(z) — 9, (14) /
o) = o hn (ol 9)) 2 T(@) ¥ (), (20)
und somit gilt
Eg[Ug] = Eo[T] — ' (9) ‘= 7(9) = r(9) = 0
und
— (2_()) / _ (19)
[(0) = Vy[Ug] =" Vy[T'=V'(9)] = Vy[T] (9)
®) Es gilt
g1 2 Los (@)@ = [wy(9) — ¥ (9)us(9)] e
dd dd (21)

B[S T] — V'(9)Eg[S) ‘=) Eg[ST] — Eo[S]Ey[T].
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Also folgt

(20)

[ st 50te.0) duota) = Eals - U] Do [ (7 - 7(0)]
x

= Ey[ST] — Ey[S] Ey[T]
——

(1) d d
E =
SElS] =

Das Produkt regularer Modelle ist regulér.

Lemma 1.3.17 (Produkt exponentieller Modelle ist exponentiell)

Ist (X,F,(Py)oeco) ein crponenticlles Modell beziiglich T und n € N, so ist das n-fache
Produktmodell exponentiell beziiglich Ty, (z) == 37" | T(xx). Insbesondere ist T, der beste
Schitzer fir T :=E.[T] (nach Satz 1.5.5).

Beweis. Ist p(z,9) = h(z)e*T@) =) die Likelihoodfunktion von (.’f, F, (Pﬁ)ﬁe(—))7 so ist
die Likelihoodfunktion des Produktmodells

(z,9) — H p(zg,¥) = (1_[ h(xk)> exp ( 2 T (k) — nb( ))
k=1 =

=1

(1‘[ en >exp (gﬁi@Tn(x) - ﬁ@)

kol

Bemerkung 1.3.18 (FisHER-Information des Produktmodells)
Ist I die FisHER-Information des Modells, so ist die FISHER-Information des Produktmodells

L,(9) =" al,(0)7'(9) = nd (9)7'(9) = nl(¥).

Die FisHER-Information ist also exakt additiv - mehr Versuche geben uns mehr Information.o

Bemerkung 1.3.19 Die Formel I,, = n/ gilt allgemein fiir reguldre Produktmodelle (cf.
[2, Bem. 7.17]). Unter den Voraussetzungen von Satz 1.3.3 gilt fiir jedes n € N und jeden
reguldren erwartungstreuen Schétzer T, fiir 7 des Produktmodells

VolT,] = = eOn ™ Hfirn—>mw  VYeO.
A= @y Ty <O e .
Bemerkung 1.3.20 Im Gameshow-Modell sahen wir, dass Tj¥(z) = 2z, ein erwar-
tungstreuer Schétzer fir 9 ist und Vy[T¥] = #3_2).
Modell nicht reguléar ist, da die Likelihoodfunktion fiir n = 1

Dies ist kein Widerspruch, da dieses

1
p(x,9) = 9 1[0,19] ()

und somit nicht stetig (und schon gar nicht differenzierbar) ist. o
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Beispiel 1.3.21 (Binomialmodell ist exponentiell)

Fiir n € N bilden die Binomialverteilung (B, 9)gee:=(0,1) €ine exponenticlle Familie auf
(X :={0,...,n},F = P(X)) mit dem Z&hlmaR o und T'(z) = 1z: fir z € X und ¥ € ©
gilt

plz,9) = (”) 97 (1 — 9)" T = <”) exp (zIn(¥) + (n — 2) In(1 — 9))
x x
= <n> exp( lm ‘nln (§)+nln(1—19)>.
T n 1—9 —_—
—— t\/‘J —_— =:b(9)
=th(z)>0 =T(z) =ta(¥)
Nach Satz 1.3.5 ist T bester Schitzer fiir 7(¢) = Ey[T] = 9. o

Beispiel 1.3.22 (GaufR-I-Modell ist exponentiell)
Bei gegebener Varianz 02 > 0 hat die Familie (N ,2)ger die Likelihoodfunktion

1 1 9
p(z, ) = \/ﬁe){p <—M($ - ) )
1, 0 1, 1 )
= exp <—M$ ) exp ( x o _ﬁﬁ ~3 In(27c®) |.
—_— =T(z) ~—~— ~
—h(z) =:a(d) =:—b(?)
Nach Lemma 1.3.17 ist T'(z) :== L 3/ | ) der beste Schiitzer fiir 7 = id(g,00) im n-fachen
Produktmodell. o

Beispiel 1.3.23 (Gauf-III-Modell ist exponentiell)
Bei gegebenen Mittelwert m € R hat die Familie (N 9)ge(0,0) auf (R, B(R)) die Like-

lihoodfunktion ) )
z,9) = ——=exp | ——(z — m)?
plo0) = s exp (5o = m)?)

~ exp (_2179(33 —m)? ;1n<2m9>> ,

welche die Form (14) mit T'(z) == (z — m)?, a(¥) = —55, b(¥) := 1 In(27Y) und h(z) = 1.

Nach Satz 1.3.5 ist T ein bester Schitzer fiir 7(9) = Zi%g = ¢ mit Varianz Vy[T] = Z;Egg =
292, Nach Lemma 1.3.17 ist T'(z) :== L 3)'_ (zp —m)? der beste Schiitzer fiir 7 = id(g o) im

n-fachen Produktmodell.

<&

(Das GAUss-Modell mit unbekanntem Mittelwert und unbekannter Varianz ist exponentiell

im erweitertem Sinne.)

Beispiel 1.3.24 (PoissoN-Modell ist exponentiell)
Das Poisson-Modell ist ein exponentielles Modell beziiglich T'(z) = z, da
e 1
plx,9) =e ﬁa = jexp (z1n(9) — )
die Form (14) mit a(d) = In(9), b(¥) = ¥ und h(x) = & hat. Also ist T ein bester Schiitzer
fir 7(9) = () — 9 mit Varianz Vy[T] = O _y.

a’(¥) a’(9)
Nach Lemma 1.3.17 ist T'(z) :== L ¥/ | ) der beste Schiitzer fiir 7 = id(g,00) im n-fachen
Produktmodell. o
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1.4 | Suffizienz und Vollstandigkeit

Motivation. Was sind die fiir 7 relevanten Information, die wir aus einer Beobachtung

erfahren konnen?

Bei n unabhéngigen Miinzwiirfen (n-faches BERNOULLI-Produktmodell) ist X = {0, 1}" und
© = (0,1). Es scheint so zu sein, dass = (x1,...,2,) € X den selben ,Informationsgehalt*

iiber ¥ enthélt, wie >, _, x5, obwohl weniger Informationen iiber z bekannt sind.
Wie koénnen wir diesen Verhalt mathematisch préizisieren?
Beim Cameshow-Modell sollte* T, (z) = T(p) suffizient sein, obwohl T, (oder aT,, fiir
irgendein a € R) kein bester Schétzer ist. o
DEFINITION 1.4.1 (SUFFIZIENZ)
Sei (X, F,(Py)eo) ein statistisches Modell.

e Die o-Algebra B — F ist suffizient, wenn fiir alle A € F eine messbare Funktion

fa: (X,B) — (R,B(R)) existiert, sodass fiir alle J € ©

fa(z) =Py[A ]| B](x) fiir Py-fast alle x € X.

e Die Statistik 7: (X, F) — (,.7) ist suffizient, wenn o(T) := {T~1(A): Ae S} F
suffizient ist, das heift, wenn fiir alle A € F Py[A | o(T')] nicht von ¥ abhéngt.

Bemerkung 1.4.2 (Interpretation der Suffizienz) Beim Ubergang von X zu T'(X) ge-

hen typischerweise Informationen verloren. Die Statistik T' ist suffizient, wenn T alle rele-

vanten Informationen beziiglich des unbekannten Parameters enthélt. o
Bemerkung 1.4.3 Ist B c F suffizient, so ist T' = id suffizient. Ist T suffizient, so ist o (7T')
suffizient, es gibt also eine Art 1-1-Beziehung. o

Wir betrachten zunéchst die beiden Extremfille.
Beispiel 1.4.4 (T = id)
Sei T: (X,F) — (X,F) die Identitdt (,wir werfen keine Informationen weg®). Dann ist
o(T) = F suffizient, denn fiir A € B := F und die F-messbare Abbildung f4 = 14 gilt fiir
Py-fast alle z € X

]lA(x) :]P)ﬁ[A|B](fE) Vi € O©. &

Beispiel 1.4.5 (T konstant)
Sei T: (X, F) — (%,.¥) konstant, das heift, 7' nimmt nur einen Wert an. Dann ist o(T") =
{Z, X} und fiir Py-fast alle x € X gilt

Py[A [{Q, X}](z) = Py[A].

Wenn ein f4 wie in Definition 1.4.1 existiert, dann gilt Py(A) = fa(x) Py-fast sicher fiir alle
¥ € O. Somit ist ¥ — Py[A] fiir alle A konstant, also sind alle Py, 9 € © gleich. Also ist T,
abgesehen von diesem uninteressanten Spezialfall, nicht suffizient. o
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Lemma 1.4.6 (Charakterisierung der Suffizienz)

Es ist B < F genau dann suffizient, wenn fir alle messbaren Funktionen g: (X,F) —
(R,B(R)) mit g € L*(Py) fiir alle 9 € © eine messbare Abbildung fy: (X,B8) — (R, B(R))
existiert, sodass fir alle ¢ € © gilt

fo(x) = Epg(x) | B] fiir Py-fast alle x € X. (22)

Beweis. " <= ": Setze g :=14 fir Ae F.

" = ": (MafStheoretische Induktion) Die Aussage (22) gilt fiir Funktionen g = 14 mit
Ae Fmit fo(x) = fa(z) (letztere ist aus Definition 1.4.1, erster aus (22)).

Ist g = > _; o La, mit oy > 0 und Ay € F fiir alle k € {1,...,n}, dann folgt (22) mit
fo(@) =3y awfa, (@)
Fiir g € L' mit g > 0 benutzt man des Satz iiber monotone Konvergenz und fiir allgemeine

g € L! die Zerlegung in Positiv- und Negativteil. O
Ist T eine diskrete Zufallsvariable, dessen Suffizienz wir zeigen wollen, geniigt es, zu zeigen,
dass Py[X € A | T(x) = m] unabhéngig von 9 ist.

Beispiel 1.4.7 (Bernoulli-Produktmodell)

Wir zeigen, dass in diesem Modell S(z1,...,2,) = > _; @) suffizient ist.

Fir B < {0,1}" = X und = € X gilt
Py[B | o(5)](x) =Py[B | S =m],

wobel m == Y| xy.

Firme {1,...,n} gilt

fm:]P)ﬁ[Bﬁ{Szm}]: 1 e
Py[B | S = m] Py[S = m] Pﬂ[S:m]éPﬂ[ &{5_2 |
=0 wenn Y '_; bp#m
! 1 m n—m
R b;g Pﬁ[{b}]:m é 9™ (1 — )
(5= 5055
o)
beg )
— S(b)=m _ T#{b cp. S(b) _ m}’

(m)om@ == ()
also ist Py[B | S = m] unabhéingig von .

Jedoch ist fiir n > 2 der Schétzer S(z1,...,z,) = ZZ: xy, nicht suffizient: fir B < P(X)
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und m € {0,...,n — 1} ist nach der obigen Rechnung Py[B | S = m] gleich

M( PR () L) 197"(1—19)"’”)

5 beB _beB
S(b)= S(b)=m

_ (n_l)ﬂm( 1_ == m( Z 19m+1 )n—l—m+ Z 9™ (1 — )™

beB _beB
5(b)= S(b)=m

—1<19-#{beB:S'(b)—m, bp=1}+ (1 —9) - #{be B:S(b) =m, b,

(")

Die auftretenden Kardinalitéten sind verschieden, z.B. fir B = {be X : b, = 1}.

0}).

Bemerkung 1.4.8 (Anschauung fiir Suffizienz (cf. Renesse-Skript, Satz 2.18))
Durch Bedingen / Festlegen auf das Ergebnis eine Hilfsbeobachtung S = S(X) verbleibt
zwar noch ein gewisser ,,Restzufall“ in der Beobachtung X, allerdings héngt dessen Verteilung

nicht mehr von 9 ab.

Ist S suffizient, so ist Py durch Py o S festgelegt.

Beispiel 1.4.9 (Geometrische Verteilung)

Wir werfen eine Miinze und z&hlen die Anzahl der Misserfolge bis zum ersten Erfolg. Dies

wiederholen wir n mal.

Sei (N, P(NG), (Py)geo(0,1)) das zugehdrige statistische Modell mit Py({k}) = (1 —9)*¥.
Die Statistik S(z) := >);_, @) ist negativ-binomialverteilt:
Py[S(z) = 5] = (5’;7: 1>(1—19)519" Vs e No.

Die Statistik S ist suffizient, denn fiir alle k € Nj und s € Ny héngt

Pﬁ[X:k,S(X): ] [ = ]

Pyl X =k X)=s|= =1 _— =
=1 HJ_ (1—9)k0 1 (1 - 19)2;;1 kign
= L{S(k)=s} Ts+n = L{S(k)=s} 7s5n_
{S(k)= }(J7r1 11)(1_19)(1% {S(k) }(2_11)(1_19)319,1

(1 —9)i-1 Fign 1

=1Lyn  g.— =1Liyn gy e
{271 kj=s} (3271;1)(1 o 19)819” {371 kj=s} (s+n—1

n—1

nicht von 9 ab.

Beispiel 1.4.10 (Suffizienz im GAuss-Produktmodell (Hausaufgabe 4.2))

Betrachte fiir n > 1 das n-fache Gausssche Produktmodell (%",B(%"), (Pﬁ)ﬁg@), wobei
X =R und Py = NV u,x die d-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswertvektor
€ R? und Kovarianzmatrix ¥ € RZS%, d > 1 und © = R? x RES? sind. Definiere M,, =

M, (X) = 230 | Xj. Dann ist

U(X):= ( 3 (X — M, Xk—M)T>

k:l

eine suffiziente Statistik fiir dieses Modell.
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SATZ 1.4.1: RAO-BLACKWELL

Seien (%,]:, (Pg)ge@) ein statistisches Modell, 7: ®© — R eine Kenngrofe,
S: (X,F) — (%,5) suffizient und T: (%X,F) — (R,B(R)) erwartungstreu fiir .
Dann existiert eine messbare Abbildung T: (¥,0(S)) — (R, B(R)), sodass fiir alle
YeO

T(z) = Ey[T | o(9)](x) Py — fast sicher (23)
gilt. Dann ist T erwartungstreu fiir 7 und fiir alle ¥ € © gilt Vy [T] < Vy[T].

Beweis. Existenz. Zu g = T existiert nach Lemma 1.4.6 ein fp = T mit T'(z) = Ey[T |
o(9)](z) Py-fast sicher fiir alle ¢ € ©.

Erwartungstreue. Fiir ¥ € O gilt nach der Turmeigenschaft (T)
P €y _
Ey[T] = Eg [Eg[T | o(5)]] = Eo[T] = 7(9).

Varianz. Sei ¢ € ©. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei Vy[T'] < co. Dann folgt mit
der JENsEN-Ungleichung fiir bedingte Erwartungswerte (J) (da o ~— 22 konvex ist) und der

Erwartungstreue von T

Vo[T] = Eo[(T — 7(9))°] 2 By [(Bo[T — 7(9) | o(S)])?]

(24)
(J) 2 (T) 2
< Ey[Eo [(T - 7(9)" | 0(9)]] < Eo[(T —7(9))7] = Vo[T]
aufgrund der Erwartungstreue von T. O

Bemerkung 1.4.11 Mit diesem Satz lasst sich einen erwartungstreuen Schatzer T mittels
einer suffizienten Statistik verbessern, in dem Sinne, dass die Erwartungstreue erhalten bleibt
und die Varianz nicht grofer wird. Ist S die Identitéit (suffizient nach Beispiel 1.4.4), so ist
T = T Py-fast iiberall fiir alle ¢ € ©, also ist keine Verbesserung erreicht worden. o
Beispiel 1.4.12 (PoissoN-Modell (Hausaufgabe 4.1))

Betrachte das statistische Produktmodell (Ng,P(NG), (Poi(9)®")y~¢). Dann ist T(X) =
X1 - X5 ein erwartungstreuer Schiitzer fiir ¥2. Die Statistik U(X) := ZZ=1 X, ist in diesem
Modell suffizient und vollstandig. Mit Satz 1.4.1 kann man U zu einem Schétzer S verbessern,

welcher ein bester erwartungstreuer Schétzer fiir 92 ist. o

SATZ 1.4.2: NEYMAN-FISHER FAKTORISIERUNGSLEMMA (DISKRET)

Seien (X, F, (Py)ygeo) ein Standardmodell, wobei das dominierende MafR 4y das Zahl-
maf ist und p: © x X — (0, 00) die Likelihoodfunktion.
Die Statistik S: X — ¥ ist suffizient genau dann wenn Funktionen h: ©® x ¥ — R

und k: X — R existieren, sodass
p(0,2) = h(9, S(2))k(x)

fiir alle x € X und alle ¥ € © gilt.
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Beweis. Fiir s € ¥ mit P[S(X) = s] > 0 und = € X gilt

Py[X =z, 5(X) = 5]
Py[S(X) = 5]
PolX =2 1971‘
= Lis(xo)=s) pf[()]] Liseo=ar 5 Esp(l( )p)(ﬁ,y)'

Py[X =2 | S(X) =s] =

"—": Sei S suffizient. Dann existiert eine Funktion f: X x¥ — R mit
flz,s) =Py[X =2 | S(X) =s] V(s,z) € X xX.
Fiir x € X und s = S(X) gilt dann

p(0,0) 2 f(2,5) Y p.y).

=:k(z) yes~i(s)
=:h(9,s)
"«—": Sei p(V,x) = h(9, S(z))k(z). Dann gilt fir re X und se ¥

PolX =] S(X) = 5] = s b Vs E( (( ),)5((5))) k(y)
=1 h(9, s)k(x)
0= 3 o) R, SW)E)
_1 _ k@)
{S(X)=s} Zyesfl(s) W) -

Beispiel 1.4.13 (Geometrische Verteilung)
Die Dichte beziiglich des Zahlmafes ist

ﬁ 9) = (1= 9)5@9" = h(9, S(x)),

somit ist S suffizient nach Satz 1.4.2. o

Beispiel 1.4.14 (BERNOULLI-Produktmodell)
Sei wie in Beispiel 1.4.7 S(x1,...,2y,) = >;_; Tk Dann ist S suffizient. Sei 7(9) = ¥ €
© :=(0,1) und T(x1,...,x,) = x1. Dann ist T erwartungstreu.
Sei
T(z1,...,x0) = Eg[T | 0(9)](x1,...,x,) = Eg[T(x) | S(z) = m],

wobel m = Y/, xy.

Dann gilt
ET9[T ) 11{S(a:):m}] 1 1
= Ey| X1 -Tyg- =—Pyl[X;=1,5=
Pﬁ[szm] ]P)ﬁ[S:m] ’19[ 1 {S—m}] Pﬂ[S:m] 19[ 1 75 m]
1

= m%[& = 1]Py[S =m | X» = 1]

= ; m—1¢1 _ g\n—1—(m—1) n—1

_Pﬁ[S:m]ﬁﬁ (1-19) 1
_oma—y(n,)) m

S (AT
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und diese Formel gilt auch fir m = 0. Also ist T'(x) = ™ fiir alle m € {0,...,n}. Nach

Satz 1.3.5 und Lemma 1.3.17 ist das der beste Schitzer. o

SATZ 1.4.3: NEYMAN-KRITERIUM FUR SUFFIZIENZ

Sei (%, F, (Pﬁ)ﬁe@) ein Standardmodell mit dominierendem Maf g und Likelihood-
funktion p. Eine Unter-o-Algebra B — F ist genau dann suffizient, wenn eine mess-
bare Funktion h: (X,F) — [0,00) und fiir jedes ¥ € © eine messbare Funktion
fo: (X,B) — [0,0) existiert, sodass

p(z,9) = fo(x)h(z)

to-fast sicher und fiir alle 9 € © gilt.

\.

Beweis. Siehe [3]. ]

Bemerkung 1.4.15 (Schitzer im exponentiellen Modell ist suffizient) In einem ex-

ponentiellen Modell gilt
plw,9) = h(@) exp (a(¥)T(x) — b(D)).

Es ist h positiv und wir konnen fy(z) = exp (a($)T(x) — b(9)) setzen. Dann ist B := o(T)
nach Satz 1.4.3 suffizient, also auch T'. o

Beispiel 1.4.16 (Gameshow)
Der Schitzer T}, := max({z1,...,x,}) ist suffizient, denn die Likelihoodfunktion ist

p(w,9) = 0" Lyg.9)(To()) = fo(w)
ist B := o(T,,) messbar fiir alle ¥ € ©. o

Bemerkung 1.4.17 In der Situation von Satz 1.4.3 folgt: ist B suffizient und ist B  F ein
o-Algebra mit B < B, so ist B ebenfalls suffizient (aus der B-Messbarkeit von fy folgt auch
die B-Messbarkeit von fy). Allgemein ist das tatsichlich falsch (cf. [3]). o

DEFINITION 1.4.18 (VOLLSTANDIGE STATISTIK)
Sei (X,F,(Py)oco) ein statistisches Modell. Die Statistik S: (X,F) — (%,.%) ist voll-
sténdig, wenn fiir alle messbaren Funktionen h: (3,.#) — (R, B(R)) mit Ey[|2(S)|] < o
gilt

Ey[h(S)]=0 Y9e©O — h(S) =0 Py-fast sicher Vv € ©.

Lemma 1.4.19 (Charakterisierung von Vollstindigkeit)
Die Statistik S ist genau dann vollstindig, wenn aus f,g € LY(X,0(S),Py) und
§x f(x)dPy(z) = §; g(x) dPy(x) fiir alle 9 € © folgt, dass Py[f = g] =1 fiir alle 9 € © gilt.

Bemerkung 1.4.20 (Von Wikipedia) Die (dquivalente) Kontraposition der obigen Cha-
rakterisierung von Vollsténdigkeit ist: gilt nicht f = g Py,-fast sicher fiir ein ¥y € O, so folgt
§x f(x) — g(z) dPy,(x) # 0, also ist o(S) klein genug, damit (Py)gee alle Funktionen aus
Lt ( X,0(9), (Pg)ge@) unterscheiden kann. o

34

vollstandig



1 PARAMETERSCHATZUNG

Beweis. " — ": Seien S vollstindig und f,g € L'(X,0(S5),Py) mit {, fdPy = §, gdPy
fiir alle ¥ € ©. Aufgrund des Faktorisierungssatzes [4, Satz 8.11] existiert eine messbare
Funktion h: (¥,) — (R,B(R)) mit ho S = f — g. Dann gilt fiir alle ¥ € ©

Eo[I(S)]] = Eollf — gl] < B[l 1] + Eollgl "= o

sowie (x,0(5)) =% (R, BR))
0= z) dP, h(S dP, = Ey|h(S)].
|, 7@ = st aBo(@) = | n(S(2)) @By (w) = Boli(5)) S
Aufgrund der Vollstindigkeit von S folgt h(S) = f — g = 0 Py-fast sicher fiir alle ¥ € ©. =

" <= ": Sei h: ¥ — R messbar, sodass Eg[|h(S)|] < oo und Eg[h(S)] = 0 fiir alle ) € © gilt. ~Abb- 3: Kommutati-

.. . . . . . . Di fir d
Dann kénnen wir h als h = h™ —h™ zerlegen, wobei At und h™ nichtnegativ und integrierbar ves wlagrain T cen

sind. Aus der Linearitit von Ey[h(S)] = 0 folgt sowie

Faktorisierungssatz.

Ey[hT(S)] =Eg[n™(9)] VIe®

und somit nach Voraussetzung Py[h™(S) = A~ (S)] = 1 und somit Py[h(S) = 0] = 1 fiir alle
Je0. 0

Lemma 1.4.21 (Konstante Schitzer sind vollstéindig)

Nimmt S nur einen Wert an, so ist S vollstindig.
Beweis. Sei S(z) := s fiir alle z € X. Fiir eine messbare Funktion h: ¥ — R mit Ey[|h(S)|] <
oo mit Ey[h(S)] = 0 fiir alle ¥ € O gilt
0 =Ey[h(S)] = Eg[h(s)] = h(s)
fiir alle ¥ € ©. Somit ist h(s) = 0, also folgt h(S) = 0. ]

Beispiel 1.4.22 (BERNOULLI-Produktmodell)
Im BERNOULLI-Produktmodell ist X = {0, 1}". Die Statistik S(z) := >, _; j ist vollstindig,
denn fiir h: {0,...,n} —> Rist

Zn:h )By[S = m] ih <;>ﬁm nm
" " n m
- 3w )(&9)

m=0
ein Polynom in y := %, welches genau dann fiir alle ¥ (das heift, fiir alle y € (0,00)) Null
ist, wenn h(m) = 0 fiir alle m € {0,...,n} ist.

Jedoch ist S(z) == (21,2 Y}_, @) nicht vollstindig fiir n > 2. Das kann man so sehen: fiir
h: [0,1]> > R, (s1,82) — s1 — s2 gilt

Eg[h(S)] = Eﬁlxl—ZXk]_ﬁ—i nd =0
k=1

fiir alle ¥ € O, aber Py[h(S) = 0] < 1 fiir alle ¢ € (0,1), da n > 2 ist (es ist h(S(z)) =0
genau dann wenn z1 = 5 Y, xy, ist).
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SATZ 1.4.4: LEHMANN-SCHEFFE (1950, 1955)

Seien (.'f, F, (]P)ﬁ)ﬁe@) ein statistisches Modell und T: X — R ein erwartungstreuer
Schiitzer fiir die KenngréRe 7: © — R mit Ey[T?] < oo. Ist S: (X, F) — (%,.¥)

suffizient und vollstdndig, dann ist
T := Ey[T | o(9)]

bester Schiitzer fiir 7 (nach Satz 1.4.1 kennen wir eine Version von T', welche unab-
héngig von ¥ ist).

Beweis. Existenz. Aus Satz 1.4.1 folgt: T existiert und hingt nicht von ¢ ab und 7 ist
erwartungstreu mit Vy [T] < Vy[T] fiir alle ¥ € ©.

UMVU. Zunéchst folgt aus Ey[T?] < oo wie in (24) Ey[T?] < oo und somit ist Vy[T] < oo.
Sei nun U ein erwartungstreuer Schitzer fiir 7. Sei analog zu T

U :=Ey[U | o(9)].

Nach dem Satz von RA0-BLACKWELL gilt Vy[U] < Vy[U] fiir alle 9 € ©.

Nach dem Faktorisierungssatz existieren messbare Funktionen ¢, u: (%,.%) — (]R, B (]R)) mit
T=toSund U=wuoS. Fiir 9 € © folgt

0=7(0) —7(9) = Eg[U — T] = Eg[(u — t)(9)].

Mit der Vollstandigkeit folgt nach Lemma 1.4.19 (u—t)(S) = 0 Py-fast sicher fiir alle ¥ € ©
und somit T' = U Py-fast sicher.

Also folgt fiir alle ¥ € ©
~ ~_1.4.1

Vy[T] = Vu[U] < Vy[U]

und somit ist 7" bester Schiitzer. O

Lemma 1.4.23
Ist ein Modell exponentiell beziiglich einer Statistik T, dann ist T vollstandig.
Beweis. Sei die Likelihoodfunktion

p(z,0) = exp (T (x) — b(9)) h(z),

wobei h(z) > 0, fiir alle z € X und ¥ € ©. Wir kénnen wieder ohne Beschréinkung der
Allgemeinheit a(¥) = ¢ wahlen. Ferner sei h: R — R messbar mit Ey[|h(T)|] < oo und
Ey[h(T)] = 0 fiir alle ¥ € ©.

Dann folgt mit p1 == hjo und vy := pg o T~1 fiir alle ¥ € ©
0= Ey[(T)] = | h(T(z)) dPo(a)
x

- L W(T(2)) exp (IT(z) — b(9)) h(x) dpao )

- L W(T (x)) exp (IT(z) — b(9)) dpn () = =) j h(y)e™ din (y)

36

17.05.2022

Alternative: Es gilt
7,0 €
LY(%,0(S),Py) und
Ey[T] = Eg[U] fiir
alle ¥ € © wegen der
Turmeigenschaft und
der Erwartungstreue
von U und T, also
folgt aus

Lemma 1.4.19 T = U
Py-fast sicher fiir alle
9 € O.
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und somit (h =h*t —h7)

J‘ Bt ()€™ dun(y) =:\[ B (9)e™ din(y). (26)
R

R

(Jetzt orientieren wir uns an [3].) Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei 0 € ©. Einsetzen
von 9 = 0 gibt

wi= [ W @dne = [ F @) =0
R R
Wir unterscheiden in zwei Félle.

@ Ist w = 0, folgt h*(y) = h=(y) = 0 fiir v;-fast alle y € R und somit h(y) = 0 fiir
vi-fast alle y € R. Daraus folgt h(T'(z)) = 0 fiir py-fast alle z € X, also h(T'(z)) = 0
fiir Py-fast alle z € X fiir alle ¥ € ©.

@) Ist w > 0, definiere dr;(y) = AE) dvi(y), das heikt r1(A) = §, Mdz/l(y) fiir

w w

A € B(R). Analog definiere dxy(y) = %@ dv1(y). Dann sind k1 und ko Wahrschein-
lichkeitsmafe auf (R, B(R)) und wegen (26) gilt

JR e dk(y) = JR e’ dra(y)

fiir ¥ € ©. Auf der linken Seite steht die momenterzeugende Funktion von k1. Aus dem
Eindeutigkeitssatz fiir momenterzeugende Funktionen folgt (da die Integrale fiir ¥ in
einer Umgebung von 0 konvergieren) k1 = ko. Es folgt At (y) = h™ (y) fiir v-fast alle
y € R und somit wie in (1) h(T(z)) = 0 fiir Py-fast alle € X fiir alle ¥ € ©. O
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1.5 | Konsistenz

Literatur: [2].
DEFINITION 1.5.1 (KONSISTENTE SCHATZFOLGE)

Sei ((%n,fn,(IP’gm)ﬂE@))neN eine Folge statistischer Modelle mit gleichem ©. Seien
7: © — R? eine Kenngrofe und T,: X, — R? ein Schitzer fiir 7 fiir jedes n € N. Die
Folge (T} )nen ist konsistent, wenn fiir alle € > 0 und alle ¥ € © gilt, dass konsistent

Py n[|Tn — 7(89)| = €] =2 0.

Bemerkung 1.5.2

Von besonderem Interesse ist der Produktfall: X, = E® F, = ¢®" und Pyn = Q?”,
wobei (E, ¢, (Qﬁ)ﬁe(—)) ein statistisches Modell ist. Der Einfachheit halber betrachten wir
das unendliche Produkt (%, F, (Pﬁ)ﬁe(—)) = (EN,(’3®N, (Q?N)ﬁee) und vereinbaren, dass
T,: ¥ — R? nur von den ersten n Komponenten abhéngt. (In diesem Fall ist die obigen
Konvergenz Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. Konvergenz im p-ten Mittel und fast sichere

Konvergenz implizieren Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.) o

SATZ 1.5.1: KONSISTENZ VON STICHPROBENMITTEL UND STICHPROBEN-
VARIANZ

Seien (E, €) = (R,B(R))und § 2> dQy(z) < oo fiir alle ¥ € ©. Im Produktmodell
seien M,, = %22;1 X} das Stichprobenmittel nach n Beobachtungen sowie V¥ =
L= > (X, — My,)? die korrigierte Stichprobenvarianz.

Dann sind M, bzw. V¥ erwartungstreue Schétzer fir m(9) = {p zdQy(z) bzw.
v(¥) = fz(z — m(¥))*>dQy(z) und die Folgen (Mp)nen bzw. (V¥)nen konsistente

Schétzfolgen fiir m bzw. v.

Beweis. @ Die Erwartungstreue wurde in Lemma 1.2.16 gezeigt.

@) Konsistenz von M,. Fiir £ > 0 gilt

1 n
Pyn[|Mn — m(9)| > €] =Py, H” DXy —Eon
k=1

n—o0
] o

nach dem Gesetz der groflen Zahlen.

@) Konsistenz von V*. Vorbetrachtung: Im HILBERTraum (R",|-|3) ist die orthogonale *\‘
Projektion von x € R" auf den eindimensionalen Unterraum U := span{(1,...,1)} 1 V (as — )
gerade M, = (my, ..., m,), wobeim, == 231" | ) (denn argmin,, Yp_; (z—m)? = |~ —e
LN 1 @k). Es gilt”

5Seien X := (x1,...,%n) und M := (m,...,m) € U. Per Definition der orthogonalen Projektion ist Abb. 4: Die orthogo-

X — M, orthogonal zu dem von M, aufgespannten Unterraum U, insbesondere zu M — M,, € U und daher nale Projektion von

gilt [ X — M|2 = | X — My + My, — M|3 = |X — Myp|3+|M — My|3. (Es gilt |z +y|3 = |z|3 + |y|2 genau dann,
wenn z L y.)

z auf den Unter-
raum U.
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n n
D@ —mp)? = ) (2 —m)* = n(m —my)? (27)
k=1 k=1
und somit
n 1 ¢
Vi= e > (@ —mn)?
k=1
27) 1 m n 2 n—ow
= T (z — - (mn, —m(9))” == v(9).
\,4” = L =T
n—o0 1 o n—00 1 0
—v(9)
GGZ D
Beispiel 1.5.3 (Verschobene Exponentialverteilung) 18.05.2022

Sei (R™, B(R"), (P§")yer) ein statistisches Modell, wobei Py die Dichte p(9,-) = Cxé( )e 19,00
hat. Aus Beispiel 1.3.13 wissen wir, dass T, 1\(/&) (r) = (1) der Maximum-Likelihood-Schétzer

fur 9 ist.

Die Folge (Tls/[nl)‘)neN ist konsistent, da fiir alle € > 0 und alle ¥ € R gilt:

<k<sn

P@n |:|T1£/IHL 79| > E] = ]P%n |:1n’}cln Xk > 19 + €:| = ]P)'ﬂ[Xl > ,19 + E]n — 6—5n n—o0 07
da

Q0 0
Py[X1 >0 +¢] = J eV dr = J e Pdr =e".

I+e e <

SATZ 1.5.2: HINREICHENDES KONSISTENZ-KRITERIUM

Gelten Ey ,,[T,,] =2 7(¢) und Vy ,[T,] === 0, so ist Folge (Ty)nen konsistent.

Somit m

Beweis. Fiir feste ¢ > 0 und ¥ € © existiert ein Ney € N, sodass |Eg,[T,] — 7(9)] < §
fiir alle n > N. g gilt (wegen By ,[T,] ——> 7(9)). Fiir n > N,y gilt mit der MARKOV-
Ungleichung (M)

A
Ponl|Tn = 7(0)| > €] < Pyn[|Th — EgulToll + [Eon[To]| — 7(9)] > €]

., (170 = EoulTll > 5) +Poun (IEomlTal = 7(0)] > )

2
= = Voul[To] + 1k, . [1.])-r@)>5} () — 0.
n— 00 0 =0

In () nutzen wir, dass fiir nichtnegative Zufallsvariablen X und Y und 6 > 0 gilt:

PIX+Y >0 <P|X>2oday=2]<p|x=2]sp|y>2]
2 2 2 2 0
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Bemerkung 1.5.4 (Verschobene Exponentialverteilung, Gameshow)

Die Aussage von Beispiel 1.5.3 folgt auch mit Satz 1.5.2, da wir aus Hausaufgabe 3.2 wissen,
dass Ey[T{;;] =¥ + + und Vg[Tl\(/In]j] = - gelten.

Die Konsistenzaussage aus Beispiel 1.1.15 folgt auch mit Satz 1.5.2, da wir aus Beispiel 1.1.15
]Eﬁ [TI\T}[L] = nLH'lg + % und Vﬁ [Tl\(/ﬁ?] = mﬁ2 wissen. o

Beispiel 1.5.5 (Konsistente Schitzfolge fiir das Gameshow-Modell)
1
Betrachte (R}, B(RY), (P§" = Ulo,017 )ve(0,00)) und setze T, () == ([]p_; x)™ . Dann ist

(T)nen eine konsistente Schétzfolge fiir g. o

Beweis. Fiir alle ¢ € (0, 0) gilt

sowie analog

9 n
1 2 1 1 2
Ey [Tz] = (L 0xidx> = (191_’_21:“121

und somit

5 oo 192 192

—_— = — =
e?  e?

Die Aussage folgt mit Satz 1.5.2. O

Vy[T] = Eg[T?2] — Ey[T}]

Beispiel 1.5.6 (Konsistente Schitzfolgen fiir besondere Kovarianzmatrizen)
Betrachte das statistische Modell (R", B(R"), (Ny.1,¢)oer), wobei C' = (C; ;)i*;_; die Ko-
varianzmatrix mit C; ; = pj — i fiir ¢ < j ist, wobei py = 02 und py, € R sind. Weiterhin sei
M, = %23;1 X ein Schétzer fir ¢. Es ist Hausaufgabe 5.1 zu zeigen, dass M,

@ keine konsistente Schitzfolge fiir ¥ ist, wenn p;_; = p € (0,0?] fiir alle i < j gilt.
@) eine konsistente Schiitzfolge fiir ¢ ist, wenn p;_; = ¢y/ =% mit v € (—1, 1) fiir 4 < j und
c=0. S
Beispiel 1.5.7 (Schitzfolge fiir Funktionen der ersten » Momente)
Seien (R, B(R), (Py)geo) ein statistisches Modell und r € N. Zu jedem ¢ € © und jedem k €

{1,...,r} existiere das k-te Moment my,(9) := Ey[X*] von Py. Sei ferner g: R” — R stetig
und 7(9) = g(m1(9),...,m,(9)). Im zugehdrigen Produktmodell (R"™, B(R"), (P®")yc0)

ist
1 & 1 & 1 &
T.(x) =g ( Z Thy — Z L Z xZ)
"o gy [t
ein Schitzer fiir 7 und (7}, )nen eine konsistente Schitzfolge fiir 7 (Hausaufgabe 5.2). o

Konsistenz von ML-Schitzern
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DEFINITION 1.5.8 (RELATIVE ENTROPIE)
Seien P und @ Wahrscheinlichkeitsmafe auf (E, €) und pg ein o-endliches Maf auf (E, €)

mit P « po und Q < po. (So ein Maf existiert immer, z.B. g = P + Q.) Seien p := (‘;—50

und o = g—Q. Dann ist
1o

1P Q) = [ pla)in (25 dpao

die relative Entropie (oder: KULLBACK-LEIBLER-Divergenz/Abstand /Information) von P relative Entropie
beziiglich Q.

Hierbei seien 0-In (§) == 0, a-In () :== 0o und 0-In (2) := 0 fiir alle @ > 0.

Bemerkung 1.5.9 Es ist zumindest unklar, ob das Integral definiert ist und ob I (P;Q)
von g abhéngt. o

Lemma 1.5.10
Es gilt P « Q genau dann wenn P({oc = 0}) = 0 ist.

Beweis. Es gilt immer Q({oc = 0}) = S{U:O} o(x)dpo(x) = 0.
"= ": Sei P « @, dann gilt wegen Q({o = 0}) = 0 auch P({c = 0}) = 0.
"« ": Seien P({c = 0}) =0 und A € € mit Q(A) = 0. Angenommen, P(A) > 0. Dann
gilt

0 < P(A) = P(A\{c =0}) + P({oc = 0}) = P(A\{o = 0}).
Aus P(A\{o = 0}) > 0 und P « pg folgt po(A\{oc = 0}) > 0. Es folgt

0=Q(A) = f o(z)duo(x) = J o(z) duo(x) > 0,
A A\{o=0}

was einen Widerspruch darstellt. O

Lemma 1.5.11
Es gilt

4B () In (%(m)) dQ(z), wenn P <« Q,
0, sonst.

Insbesondere ist [ (P;Q) unabhdngig von uog und das Integral ist wohldefiniert und grofSer
als —o0.

Beweis. Sei P « . Nach Lemma 1.5.10 folgt P({oc = 0}) > 0. Weiter gilt P({p > 0}) =1,
also folgt P({p > 0} n {o = 0}) > 0 und somit po({p > 0} n {o = 0}) > 0. Betrachte

X
HEQ = [ odu)+ | o duola) + pla)n (253) dalo).
{p=0} {o=0}{p>0} . {o>0}n{p>0} o(x)
=0 =00, da Mg({plO}r\{o’:O})>O
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Der letzte Summand ist gleich

PYLCIEN ("”) djio(x) = f{ 7o) n (£(2)) dQ(x)

f o
{o>0}n{p>0} o LC) O’(.’E) 0>0}n{p>0} "——~—~
=>C

fiir ein C' € R und somit nach unten beschrankt. Daher ist /7(P;Q) wohldefiniert und es
folgt H(P;Q) = o

Seien P « Q und f = %. Dann gilt éiuo = ‘dig éi/? po-fast sicher. O

Lemma 1.5.12 (Eigenschaften der relativen Entropie)
Es gilt H(P;Q) =0 und H(P; Q) = 0 genau dann, wenn P = Q gilt.

Beweis. @ Die Aussage H(P;Q) = 0 ist klar, wenn P &« @ gilt. Sei also P « Q. Da die
Funktion ¢ (y) := yIn(y) 1g,«0)(y) strikt konvex ist, folgt mit der JENSEN-Ungleichung

11(P;Q) = dan( )Q f ( >Q/¢< deQ> (1) = 0.

@ Ist P = Q, so ist jg = 1 fast sicher und daher H(P;Q) = 0. Sei H(P;Q) = 0, dann
gilt P « @ und somit Q-fast smher dP = C’ da 1/1 strikt konvex ist (aus der vorherigen
Ungleichung). Wegen 1 = SE (z) folgt = 1 Q-fast sicher und
daher P = Q. O

Bemerkung 1.5.13 (Anschauung fiir die Entropie) Im Spezialfall, dass |E| < oo gilt
und po das Zéhlmaf ist, ist die ,,Entropie von P*

— > pln(p)

peE

welche z.B. die mittlere Anzahl von Bits pro Buchstabe bei optimaler Codierung gibt. Dann
ist I7(P; Q) die Zusatzkosten, die man bendtigt, wenn man als (HUFFMANN-)Codierung die
Héufigkeit in z.B. deutscher Sprache verwendet hat, der Text jedoch in z.B. englisch ist. o

SATZ 1.5.3: KONSISTENZ VON ML-SCHATZERN

Sei (E, ¢, (ng)%@) ein Standardmodell mit Likelihoodfunktion p. Wir betrachten
das (abzdhlbar) unendliche Produktmodell. Es gelte:
@ O ist ein offenes Intervall und fiir ¥ # 9" ist Qg # Q.
@ Fiir jedes n € N und jeden Vektor (21, ...,z,) € E™ ist [[;_, p(@k, -) unimodal,
das heifit fiir einen ML-Schétzer T), fiir ¢ ist [ [;_, p(zx, ) wachsend fiir 9 <
T, (z) und fallend fiir ¥ > T,,(x).
Dann ist die Folge (77, )nen fiir ¥ konsistent.

Bemerkung 1.5.14 (Hinreichende Bedingung fiir @) Die Bedingung @ ist erfillt,
wenn In (p(y, )) fiir alle y € E konkav ist mit zuerst positiver und am Ende negativer
strikter Verdnderung (bzw. Ableitung), denn dasselbe gilt fiir In ([ ],_, p(x, ")), da endliche

Summen konkaver Funktionen konkav sind. o
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Bemerkung 1.5.15 (Vererbung der Unimodalitéit) Das Produkt unimodaler Funktio-

nen ist im Allgemeinen nicht unimodal. o

Beweis. (von Satz 1.5.3) Seien ¢ € © und € > 0, sodass ¥ + £ € ©. Nach Lemma 1.5.12
und Voraussetzung (1) existiert ein § (0, H(Qg; Qo+c)). Wir zeigen (spéter)

Xn 1 p%@n n—00
Q¥ |~ | -] >0 =51, (28)
n Jte

wobei p§" = [1}_, p(@k, V).
Wenn (28) gilt, so folgt fiir n e N

1 &n
ﬂ {ln<p®€l )>5}C{pg?ne<p§">p§fE}C{ﬁ—E<Tn<ﬂ+€},
oe{—1,1} I+oe

®n
Die erste Inklusion folgt so: Wenn %ln (p%‘?l ) > ¢ gilt, dann auch
V+oe
Xn
p®€l > > 1.
p19+o'e

Die zweite Inklusion folgt aus der Unimodalitét.

Wegen (28) folgt

n—o0

Py —e<T, <V +e] —> L

Wir zeigen nun (28) mit + = +. 24.05.2022

@ Fall 1. Qy <« Qyyc. Sei f = % eine Version der RADON-NIKODYM-Dichte. Auf-
grund der Absolutstetigkeit aller Mafe beziiglich pg folgt f = —£2— (vgl. Beweis von

Po+e
1.54) fast sicher.
Dann gilt
D) = LS () = S (%) = )
no\ A M1 \Pote Ly}

n

Es sind (In (f(X)))),_,

Zahlen anwenden.

u.i.v. beziiglich Py = Q?". Wir wollen ein Gesetz der groften

Es gilt
Eg [In(f(X1))] = L In(f) dQy = Lfln(f) AQyre "2 H(Qup; Qose) > 8> 0.

Wenn zusatzlich (Qﬁ;Qﬁ_A,_g) < oo gilt, so folgt aus beiden grofen Gesetzen der
groflen Zahlen

18"
lim —In X =H (Qg;ng_;,_s) >0

n—omn Py+e

und somit (28).
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Ist H (Qg; Q19+5) = o0, dann folgt mit einem ,,Abschneideargument” die Behauptung
(28), denn fiir ¢ > 0 gilt

Eo [In (f(X1)) nc] 1 H(Qo;Qoie) =0

c—0
(mit dem Satz {iber monotone Konvergenz und da x — x In(z) nach unten beschrinkt
ist). Wahle nun ¢ > 0 so grof, dass die linke Seite grofer als ¢ ist. Dann folgt, da In
monoton wachsend ist,

1 n
"=
mit dem Gesetz der groffen Zahlen, und das zeigt (28).

@ Qo & Qyie. Dann gilt Qy[pye = 0] = a > 0 und Q?"[p%" > 0] =1 (cf. (1.53) mit
anderen Bezeichnungen). Dann folgt

Xn 1 p%n Qnr Qn
Q3 Eln o =w| =Q3"[ps >Oundp19+8 0]

= Q" [p§r. = 0]
=1- Q?n[%ﬁ > 0]

_ 1o Qe [ﬁ{ﬂwe(&') > 0}]

i=1

Z /\C)m)Eﬁ[h’l(f(Xl))/\C]>5

3\’—‘

=1-[]@F" [po+-(X:) > 0]
i=1

—1—(1— — O™ =,

=1-(1=Qulpsse =0]))" —> L. 0
Beispiel 1.5.16 (Konsistente Folge von ML-Schitzern fiir das PoissoN-Modell)
Seien p(z,9) = e_ﬂ%, ¥ e © :=(0,0), F =Ny und po das ZéhlmaR. Die Bedingung (1)
ist offensichtlich erfiillt. Wir iiberpriifen die log-Konkavitét der Dichte, um die Bedingung
(@ zu verifizieren. Es gilt

n (p(z,9)) = =0 + zlog(¥) — log(z!)

und somit ist
—In(p(z,9)) == -1

SRS

fallend beziiglich 9.
Ist (T},)nen eine ML-Folge, dann folgt aus Satz 1.5.3 die Konsistenz.
Wir berechnen nun den ML-Schétzer. Die Produktdichte ist p®"(z,9) = [[;_, e‘ﬁ% und

somit gilt

In (p®"(2,9)) = —nd + 2 xy log () — log(zg!).

k=1
Nullsetzen der Ableitung beziiglich 9 ergibt
0 1 u !
_ n el =
pw In (p®"(z,9)) 19 g =
Also wird p®"(z, ) maximal fiir Jg := L 3" | zp. o
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Beispiel 1.5.17 (Konsistente Folge von ML-Schitzern fiirs Gameshow-Modell)
Wir wissen, dass Tn(x) = I(p) ein Maximum-Likelihood-Schétzer ist und, dass die Folge

(Tn>n€N nach Beispiel 1.1.15 konsistent ist. Die Konsistenz folgt auch mit Satz 1.5.3, denn
Plaact) - — - pCxq 8)

H p(xr, ) = 97" Ljg 91 (T(n)) \
k=1

RS
ist unimodal fiir jedes n € N, wie man in Abb. 5 sehen kann. i)
Aber die Dichte ist nicht log-konkav: Abb. 5: Die Like-
lihoodfunktion im
1 Gameshow-Modell
In 9 ]1[0ﬂ9] (:Cl) == 111(19) +1In (]1[0’79] (zl)) ist unimodal.
o
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1.6 | Bayes-Schatzer

DEFINITION 1.6.1 (A-PRIORI VERTEILUNG, A-POSTERIORI VERTEILUNG)

Seien (X, F, (Py)seo) ein Standardmodell und (©,7) ein Messraum. Sei ferner die Like-
lihoodfunktion p gemeinsam (R, B(R))-messbar auf F ® 7. Ein WahrscheinlichkeitsmaR 1

auf (©,7) ist eine a-priori Verteilung (oder: Vorbewertung). a-priori
Yestelung

Die a-posteriori Verteilung zur a-priori Verteilung p ist fiir x € X ist das Wahrscheinlich- STerl

keitsmaf v, auf (©,7) definiert durch Verteilung

ZLI §4p(x,9)dp(d), wenn Z, € (0,0),

ve(A) =
u(A), wenn Z, € {0, 00},

fiir A € T, wobei Z, := {g p(z,) du(v) eine Normalisierungskonstante ist.

Bemerkung 1.6.2 Die a-posteriori Verteilung v, ist ein Wahrscheinlichkeitsmafs fiir alle
z € X und hat die Dichte - p(x, -) beziiglich p1, wenn Z, € (0,0) ist und 1 sonst. o

Beispiel 1.6.3 (¢ = dyg,) Ist p = dy, fiir Yo € © (driickt aus, dass wir denken, dass Yy
genau das richtige ¥ ist), so folgt v, = p fiir alle z € X. o

Bemerkung 1.6.4 In diesem Szenario ist Py die bedingte Verteilung der Stichprobe X
gegeben, dass der Parameter ¥ ist, u die Randverteilung der Parameters und v, die bedingte
Verteilung des Parameters gegeben der Stichprobe X = . o
Beispiel 1.6.5 (P = Bin(n,9), p = Ue, v = Beta(z + 1,n — = + 1))

Seien © = (0,1), X := {0,...,n} und Py({z}) = p(z,9) = (3)9*(1 — 9)"~*. Sei p eine
a-priori Verteilung auf ©. Fiir die a-posteriori Verteilung gilt nach Bemerkung 1.6.2

du  Zy

wobei Z, = Sé p(z,9) du(d).

In Spezialfall, dass pu die Gleichverteilung auf © ist, gilt

Zy = f (”)W(l _ )Ty = (n)B(m +ln—z+1),

0 €T X

wobei B die Betafunktion ist. Es folgt

(n) x _ n—x
dvy 9 = 9*(1 — )

du ( )7B(m+1,n—x+1)’

und das ist die Dichte der Betaverteilung.

Es ist Hausaufgabe 6.2 zu zeigen, dass fir alle € > 0 gilt:

+1 +1 N
sup v{™) x —¢, x +e|) 2251
reX n+2 n+2

}P’?”[xe%:y;")([ﬂ—e,ﬁJra])2175]MO Vo € [0,1].
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Abb. 6: Die Steigung der Dichte der a-posteriori-Verteilung wéchst mit n.

Beispiel 1.6.6 (Py = Ujg,9], n ~ Par(k, a), v(") ~ Par (max{x(,), k},n + a))
Gegeben sei das n-fache Produktmodell von (Ry,B(Ry), (U[o.9))9>0) und Par(k,a) fiir
k,a > 0 die a-priori Verteilung. Es ist Hausaufgabe 6.1(i) zu zeigen, dass die a-priori Ver-

teilung v, Par (max{x(n), k},n + a)-verteilt ist. o

Beispiel 1.6.7 (Py = Bin(n,9), u ~ Beta(a, b), v ~ Beta(k + a,n — k + b))

Betrachte das statistische Modell mit X := {0,...,n}, F = P(X) und Py := Bin(n,d) fiir
¥ € © = (0,1). Die a-priori Verteilung sei die Beta(a,b)-Verteilung mit a,b > 0. Es ist
Hausaufgabe 6.1(ii) zu zeigen, dass die a-priori Verteilung vy, Beta(k + a,n — k + b)-verteilt

ist. o

DEFINITION 1.6.8 (Q)
Wir definieren auf (X x0, F®T) das Wahrscheinlichkeitsmaf ¢ durch

Q(C) = L pl(,9) duo(z) du(),  CeFT,

welches die gemeinsame Verteilung von = und 9 beschreibt.

Es ist @ ein Wahrscheinlichkeitsmafi: mit FUBINI folgt

Qxx0) = | [ oot dno(o)dn(d) = | Po(x)autv) - 1.

da Py und p Wahrscheinlichkeitsmafse sind. Nach Konstruktion hat @ die Dichte p beziiglich
des Produktmafies g & p.

Fir A € F gilt mit FUBINI

_ (F)
axe) - | (f@ p(z,9) duw>) uote) © [ Eafalauts) (20)
—Z.
und fiir B € T mit FUBINI
axp)- | (L p(,9) duo($)> ap(9) = u(B). (30)
=Py[X]=1

Bezeichnen 73 und mg die Projektionen von X xO auf X bzw. O, so folgt wegen (29) (Q o
7 )(A) = §, Z, dpo(z) fiir A€ F und wegen (30) Qomg' = p.

Insbesondere ist Z, > 0 Qomy '-fast sicher, da (Qory")({z : Z, = 0}) = S{z:ZI=O} Zy dup(x) =
0. Weiter gilt fir C € F® 7T mit

C={reX:(2,9)eC} Cuy=1{0eO:(z,9)eC}
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(welche messbare Mengen sind)

Q)= [ ste.0)auoe)auo) = [ ([ ote.0) duo(o)) o

-~
=Py (C()

aber auch

Qo) - | ( L (e, 9) du(ﬂ)> dpio(z) = Lm{zzzm} ( L p(z,9) du<ﬂ>> djuo()

:‘f (J' p“”ﬁ)du@%> Z dpio ().
X n{z:Z,>0} Cla) Zy

"

Also ist v, die bedingte Verteilung fiir 1 gegeben einer Beobachtung x.

Wir wollen nun das 1 schatzen.

DEFINITION 1.6.9 (BAYES-SCHATZER, Fr)
Sei 7: © — R messbar mit E,[7%] < oo. Die Statistik 7: X — R ist ein BAYES-Schiitzer

fiir 7 zur a-priori-Verteilung p, wenn
FW=J (T(@) = 7(9))” dQ(x, )
X x©
=L(Laquw»Mﬁmmﬂ”)wwﬁiLﬂwmmm

minimal ist unter allen Schitzern T fur 7.

Bemerkung 1.6.10 Sei ||||2 die L2-Norm auf (X x©, F® T, Q). Dann ist
Fr = |T(rx) - m(7e)]3- o

Bemerkung 1.6.11 (Endliches Risiko des BAYEsS-Schétzers)
Existiert ein BAvEs-Schitzer fiir 7, so ergibt der Vergleich mit dem Nullschétzer

MgL@ﬂ@@@@:Lﬂm@@=&wkw.

Bemerkung 1.6.12 Es ist naheliegend zu vermuten, dass fiir den BavEs-Schitzer die For-
mel T'(x S@ 9) du,, (9) gilt, da S@ 7(9) dvg (9) eine Minimalwert der Funktion R 3 C' —

§o (C— ) dv, (19) ist. o

SATZ 1.6.1: EXISTENZ + EINDEUTIGKEIT DES BAYES-SCHATZERS

Der BAYES-Schéatzer T fiir T ZUr a- priori Verteilung p existiert, ist Qow%l—fast sicher

eindeutig und es gilt T'(z S@ ) dvg (¥) Qomy !_fast sicher.
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Beweis. (1) Wir zeigen erst, dass §o 7(0) du, (V) fiir Qo 7 -fast alle € X definiert ist

und messbar in z und reellwertig und endlich ist.
Es gilt Q o my !_fast sicher
0
[ 2w - [ 20" auw)
© T

(C]

und somit ist dieser Ausdruck nach dem Satz von FUBINI messbar in x (aber eventuell
o).

Integration iiber X mit Z, duo(z) ergibt

J 2(9) dQ(z, ) :f 72(9) du(9) < o
X x0 S]

Also gilt §g 7%(¥9) dp(¥9) < oo fiir Qo T -fast alle z € X.
Damit gilt
o)
T?(x) = (j T(¥) dl/x(ﬁ)) < f 7(9)? dry () < oo
) o)
flir Qo w;l—fast alle z € X.

Weiter ist 7' messbar (wie in voriger Zeile). Nach Integration tiber X mit Z, duo(z)
folgt

L 2(2) Zyp dpo( f J 9) dvg (9) Z, dpo(z) = J@ 72(09) dp(9) < o
und
J T%(2)Z, dQ(z,9) = J 72(9) dp(9) < .
X S)
Insbesondere gilt Fpr < oo.

@ Sei nun S ein Schitzer fiir 7. Wir zeigen Fp < Fg. Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit sei Fg < 0.

Es gilt
Fs—Fr = f f (5% =257 —T? + 2T'7) dQ(z, V).
xJoe

Nebenrechnung: es gilt

[ [, rraw.n) = [ 1) ( [ 0 252 4u0) ) 22 duote)
—_—

=dv, (9)

~T(a)
- [ 7@dQ)
X xO

und analog

J J,smaeen = | swreae
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FEinsetzen ergibt
Fg—Fp = J J S% — 28T — T2 + 2T%dQ(x, 9)

fJ52—25T+T2dQ(x 9)

JJSTdeﬁ JJS T)2Z, dpio() >

und somit Fr < Fg, somit ist T ein BAYES-Schétzer.
Wenn auch S ein BavEes-Schitzer ist, dann gilt Fg = Fp. Gleichheit gilt genau dann,
wenn () o W}l—fast sicher S =T gilt. O
Beispiel 1.6.13 (BAYEs-Schitzer des E-Werts einer Normalverteilung)
Dieses Beispiel folgt [2, 7.39].

Sei (R", B(R"), (N ?77;)196]]{) das n-fache GAusssche Produktmodell mit bekannter Varianz
v > 0. Dann ist (beziiglich des n-dimensionalen LEBESGUEmafes)

p(z, ) = (2mv) % exp (—211} Z (xp — 19)2> .
k=1

Sei die a-priori-Verteilung ;1 = A, , mit m € R und u > 0. Je kleiner wir v wahlen, desto

sicherer sind wir uns, dass der Erwartungswert nahe bei m liegt.
Wir bestimmen den Baves-Schittzer fir 7(¢) = 9.

Wir schreiben im Folgenden ¢,, ¢, und ¢ fiir von ¢ unabhéngig (aber von z abhingige)
Konstanten. Weil p absolutstetig beziiglich des Lebesgue-Mafses A ist, gilt

dv, dv, , . du p(z,d) 1 (9 —m)?
T - LOFO =1 mexp(—% )

= ¢z exp <_1 an (fk _ 19)2 _ M) . (31)

2u

Durch Ausmultiplizieren erhalten wir

RN (19 —m)? IR 2
S = AL - — 2 + 9%) —
20 A (= 2u 20 ];1(”3’“ 20 +97)

1/1
:—<+n>192+< + - Zxk>z9+c
2\u v U v =

Quadratische Ergédnzung liefert dann

(9% — 209m + m?)
2u

2

n 1 n 1 1 n
_iE (x — 0 2 (19_m)2:_ﬂ+5 Y — Em+52k=1xk +
2v fr] 2u 2 %—I—% ¢

und durch Einsetzen in Gleichung (31) folgt

dvy . L o %m + %Zzzl Tk 2
Mﬁ):CweXpl‘"g‘ (- (™ m=) |
u v
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1 1 n
Diese Dichte ist bis auf einen konstanten Faktor gleich der Dichte von A ( whty Zf L Jlr - ) )
also gilt
1 1ymn
%:N(umeUZkﬂxk 1 >

Aus Satz 1.6.1 folgt schliefslich

1 1y
DY S

1. n
u+'u

T(z) = J@ 7(9) dvy (9) = f@ 9 d, (9) =

1
_
14 n
U+’U

dem empirischen Mittelwert der Beobachtungen. Je mehr Beobachtungen wir machen, de-

wobei s = also ist T'(x) eine Konvexkombination aus der Voreinschitzung m und

sto kleiner wird s, da es sinnvoll ist, weniger auf die Voreinschitzung und mehr auf die

Beobachtungen zu vertrauen. o

Bemerkung 1.6.14 In diesem Fall ist T auch ein MAP-Schétzer. o

DEFINITION 1.6.15 (M AP-SCHATZER)
Ein Schéatzer T heiflt Maximum-a-posteriori-Schétzer wenn

dv, dv,
T = U

wobel A das LEBESGUE-Malfs ist.

Beispiel 1.6.16 (BAYES-Ansétze in der Bildrestauration)

Seien S und I endliche Mengen und S eine Teilmenge der Pixel und I die Menge der
Farben oder Graustufen sowie © = I° die Menge aller méglichen Bilder. Fiir z € © und
y € X = O sei P(z,y) die Wahrscheinlichkeit y zu beobachten, wenn das Bild « ist. Hier
ist es unsinnig, beispielsweise Maximum-Likelihood-Schétzer zu verwenden; ein BAYESscher
Ansatz ist notwendig, da nicht alle Bilder gleichwahrscheinlich sind.

Ansatz. Sei p eine a-priori-Verteilung auf © mit u({z}) > 0 fiir alle x € ©. Dann gilt
(Achtung: # und y haben hier die Rollen getauscht)

1 .
vy(r) = -p(@)Pley)  mit Z, = ) p({z})P(2,y).
Y z€0
Mogliche Wahl von « nach Beobachtung y ist der MAP-Schétzer, der p({z})P(z,y) maxi-
miert. (Ist p die Gleichverteilung auf ©, so ist der M AP-Schétzer identisch zu dem Maximum-

Likelihood-Schétzer.)
Fragen. 1. Wie wihlt man p? 2. Wie findet man das Maximum von p({x})P(z,y)?

Zu 1.: wir wihlen p({z}) = +exp(—H(z)), wobei H die ,Energie von z* ist. Diese Dar-
stellung existiert immer, da wir p({z}) > 0 vorausgesetzt haben. Das Maff p heift Gibbs-
Verteilung zur Energiefunktion H, zum Beispiel, z.B. im Fall, dass I eine endliche Teilmenge
reeller Zahlen ist. Eine mogliche Wahl ist

H(z) = p > (x5 — 21)%,

(s,t) benachbarte Pixel
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1 PARAMETERSCHATZUNG

wobei 5 > 0 die inverse Temperatur ist. Dann folgt

vy(x) = Zi exp (—H(x) In (P(x, y))) .

y
Es verbleibt nun die Maximierung des Exponenten. o
Beispiel 1.6.17 (Py ~ Poi(9), p ~ Ta,r = vz ~ Taynrisy | o)

Betrachte (N, P(Np), (Poi(9)®")y~0) mit der a-priori-Verteilung p ~ I, , fiir a,r > 0. Fiir
x € Np hat die a-posteriori-Verteilung v, die folgende Dichte beziiglich des LEBESGUE-Mafes

oo fur(0)  ([Tia g0me) oo
0 o n . " pr-1.—a
55 ol 01er (0040 ([T, Koove0) glor=te-anag

9h=1 Tetr—1o—(atn)d
= SSO 922:1 ZL’k+T’71€—(a+n)9 do
(a4 n)tRiaTe o

_ _ 92k=1 wk+r7167(a+n)197
INCGE DI 7Y

welche die Dichte der I, . v, -Verteilung ist.

Der BAvYES-Schitzer ist Tgl)(:z:) = SSO Ydy, (9) = H%ai:nlmk genau der Erwartungswert von

Vg
Nullsetzen der Ableitung nach ¢ der Dichte von v, ergibt

(a4 n)r+2iz @ N n L we—2 —(atn)d |
[+ Yz —1—V(a+n) | 9T R T2 @) 2
INCGE DI 7Y kz:ll

also ist der Maximum-a-posteriori-Schéitzer T&RKP (x) = a_%n (r+>p_ zx—1).

Die Schitzfolgen (T&"XP)HGN und (Tgl) ),,en Sind asymptotisch erwartungstreu, jedoch sind
die einzelnen Schétzer nicht erwartungstreu: fiir n € N und ¢ € © gilt

@] _ 1 n 7TL19—|—7‘ n—00
£, |7 ]—Hn(EL;Xk]”) = a0

und analog
) +r—1 n—oo
Eo | Tiiae| = = 9.
| "MAP a+n
Ferner folgt
wﬁﬂ=—primw=—ifiwm=—Lwﬁﬁo
B (a +n)? = (a +n)? = (a+n)?
und analog
Vo [Tie | = 0 2= 0
9| "map (a+n)?
Somit sind beide Schitzfolgen konsistent. S
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Konfidenzbereiche

2.1 | Grundlagen

Wir wollen wissen, wie genau 7: © — X von einem Schéitzer T: X — X geschétzt wird.

DEFINITION 2.1.1 (KONFIDENZBEREICH)
Seien (X, F,(Py)seco) ein statistisches Modell, 7: © — ¥ eine Kenngrofe und « € (0,1).
Eine Abbildung C: X — P(X) ist ein Konfidenzbereich fiir 7 zum Irrtumsniveau a (oder

zum Sicherheitsniveau 1 — ), wenn

inf PylreX:7(9) eC(z)] =>1—a,
V€O

wobei wir annehmen, dass {z € X : s € C(z)} € F fiir alle s € X gilt.
Ist ¥ c R, und C(z) ein Intervall fiir jedes x € X, so ist C' ein Konfidenzintervall.
Bemerkung 2.1.2 Die Funktion C' heifst auch Bereichsschitzer im Gegensatz zum Punkt-

schatzer T. o

Bemerkung 2.1.3 Man kann immer C(z) = ¥ wihlen, aber das ist uninteressant, statt-

dessen will man C(x) moglichst ,klein“ wihlen. o
Bemerkung 2.1.4 Es ist nicht verboten, C(z) = & fiir € X zu wihlen (sogar auf nicht-
Nullmengen). o
Bemerkung 2.1.5 Typische Werte fiir « sind 0,05 oder 0, 1. o

Warnung. Hat man ein konkretes 29 € X beobachtet, so sollte man nicht sagen ,,7(1) liegt
mit der Mindestwahrscheinlichkeit 1 — « in C'(zg)*.

Beispiel 2.1.6 (Verschobene Exponentialverteilung)
Betrachte das statistische Modell (R, B(R), (]P)ﬁ)qge]R), wobei Py die Dichte

p(x,0) = e Dy oy (@)
beziiglich des LEBESGUE-Malfses hat.
e Konfidenzintervalle der Form (—co, b]. Wir wollen ein b > 0 finden, sodass
PylzeR: Ve (—m,z—b]]>1-a
gilt.
Fiir 9 € R gilt

PylzeR: Ve (-0, —b]] =Pylz —b =] = Py[z >0 + b

0 a0
= J e eHY Lpy,00y(7) dz = f e Vdy =e ",
9+b b

Wir wéhlen deshalb b := —In(1 — «).

e Konfidenzintervall der Form [a, z].
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2 KONFIDENZBEREICHE

Wir wollen ein a > 0 finden, sodass
Pylz:delz—az]]>1-a

gilt.
Fiir ¢ € R gilt

Pﬂ[mzﬁe[m—a,m]]:]P’g[x—aéﬁéx]:I%[ﬁ‘éméﬁ‘—i-a]

J+a a
= f i Lpg,00)(z) do = J e fdr=1—-e"9,
9 0
also wéhlen wir a := — In(a).
e Konfidenzintervall minimaler Linge. Wir wollen a,b > 0 finden, sodass Py [l’ :
Y€ [z —a,x—b]] >1—aund a — b minimal ist.

Fiir 9 € R gilt

Polz:delz—az—b]|=Pylz:z—a<d<z—1b]]

x
=Py[z:9+b<z <9 +ad
JI+a a
= J et Lg,00)(2) dz = f e Vdy=et—e2
v+b b

b

Daher setzen wir 1 — a = e7® — 7% und erhalten a = —In(e™® — 1 + «) unter der

Bedingung e ® > 1 — a.

Die Léange des Konfidenzintervalls ist
(b)y:=a—b=—In(e™®—1+a)—b

Fir b < —In(1 — «) gilt

/()= —————1>0.
(®) b 1ta
>1
Also ist die Lange minimal fiir b = 0 und das Konfidenzintervall [z + In(«), z]. o

Beispiel 2.1.7
Gegeben sei das statistische Modell (R, B(R), (Py)yger ), wobei fiir die festen Parameter a,b >
0 die Dichte des Wahrscheinlichkeitsmafies Py

ab

PV, 2) = a+b

(e—a‘l‘—lﬂ Il{x<19}(x7 19) + e—b|x—19‘ 1{1219} (.’17, 19))

ist. Es ist Hausaufgabe 7.2, ein Konfidenzintervall fiir 9 zum Niveau « € (0, 1) mit minimaler

Lange zu konstruieren. o
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2.2 | Konstruktionsmethode im Standardmodell mit

7 =1id

Seien (%, F, (Py)peo) ein Standardmodell mit Likelihoodfunktion p, 7 := idg und « € (0,1).
Fiir ¥ € O setzen wir Cy = {x € X : p(x,9) = ¢y}, wobei die ,kritische Groe® ¢y = 0 so
gewdhlt ist, dass Py[Cy] = 1 — a. (Es gilt Cy € F als Urbild der messbaren Abbildung

Definiere nun C := {(x,9) : z € Cy} und dann

C(x):={0e®:zeCy}={0eO: (z,9)ecC}.
Dann gilt
PylreX:9eCx)] =PylzreX: (z,0)eC]=Py[Cy]=1—a

fiir alle ¥ € ©. Somit ist C' ein Konfidenzbereich.

Beispiel 2.2.1 (Schadstoffausstoff von Kraftwerken [2, Bsp. 8.3])

Von N := 10 Kraftwerken werden bei n := 4 zufillig ausgewahlten der Schadstoffausstofs
gemessen. Gesucht ist ein Konfidenzbereich fiir die Anzahl ¢ der Kraftwerke, mit zu hohem
AusstoR. Wir wihlen © := {0,..., N} und X := {0,...,n} sowie a := £. Die Likelihoodfunk-

tion ist
062D

p(x,9) = W ~ Hypn g.n -
1o 1 2 3 4

Y
6 24 90 80 15
5 5 50 100 50 5
4 15 80 90 24 1
3 35 105 63 7 0
2 70 112 28 0 0
1 126 84 0 0 0
0 210 0 0 0 0

Tabelle 1: Die Tabelle wird symmetrisch (p(z,9) = p(n — 2, N — 9)) fortgefiihrt, sie zeigt
die Werte (]:)p(:zz,ﬂ) fir x € X und ¥ € O©.

Um Cy zu erhalten, summieren wir in absteigender Reihenfolge der Grofse nach die Eintrage
der 9¥-Zeile, bis (1 — ) (IZ) = 2.210 = 168 erreicht wird, z.B. ist fiir ¥ = 6 der groRte
Wert in der Zeile, 90, kleiner als 168, aber 90 + 80 > 168, also markieren wir diese beiden
Eintrdge blau. Also ist C'(z) die Menge aller 9 € O, sodass p(x,?) blau markiert ist. Somit
sind C(0) = {0,1,2}, C(1) = {1,...,5}, C(2) = {3,...,7}, C(3) = {5,...,9} und C(4) =
{8,9,10}. o
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Cex) E

-
»ox

Abb. 7: Die Idee ist,
fiir alle ¥ die Schnit-
te zu konstruieren
und damit die z-
Schnitte C(z) zu er-
halten.
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Beispiel 2.2.2 (Konfidenzintervall fiir den E-Wert im GAuss-Modell)
Betrachte das GAusssche Produktmodell (R”, B(R™), (N€"))imer, v=0) fiir n > 2.

Gesucht ist ein Konfidenzintervall fiir den 7(9) := 7 = (m,v). Fir d = (m,v) bezeichnen

wir m(¥9) = m.

Wir modifizieren die Konstruktion in Beispiel 2.2.1 dahingehend, was wir fiir m € R wollen
wir Cp, € B(R") wéhlen mit Py(C),(9y) = 1 —a (mdglichst "="). Dann sei C(z) := {m e R :
x € Cp,} fiir z € R™. Dann gilt

Py[{z e R" :m(9¥) € C(x)}] =Py[{z: 2 € Cpyy] =2 1 — .

Wir definieren die Statistik T, (z) == (M (z) — m), | ey fiir m € R und x € R"™, wobei
M(z) == 137" | x) der empirische Mittelwert und V*(z) := L 37| (2% — M(:v))2 die

empirische Varianz sind.
Behauptung. Die Verteilung von T, () (z) unter Py héingt nicht von ¥ ab.

Beweis. Sind X1,...,X,, unabhingig N, ,-verteilt, so haben sie die Darstellung X; =
m + \/vYy, wobei Y7,...,Y, N(0,1)-verteilt sind. Es folgt

Ton(21,. .. 2n) = (M(m) —m)

in ) n(n—1)
o
( Tn g Sy (Vi = o+ %ZzzlYk)f

= n—1
=To(Y1,...,Yn).
( kZ::l )\/Zk 1 Zk 1Yk) (

Das heifst die Verteilung @ von T5,,(9)(X) unter Py héingt nicht von ) ab. O

Q heifst t,,_1-Verteilung (oder ¢-Verteilung mit n—1 Freiheitsgraden). Es gilt Q(A) = Q(—A)
und @ hat eine Dichte (cf. spéter), welche auf [0, c0) fallend ist.

Konstruktion von Cp,. Zu o € (0,1) wihle ein Intervall I < R der Form [—t,¢] mit
Q([~t,t]) = 1 — « (dies kénnen wir nur machen, da wir eine Dichte haben). Sei C,, =
T, 1 ([—t,t]). Dann folgt fiir ¥ € © := R x R~

Py[Cry] = Pol| Loy < t] = Q([~1,t]) =1 — a.

Also ist C(x) :== {m e R : z € Cy,} ein Konfidenzintervall fiir m(v) zu o.

Fiir z € R" gilt
Clx)y={meR:2eCp}={meR:|T,(z)| <t}

* *
- [M(x)t V@) pp(a) + 04/ 20
n n .
Beispiel 2.2.3 (Konfidenzbereiche fiir die Normalverteilung) 08.06.2022

Wir nehmen n unabhéngige Messwerte, welche normalverteilt mit unbekannten Erwartungs-

wert n sind.
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@ Wir sind sicher, dass wir die Varianz v > 0 kennen. Welchen Konfidenzbereich fiir m

zum Niveau « € (0,1) wihlen wir?

@ Die Varianz ist doch unbekannt. Wie grof ist das Niveau fiir den in a) gewéhlten
Bereich?

@ Wir betrachten das Stichprobenmittel M := % Y r—1 X und transformieren es zu Ty,

sodass die Verteilung von T}, nicht von m oder v abhéngt.

Wir wéhlen T;,, := ﬁ(M —m) ~ No,1. Sei qg das §-Fraktil der Standardnormalver-
teilung (das heift No1 ([gs,0)) = §. Dann gilt

und

m<M+\/?qg>
n

<
v v
EQ%aM‘*‘ nQ‘;])

ﬂ%@ew_

Wir wahlen den Konfidenzbereich

Calz) = [M— \/qu,M—&— \/Zq] .

@ Bei unbekannter Varianz kénnen wir T, nicht wie in a) wéhlen. In den Vorlesung
wurde Ty, := /1% (M —m) gewéhlt, wobei V* die korrigierte Stichprobenvarianz ist.
Es gilt T}, ~ t,,_1. Sei 1 das §-Iraktil der ¢, _;-Verteilung. Dann ist

[ [%
Chp(x) = |Mn — %t%,Mn — Zt;}

ein Konfidenzinterval zum Nivea «.

Fiir den Konfidenzbereich aus @ gilt dann

v
Ca<x)= [Mn_\/;qg‘aMn+ qz‘]
v v¥* v v*
=VW(WMQ nﬂﬁ(iﬂﬂ n]

und C,, ist ein Konfidenzbereich zum Niveau

& =2, . <[q34 /Uz;,oo>> .
o
Beispiel 2.2.4 (Schlafmittel)

Es sollen zwei Schlafmittel miteinander verglichen werden. Es werden n := 10 Patienten

3l

beide Schlafmittel in unterschiedlichen Néchten gegeben und die Differenz der Schlafdauer

gemessen. Alle Patienten mit den zweiten Schlafmittel haben mindestens genau so lange
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Patient\l 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Differenz | 1.2 24 13 13 00 1.0 18 08 46 14

geschlafen wie mit dem ersten. Wir nehmen an, dass die Messwerte normalverteilt sind. Das
Stichprobenmittel und die korrigierte Stichprobenvarianz sind
10

1
2 X, =158 und V* = 5
k=1 k=

1 10

M=—
10

(X — M)? = 1.513.
1

Mit dem Irrtumsniveau a = 0.05 erhalten wir fiir die tg-Verteilung das §-Fraktil ¢ = 2.262.
Ein Konfidenzbereich zum Nivea « ist

‘/* ‘/*
— | M —th)— M +tr] —
C(x) l t 0 +t 10

Beispiel 2.2.5 (Konfidenzbereich im Binomialmodell)
Seien X = {0,...,n}, © :={0,1) sowic Py := By, .

= [1.58 — 0.88,1.58 + 0.88] = [0.7, 2.46].

1. Methode: MARKOV-Ungleichung. Der beste Schétzer fiir ¢ ist T'(x) = Z. Eine
natiirliche Wahl ist [% —& 5+ 5] fiir ein geeignetes € > 0. Mit der MARKOV-Ungleichung
folgt

9(1 —9) 1
< <
ne? 4ne?

1
Py (9 ¢ Clz)) = Py (’f —ﬁ( < 5) <5 Vy [5] -
n € n
fiir alle ¥ € (0,1). Wir wéhlen € = ﬁ Fiir n = 1000 und « = 0.025 ist also € = 0.1.
2. Methode: Normalapproximation. Wir nehmen an, dass n so grof ist, dass wir den

zentralen Grenzwertsatz anwenden kénnen. Wie zuvor wihlen wir C(z) == [£ —¢, £ +¢].

- /m”_ﬁ)>

Dann gilt

z — nd

riec) -2 ([3-o] <o) -5 (| ity

“* (o) (o)

=2<1><s 19(1”_19))122@(25\/5)1,

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Sei o = 0.025. Wir wéhlen einen Sicherheitszuschlag von 0.02 fiir den Approximationsfehler
und erhalten

®71(0.995) = L 957

20 (264/n) — 1> 0.975 +0.02 — ¢ > NG

L
23/n
Wahlen wir n = 1000, erhalten wir ¢ > 0.0407.

Verglichen mit der ersten Methoden ist das Konfidenzintervall hier nur halb so grof. o
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Rund um die Normalverteilung: x?, F- und
t-Verteilungen

Literatur zur mehrdimensionalen Normalverteilung: [4, 7.12-7.19].

DEFINITION 3.0.1 (GAMMAVERTEILUNG)

Fiir a,7 > 0 ist das WahrscheinlichkeitsmaR Iy, - auf ((0,0), B ((0,00))) mit der Dichte

'
r—1_—ax

T(r)" !

Ve (B)) = x>0,

die Gammaverteilung mit Skalenparameter & und Formparameter r, wobei

0
I(r) = f y"le v dy.
0

Die Gammaverteilung mit r = 1 ist die Exponentialverteilung.

DEFINITION 3.0.2 (BETAVERTEILUNG)
Fiir a,b > 0 ist das Wahrscheinlichkeitsmaf 2, auf ((0,1),5((0,1))) mit der Dichte

Bap(s) = 52711 — s)P7 1, s€(0,1),

B(a,b)

die Betaverteilung zu a, b, wobei
1

B(a,b) == L 57711 — s5)°ds.

Lemma 3.0.3 (X ~ N(0,1) = X2?~T
Ist X N(0,1)-verteilt, so ist X? T

)

N|=

1
R

1 1-verteilt.

272

Beweis. Seien g 1(z) = \/%e_%f fiir € R die Dichte von X und T': (0,0) —
formationssatz hat X2 = T(|X|) die Dichte

pry) =200, (T W) ‘di/T_l(”‘ = 200,1(+/9) fyﬂ‘

1 1 1 11
= 2¢0,1(vY “ = —w01(VY) = —=y e 2Y,
Vi) |55 | = Z5#01 (V) = 5
und das ist die Dichte einer I" 11 -Verteilung.

Lemma 3.04 (X ~Tg Y ~Tqs = X+Y ~T ~ PBr,s)

X
o, r+sy X1y

Sind a,r,5 > 0 sowie X und Y unabhdngig mit den Verteilungen I'y , und I'y s, so sind

X +Y und XLH/ unabhdngig mit den Verteilung I'y y4s Tesp. By s.
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(0,0),
z +— 22 ein Diffeomorphismus. Also hat |X| auf (0,0) die Dichte 24 ;. Nach dem Trans-

Gammavertei-

lung

Abb. 8: Die Dichte
Ya,r flir verschiede-
ne a,r > 0. Von Sin-
nerl - Eigenes Werk, CC
BY-SA 3.0, https : / /
commons . wikimedia . org /
w/index. php?curid=3546723.

Betaverteilung

Abb. 9: Die Dichte
Ba,b fiir verschiede-
ne a,b > 0.
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Beweis. Die gemeinsame Verteilung von X und Y auf (0, 00)? hat die Dichte

ar+s 1 el —ale
plx,y) = ’Ya,r(x)'Ya,s(y) = er 12/ lemalz+y),

Wir definieren die Transformation T'(x,y) = (33 + v, ny) fir x,y > 0. Dann ist T ein
(0,1), denn die Abbildung ist offensichtlich glatt
und das Gleichungssystem z +y = v und 3 = v fiir u € (0,00) und v € (0,1) eindeutig

Diffeomorphismus von (0, o0)? nach (0, o) x

16sbar: « = wv und y = (u(1 —v) und somit 7! (u,v) = (uv,u(l —v)) (offensichtlich glatt).

DT (u,v) = (1 i ; _uu>

und somit det (DT (u,v)) = —uv — (1 — v)u = —u.

Es gilt

Also ist die Dichte von (X +Y, XLW) =T(X,Y)

p(u,v) = p(T~(u,v))|det (DT (u,v))| = p(uv, u(l —v))u

= Lﬁ(u'l))T_l(u(l _ ’U))S_le_a(uv""u(l_v))u
L(r)L'(s)
O[’I‘Jrs rts—1 —au 1 r—1 1
ST Y T = s (W (v).

Somit sind X + Y und XLH, unabhéngig verteilt mit den entsprechenden Verteilungen. []

Korollar 3.0.5
Fir a,r,8 > 0 gllt Ya,r * Ya,s = Ya,r+s-

Korollar 3.0.6 (Summe quadrierter Normalverteilungen)
Sind X1, ..., X, unabhingig N'(0,1)-verteilt, so ist >, _; X7 T (3, 2)-verteilt.

DEFINITION 3.0.7 (x2?-VERTEILUNG)
Die x?-Verteilung (mit n Freiheiten) ist die I (3, Z)-Verteilung.

1

Bemerkung 3.0.8 Die y2-Verteilung hat die Dichte . L z5-1le 2% fiir £ > 0. o

SATZ 3.0.1: FISHER- VERTEILUNG

Seien X1, ..., X,, sowie Y7,...,Y, unabhingig A/(0, 1)-verteilt. Dann hat die Zufalls-
variable F,, , == 7 Xi=1 Xi/L y_, v? die Dichte
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Abb. 10: Die
Dichte der Fis-
HER-Verteilung

fiir verschiedene

m,n € N.
Von Caustic, CC BY-SA
3.0, https : / / commons .
wikimedia . org/w/index . php?
curid=3757043.
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Beweis. Nach Korollar 3.0.6 ist die Zufallsvariable X := 3" | X7 I's m-verteilt und die
Zufallsvariable Y := Z;L 1 Y2 I‘1 n- -verteilt. Weiter sind X und Y unabhanglg Nach Lem-

ma 3.0.4 ist Z := Xfy Bm ﬂ—vertellt Es ist

n X n Z
Fnn=0y =mizz = T&:

wobei T': (0,1) — (0, oo) z > % (strikt monoton wachsend und somit) ein Diffeomor-

phismus mit 771 (y) = il fiir y > 0 ist. Also hat F,;, , die Dichte von
mn
m oo (T71 — >0
wobel % die Funktionaldeterminante ist. |

DEFINITION 3.0.9 (FISHER-VERTEILUNG)
Die Verteilung F,, , von Fy, , heifit Fisner-Verteilung mit m und n Freiheitsgraden.

Bemerkung 3.0.10 Es gilt F,,,, = By, ,, oT~! (FISHER-Verteilung ist Bildmaf der Beta-

Verteilung unter T), wobei T wie oben ist. o

Korollar 3.0.11

Seien X, Y1, ..., Y, unabhingig N'(0, 1)-verteilt. Dann hat die Zufallsvariable Z = l+1y2
n ]= J

die Dichte

1 1,2 _HT-H
n@) = ——[1+ — , relR
w = RELD) < n>

Beweis. Nach Satz 3.0.1 hat Z?2 die Dichte f; ,, () fiir # > 0. Nach dem Transformationssatz
(mit ®: (0,00) — (0,00), z — /z und (®7!)'(2) = 22) hat |Z| die Dichte f1 ,(y?) - 2y fiir
y > 0. Aufgrund der Symmetrie hat Z die Dichte f1 ,(y?)|y| fiir y € R. O

DEFINITION 3.0.12 (STUDENT ¢-VERTEILUNG)
Das Wahrscheinlichkeitsmaf ¢,, auf (R, B(R)) mit Dichte 7, heift STUDENT ¢-Verteilung

mit n Freiheitsgraden.

Bemerkung 3.0.13 Im Moment ist unklar, ob die Verteilung mit der in Kapitel zwei defi-
nierten iibereinstimmt. o
Bemerkung 3.0.14 Die Funktion 7 () = 71r 13,7 fir x € R ist die Dichte der Standard-
CaucHy-Verteilung. o
Bemerkung 3.0.15 (lim,, o t,,) Fiir n — oo konvergiert die ¢,,-Verteilung schwach gegen
N(0,1), was aus Anwendung des schwachen Gesetzes der grofen Zahlen auf den Nenner oder

aus der gleichméfigen Konvergenz der Dichten folgt. o

SaTz 3.0.2: STUDENT (1908) [ , SATZ 9.17]

Im Modell (R, B(R)", (NZ",)mer,v>0) fiir n > 2 gilt fiir 9 := (m, v) € R x(0,0) =
© beziiglich Py := N'&", fiir den empirischen Mlttelwert M(X):= L1370 | X; sowie
die korrigierte empirische Varianz V*(X) := 15 Z] (X - M(X ))2

61

FISHER-
Verteilung

4

035
030
025

2020
015
0.10)
0.05]

Abb. 11: Die Dich-
te der t,-Verteilung
fiir verschiedene v.
Von Skbkekas - Eigenes
Werk, CC BY 3.0, https :
//commons . wikimedia . org/w/
index . php?curid=9546828.


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=9546828
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=9546828
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=9546828

3 RUND UM DIE NORMALVERTEILUNG: x2, F- UND T-VERTEILUNGEN

@ M und V* sind unabhéngig.
@ M ist N (m, £)-verteilt und 2=LV* ist x2_,-verteils.
@) T = 4 /v (M —m) ist t,_q-verteilt (hier ist der Zusammenhang mit Kapitel

zwei).

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien m = 0 und v = 1, andernfalls kénnen
wir Xy, durch Yy = \% (Xk — m) ersetzen und beachten, dass sich m in der Definition von
V* weghebt (d.h. M(Y) = 5=(M(X) —m), V¥(Y) = 1V*(X)), und dass sich /v in der

1
o
Definition von T, wegkiirzt (d.h. T,,(Y) = T,,,(X)).

(@) Sei C eine orthogonale n x n-Matrix mit erster Zeile ﬁ(l, ...,1). Dann gilt C -
(1,...,1)" = (/n,0,...,0)T. Sei nun Y = CX, wobei X € R™ N(0, I,,)-verteilt
ist. Dann ist (cf. [4]) Y auch N(0, I,,)-verteilt. Insbesondere sind die Komponenten

Y1,...,Y, unabhingig N (0, 1)-verteilt. Es gilt M(X) = f P ka \}ﬁYl und
somit
(n—DV*(X) = Y (X — M(X))" = D) X~ 2M(X) Xp, + M(X)?
k=1 k=1
= > XP +nM(X)? —2M(X Z =Y XP-nM(X)*  (32)
k=1 k=1 k=1

-y
j=2

da > X7 = |X|3 = |CX|3 = |Y]3 = X_, Y}? wegen der Orthogonalitéit von C
gilt. Also folgt die Unabhéngigkeit.

<
Il
—

I
D=
S

(@) Der erste Teil ist klar und der zweite folgt aus (32).

@ Es gilt

= tp—1.

\/7” 1V*®\/n TXp1 0

/n \/7(M m) @ N(0,1)  Der 3012
v
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4 HYPOTHESENTESTS

Hypothesentests

4.1 | Grundlagen

DEFINITION 4.1.1 (TEST, NULLHYPOTHESE, ALTERNATIVE, GUTEFUNKTION)
Seien (%, F, (]P’g)ge@) ein statistisches Modell und © = ©g u ©1 mit Og # & # ©7. Wir
bezeichnen O als Nullhypothese und ©; als Alternative. Nullhypothese
e Eine Statistik ¢: X — [0,1] heifit Test von O gegen ©; und nicht-randomisiert,  Test
wenn ¢(X) < {0, 1} und sonst randomisiert. Ist ¢ nicht-randomisiert, heifft die Menge

{x € X : p(x) = 1} Ablehnungsbereich (oder Verwerfungsbereich) der Nullhypothese.  Ablehnungsbe-

e Ferner heifit supyeg, Ev[p] Fehler erster Art von ¢ und ¢ heifit (zufélliger) Test zum Fr erster Art

(Irrtums)niveau a € (0, 1), wenn supyeg, Ev[¢] < a.

e Die Giitefunktion des Tests ¢ ist G,: © — [0,1], ¥ — Ey[p] . Fiir ¥ € ©; heift  Giitefunktion
G, (V) (die Wahrscheinlichkeit, die Alternative zu akzeptieren) Macht von ¢ an der
Stelle ¥ und B, (9) := 1 — G, (¥) Fehler zweiter Art an der Stelle ¥ € ©. Fehler zweiter
Art
14.06.2022

Bemerkung 4.1.2 Ist ¢(z) = 1, so heiflt das, dass die Alternative akzeptiert wird und
p(x) = 0 heifit, dass die ,Nullhypothese akzeptiert wird“ (besser: die Nullhypothese wird
nicht verworfen). Ist ¢(x) = 0 (und der Test noch so gut und n sehr grofs) sollte man nicht

sagen ,die Nullhypothese ist mit grofser Sicherheit korrekt*.

Ist o(x) € (0, 1), so heift das, dass man sich mit Wahrscheinlichkeit ¢(z) fiir die Alternative
entscheidet. o

In vielen Féllen besteht ©¢ nur aus einem Element (z.B. ,Ein Wiirfel ist fair*). Oft konstruiert
man zu einem gegeben Irrtumsniveau einen Test und wihlt dann (wenn moglich) den mit
der grofsten Macht.

Bemerkung 4.1.3 Oft entspricht ©¢ dem ,Normalfall“ und ©; einer ungewohnlichen Ab-
weichung. o

Bemerkung 4.1.4 (Tests als Schitzer) Einen nicht-randomisierten Test ¢ kann man als

Ist dieser Schét-

zer erwat ungs-

Schétzer fiir die Kenngrofe 7 := 1o, auf O interpretieren. o

Beispiel 4.1.5 (Ist ein Wiirfel fair?)

Ein Wiirfel wir n mal unabhéngig geworfen. Wir wollen herausfinden, ob er fair ist. Seien
dafiir X == {1,...,6}", F = P(X) und © die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf
{1,...,6}. (Wir identifizieren diese Make mit ihren Z#hldichten.) Seien ¥o = #(1,...,1),
und Qg := {¥p} sowie O1 := ©\O( und Py := 9",

treu?

Ein ,yverniinftiger Test ¢ sieht so aus: wir setzen ¢(x) = 1 wenn die relativen Haufigkeiten,
mit denen 1,...,6 auftreten, nicht nahe bei J¢ liegen, und p(z) = 0 sonst. o

Bemerkung 4.1.6 Man muss immer das Modell sowie a und ¢ festlegen, bevor man Be-

obachtungen durchfiihrt. o
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4 HYPOTHESENTESTS

Beispiel 4.1.7 (Qualitidtskontrolle (cf. [2, (10.1)]))

Es werden N := 10.000 Orangen an einen Héndler geliefert, welcher die Lieferung nur ak-
zeptiert, wenn hochstens fiinf Prozent der Orangen faul sind. Der Héndler entnimmt eine
Stichprobe mit n := 50 Orangen, von welchen x € {0, ...,n} faul sind.

Wir withlen X := {0,...,n}, © :={0,...,N}, ©g := {0,..., 55N}, ©1 :== {55 N + 1,...,N}
()G
()

Es ist naheliegend, die Nullhypothese abzulehnen, wenn mehr als ¢ € Ny Orangen in der

und

]P)ﬁ (:C) =

Stichprobe faul sind und sonst nicht abzulehnen.

Der Handler wihlt ¢ so, dass der Fehler erster Art hochstens « ist. S

Beispiel 4.1.8 (Miinzwurf-Gliicksspieler)
Einem Gliicksspieler wird vorgeworfen beim Miinzspiel zu betriigen und anstatt einer fairen
Miinze eine Miinze mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = 0.75 zu verwenden. Diese Anschuldi-

gung soll nun mit n Miinzwiirfen tiberpriift werden. o

Allgemein Beispiel (Miinzwurf-Gliicksspieler)
Statistisches Modell (X, 7, (Py)yeo) X ={0,....n}, F = P(X), © = {1,3},
Po({k}) = ()" (1 — )"+
Nullhypothese und Alternative: Zerle- | Wir wéhlen die Zerlegung nach dem Prinzip

ge © = 0O L O;. Jim Zweifel fiir den Angeklagten®. Der Nor-
Nullhypothese: Hj : ¢ € ©y. Bedeutung: | malfall ist hier, das kein Betrug begangen
Der Parameter ¢ ist fiir mich akzeptabel. | wurde, das heift ©g := {3} und ©; = {2}.
Wir sind im (gewiinschten) Normalfall. Nullhypothese: 9 = % Der Spieler hat
Alternative: Hy : 9 € ©1. Bedeutung: Der | nicht betrogen und mit fairer Miinze ge-
Parameter ¢ ist fiir mich problematisch. Es | spielt.

liegt eine Abweichung vom Normalfall vor. | Alternative: ¥ = %. Der Spieler hat be-

trogen.

Fehlerarten. Fehler erster Art (gravieren- | Fehler erster Art: Der Spieler wird wegen
der / peinlicher Fehler): Entscheidung fiir | Betrugs bestraft, obwohl er unschuldig ist.
Alternative, obwohl Nullhypothese stimmt. | Fehler zweiter Art: Der Spieler wird nicht
Fehler zweiter Art: Entscheidung fiir Null- | bestraft, obwohl er betrogen hat.

hypothese obwohl die Alternative stimmt.

Entscheidungsregel: Test ¢: X — [0,1]. | Wihle einen Schwellenwert ¢ € X und setze
Bei Beobachtung = € X entscheidet man | ¢(x) = 1,-.. Der Spieler wird nicht be-
nach folgender Regel: ist p(x) = 0, wihlt | straft, wenn weniger als ¢ von n Wiirfen er-
man die Nullhypothese, ist p(x) = 1, die | folgreich sind, aber bestraft wenn dem nicht
Alternative und ist ¢(z) € (0,1) wéhlen wir | so ist. Hierbei héngen ¢ und ¢(z) vom Irr-

mit Wahrscheinlichkeit ¢(z) die Alternati- | tumsniveau ab.

ve.

Tabelle 2: Aufbau eines Hypothesentests.
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4 HYPOTHESENTESTS

DEFINITION 4.1.9 (BESTER TEST)
Ein Test ¢ von Oy gegen ©1 heiftt (gleichmakig) bester Test (engl.: UMP - uniformly most
powerful) zum Niveau «, wenn der Fehler erster Art hochstens « ist und fiir jeden Test 1)
mit Niveau « gilt:

G, (V) = Gy (V) V¥ € ©4

DEFINITION 4.1.10 (UNVERFALSCHTER TEST)
Ein Test ¢ heifit unverfilscht zum Niveau o, wenn G, (d) < o < G, (91) fiir alle Y9 € O
und ¥ € ©;.

Bemerkung 4.1.11 (Beziehungen zwischen Tests und Konfidenzbereichen)

Sei (%, F, (Pﬂ)ﬁee) ein statistisches Modell. Ist C: X — P(©) ein Konfidenzbereich zum
Trrtumsniveau a € (0,1) und Yo € O, so ist {x € X : Jg ¢ C(x)} der Ablehnungsbereich eines
Test von Hy : 9 = ¥y gegen Hi : ¥ # ¥y zum Niveau «. Ist umgekehrt fiir jedes 9y € © ein
nicht-randomisierter Test fiir Hy : ¥ = ¥ gegen H; : ¥ # 9 zum Niveau « gegeben, so ldsst

sich daraus ein Konfidenzbereich zum Irrtumsniveau o gewinnen (HA 9.1, [2, Aufg. 10.1]).0
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4 HYPOTHESENTESTS

4.2 | Neyman-Pearson-Lemma

DEFINITION 4.2.1 (NEYMAN-PEARSON TEST)

Seien O := {0, 1} mit O = {k} fiir k € {0,1} sowie Py und P; Wahrscheinlichkeitsmafe
auf (X, F) mit Py # P;. Seien p ein o-endliches Maf auf (X, F) mit Po,P; « p (z.B.
1= 1 (Po +Py)) und p die zugehérigen Likelihoodfunktion sowie

2el) - wenn p(x,0) > 0,

R(z) == p(x,0)?
0, sonst
der Likelihood-Quotient. Likelihood-
Ein Test ¢ ist ein NEYMAN-PEARSON Test (NPT), wenn ein ¢ € [0, 00) existiert mit Quotient
=1, R(z) > c,
(P(Q?) = Ov R(.’I?) <gc,

€[0,1], R(z)=c.

Je groRer R(x) ist,
desto eher wird man
sich fiir die

Sei a € (07 1) Alternative Py

@ Es existiert ein NEYMAN-PEARSON Test ¢ mit Eo[p] = a. entscheiden.
@ Jeder NEYMAN-PEARSON Test mit Eo[p] = a ist ein bester Test zum Niveau

SATZ 4.2.1: NEYMAN-PEARSON LEMMA (1932)

Q.

Beweis. (1) Wihle ein ¢ € [0, 0), sodass Po[R(z) > ¢] < a und Po[R(z) = ¢] > o. Dann
ist ¢ das a-Fraktil von Pg o R™!. Dieses c existiert, denn unter der Nullhypothese ist

p(x,0) fast sicher positiv, das heift p(z,0) > 0 gilt Po-fast sicher.

Fall 1: Po[R(z) = c|] = 0. Dann folgt Po[R(x) > c] = a und fiir ¢ := Tz~ ist ein
NEYMAN-PEARSON Test.

Fall 2: Py[R(z) = ¢] > 0. Dann gilt v = % € (0,1], da Po[R(z) > ] +

Po[R(z) = c] = Po[R(x) = ¢] = a. Wir definieren

1, R(z)>c¢,
e(x) =40, R(z)<ec,
s R(ZL’) =c

Dann ist ¢ ein NEYMAN-PEARSON Test und Eg[¢] = 1-Po[R(X) > ¢]+v - Po[R(X) =
c] = a.

@) Sei @ ein Nevyvan-PrarsON Test mit Eo[g] = o mit Schwellenwert ¢ € [0, 00) und 1)
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4 HYPOTHESENTESTS

ein beliebiger Test zum Niveau «. Dann gilt

El [(p] — El [’(/J] = J‘:{ dPl J‘ w dPl
- f o(x) — () dPy (x) = j (p(z) — (@) pla, 1) du(a).
X X

Gilt ¢(z) — ¢(z) > 0 fiir ein z € X, dann ist ¢(x) > 0 und somit R(z) > ¢, also
p(x,1) = ¢p(z,0) (auch wenn R(z) = ). Ist p(z) — ¢(r) < 0 fir = € X, dann ist
o(x) < 1 und somit R(x) < ¢, also p(z,1) < cp(z,0).

Also folgt
| (et = veota ) an(e) > ¢ | (ola) = via)ola.0) (o)
= >Co ,(]E(i[@] - Ei[w]) > 0.
) >0 0
Beispiel 4.2.2 (Miinzwurf-Gliicksspieler) 15.06.2022

Die Dichte beziiglich des Zahlmafkes auf {0, ..., n} ist p(z,9) = (7)9*(1 — 9)"~*. Dann ist

3 1
R(x) — p(l‘, 4) _ /(Z)/?) 4n — 31’2771

p(z3) (L

Fir n = 10 wollen wir den besten Test zum Niveau o = bestimmen.

m

Fiir ¢ € [0, 00) gilt

Po[R(x) > ¢] = Po[372710 > ¢] = Py[3" > 2'%] = P |:.’L‘ > 111(210(:)] )

1
In(3)

Wir wihlen also ¢ so, dass ﬁ In(2'%) ein a-Fraktil von Py ist.

Po(X = k) = (f) 210

Es gilt

und somit
Po(X = 10) = —— ~0.001  und  Po(X = 9) = —— ~ 0.010
1024 512
und daher Py(X € {9,10}) ~ 0.011. Somit ist 9 das a-Fraktil von Py (das heifit Py(X >
9) < a < Py(X > 9)). Wir withlen ¢ € [0,0), sodass In(21%) = 9 ist (das heit

c=271039 = 19683 5 19.2) und

1
In(3)

a-PyR>c) a-Py(X>9) 15-55 6

Po(R=c¢)  Po(X=9) 25°
Somit ist der beste Test
1, wenn R(z) > ¢, 1, wenn X > 9,
() =1 £, wemn R(z)=c¢, ={ &, wenn X =09,
0, wenn R(z) <c¢, 0, wenn X <9,

16.06.2022
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4 HYPOTHESENTESTS

SATZ 4.2.2: LEMMA VON STEIN (1952)

Im unendlichen Produktmodell (%, F, (Pﬁ)ﬂe{o’l}) = (EN,QE®”, (Q%n),&e{o,l}) mit
Qo # @1 betrachten wir fiir jedes n € N den NEYMAN-PEARSON Test ¢, mit
Eo[¢n] = @, wobei a € (0,1) fest ist. Dann gilt

lim 1 In (1 = Ei[en]) = —H(Qo, Q1)

n—ow N

Insbesondere konvergiert E; [, ] exponentiell gegen 1.

Beweis. Siche [2, 10.4]. O

Wir sehen nun, das die obigen Aussage nicht mehr richtig ist, wenn wir zweiseitige Testpro-
bleme betrachten (und dafiir brauchen wir mindestens drei Wahrscheinlichkeitsmafse).
Beispiel 4.2.3 (Miinzwurf)

Seien © = {1, 1,3}, X = {0,1} und Py({1}) = ¥ sowie Py({0}) = 1 — ¥.

Fall (a): O = {3} und O, := {1, 3}. Wir zeigen, dass es keinen besten Test zum Niveau
a € (0,1) gibt. Sei ¢: X — [0,1] ein Test zum Niveau «.. Dann gilt a > Eo[¢] = 3¢(0) +
2¢(1). Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit sei ¢(1) > ¢(0). Wenn ¢ ein bester Test zum
Niveau « ist, dann wihle ¢: X — [0, 1] mit ¢(0) > (1) und (0) + (1) = 2a. Es folgt

e, (i) — B3 [6] = S0+ 26(0) = 1 (1) + 6(0)) + 50(0) > a

sowie
1 1 3 1 1
) = Eifp] = Se(1) + 2e(0) = - (p(1 Zo(0) < a.
Go (1) = B3l = 10(0) + 26(0) = (1) + 6(0) + 36(0) < @
<s <2
Es folgt Gy, (1) < Gy(3), es gibt also keinen besten Test.
Fall (b): ©9 = {;} und ©; := {1, 2}. Sei ¢ ein Test mit Eife] = 10(1)+30(0) = . Wiihle
¢(1) maximal unter den Nebenbedingungen 1¢(1) + 2(0) = a und ¢(1), ¢(0) € [0,1].
Wir zeigen, dass ¢ ein bester Test ist. Fiir p € [1,1] (insbesondere fiir p € {1,2} gilt fiir
jeden Test 1) zum Niveau o
Eplp] = p- (1) + (1 = p)¢(0) = p(4a = 3¢(0)) + (1 — p)¢(0)
=4dap+ (1 —4p)¢(0) = 4ap + (1 — 4p) ¥(0) = E,[v].
|\ —

<0

Also ist ¢ ein bester Test. o
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4.3 | Beste einseitige Tests

DEFINITION 4.3.1 (WACHSENDE LIKELIHOODQUOTIENTEN)
Ein Standardmodell (%, 5, (]P’ﬁ)ﬁe@) mit ® < R hat wachsende Likelihoodquotienten
beziiglich einer Statistik 7: X — R, wenn fiir alle ¥; < ¥ und Ry,.9,(z) = %

gilt, dass Ry,.9, (z) = f9,:9,(T(x)) fiir eine streng wachsende Funktion fg,.9, : R — R gilt.

Beispiel 4.3.2 (Exponentielles Modell hat wachsende Likelihoodquotienten)
Jedes exponentielle Modell beziiglich T hat wachsende Likelihoodquotienten beziiglich T

oder —T', denn

_ p(@,92) _ exp(a(¥2)T(x) — b(V2)) bhka]
Rﬁziﬂl (:C) = =
p(x,01)  exp(a(V1)T(x) — b(d1)) bh
exp ((a(%) - a(ﬁl))T(x) +b(V1) — b(l%)) .
Also ist fiir 93 > % Ry,.9, = fo,0,(T(x)) mit y — fy,.9,(y) streng wachsend, wenn a
streng wachsend ist. Ist @ hingegen streng fallend, ersetze a durch —a und 7" durch —7". ¢

SATZ 4.3.1: WACHSENDE LIKELIHOODQUOTIENTEN — 3 BESTER TEST
FUR EINSEITIGES TESTPROBLEM

Sei (.’f, F, (Pﬁ)ﬂe@) ein Standardmodell mit ® < R und wachsenden Likelihood-
quotienten. Dann existiert ein bester Test zum Niveau « € (0, 1) fiir das einseitige
Testproblem Hy : ¥ < 99 € © gegen Hp : 9 > ¥g. Dieser hat die Gestalt

1, wenn T'(z) > c,
o(x) =1 v, wenn T(z) =c,

0, wenn T'(x) < ¢,

wobei sich ¢ und v aus der Bedingung G, (%) = « ergeben. Die Giitefunktion von ¢

ist monoton wachsend.

\

Beweis. Sei € (0,1). Dann lassen sich ¢ und v durch Ey,[¢] = Py, [T(z) > ] +
Py, (T(x) = ¢) < o bestimmen.

Sei ¥ > ¥y. Wir zeigen, dass ¢ ein NEYMAN-PEARSON Test zu 9y und 97 zum Niveau «
und damit bester Test zwischen ¥y und ¥ ist. Da Ry,.9, eine streng wachsende Funktion
von T'(x) ist, gilt

1, wenn Ry, .9, > f9,:9,(¢),

e(x) = { v, wenn Ry,.o, = fg,.9,(c),

0, wenn Ry,.9, < fo,:9,(C)s
also ist ¢ ein NEYMAN-PEARSON Test.
Ebenso ist ¢ fiir das eben berechnete ¢ und v ein NEYMAN-PEARSON Test zwischen ¢ und

¥ fiir ¥ < 9 zum Niveau

Eolg] = PIT(x) > c] + 1Po[T(x) = c] = B
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4 HYPOTHESENTESTS

Damit ist ¢ auch bester Test zwischen ¥ und ¥J, also insbesondere besser als der konstante
Test 1 = 8 (welcher Niveau § hat). Also gilt

Gw(a) = Gd)(g) =0= Gw(ﬁ)

und damit ist ¥ — G, () monoton wachsend. Weiter gilt

sup Ey[p] = sup G, (V) = G, (Vo) = a,
9<D 9<o

also hat ¢ das Niveau « fiir Hy gegen Hj.

Sei nun 1 ein weiterer Test von Hj gegen H; zum Niveau o und ¢, > 9 beliebig. Dann ist
1 insbesondere ein Test von ¥y gegen 1 zum Niveau a.

Da ¢ wie oben gezeigt in dieser Situation bester Test zum Niveau « ist, gilt insbesondere
Ey,[¢] = Ey,[¢]. Da 91 > 9o beliebig war, ist ¢ sogar bester Test von Hy gegen H; zum

Niveau «. ]

Bemerkung 4.3.3 Der Satz 4.3.1 gilt analog fiir Hy : ¥ = ¥ gegen H;: ¥ < ¥y. In diesem
Fall muss Ry,.y, streng monoton steigend in T fiir ¥5 < ¥; sein. o

Beispiel 4.3.4 (Einseitiger GAUss-Test mit bekanntem Erwartungswert)
Sei (R", B(R)®", (N® org)o=0) das GAUss-Produktmodell mit bekanntem Mittelwert m € R.
Seien HO ¥ =99 und Hi : ¥ < Jy. Dann ist die Likelihoodfunktion p; fiir n =1

p(2,9) = ﬁ exp (2119(35 - m)2> — exp ( 2119 (2 —m)? — ;111(2#19)) .

Sei Ty (x) = (z —m)?2. Dann ist das Modell fiir n = 1 exponentiell beziiglich 7} und somit
ist das Produktmodell ebenfalls exponentiell beziiglich T'(z) = 3" | T (2x). Somit ist
Satz 4.3.1 anwendbar und der beste Test ¢ zum Niveau « € (0, 1) hat den Verwerfungsbereich

{Z(xk—m)2 <nc}7
k=1

wobei ¢ 50 ist, dass Py, (37_, (X —m)2 < ne) = a. Mit Xy—m = /0¥, wobei Y,..., Y, ~
N(0,1) unabhiingig unter P sind, gilt

(i X, —m <nc>—P<ZYk ZS):F(ZS)

wobei F die Verteilungsfunktion einer y2-verteilten Zufallsvariable ist. Somit ist ¢ = ndg F 1 (a).0
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4.4 | Likelihood-Quotiententest

DEFINITION 4.4.1 (LIKELIHOOD-QUOTIENTENTEST)

In einem Standardmodell sei

su x, ¥
R(l‘ o Pyeo, P( )
SUpyeo, A(, V)
Ein Test
1, wenn R(z) > a,

p(z) =
0, wenn R(x) < a.

mit a > 0 heifst Likelihood-Quotiententest (LQ-Test).

Ist R grof, spricht viel fiir ©1, da es dann ein ¥; € O gibt, sodass p(z,¥1) » p(x, ) fiir alle
9 € Qg gilt.

Bemerkung 4.4.2 LQ-Tests sind nicht immer beste Tests, auch wenn welche existieren
(analog zu Maximum-Likelihood-Schétzern, welche nicht immer beste Schétzer sind), aber
oft ,,gut®. o
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4 HYPOTHESENTESTS

4.5 | Einseitige GauR-Tests

Beispiel 4.5.1 (Einseitiger GAUss-Test mit bekannter Varianz)
Betrachte (R",B(R"), (N2",);er) mit bekannter Varianz v > 0. Fiir mg € R testen wir
Hy : m < mg gegen Hy : m > mg zum Niveau « € (0,1).

Fiir mo > m; ist der Likelihoodquotient

) = p(x,mg)  exp (_i Do (ke — m2)2)
Rmzm’n( ) - p(flf,ml) - exp (_i ZZ:I('rk —m1)2)

1( )i m§+ m?
=exp| —(my—m T —n— +n—
P v ! k 2v 2v

k=1

und somit R eine wachsende Funktion von M(z) := L 37" | x). Somit hat der beste Test

die Form ¢(z) = 1/(4)>c, wobei c € R so gewihlt ist, dass

a=Eplp] = IP’mO[M(X) > c]

M(X) -

=P, l()m‘) > n(c—mo)] = 1—<1>< n(c—mo)) :
N v v

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Wir 16sen nach ¢ auf und

erhalten den Test
P(2) = Lin(aysmoty/Za1(1-a)} - o

Beispiel 4.5.2 (Einseitiger GAUss-Test mit bekanntem Erwartungswert)
Betrachte (R™, B(R"), (N %f‘v)vw) mit bekanntem Erwartungswert m € R. Wir haben be-
reits gezeigt, dass

p(r) = Tyn | (Xp—m)?<ox2 >

wobei X7 , das a-Quantil der x7-Verteilung ist, ein gleichméfig bester Test zum Niveau o

von Hy : v = vy gegen Hy : v < vq ist. o

Bemerkung 4.5.3 In den vorigen Beispielen war ein Parameter der Normalverteilung be-
kannt. Bei der Durchfithrung von Experiment sind aber iiblicherweise beide Parameter un-
bekannt. Hierfiir liefert Satz 4.3.1 jedoch keinen besten Test, da nicht © < R gilt. Eine
natiirliche Modifikation der Tests ist, den unbekannten Parameter, welcher nicht getestet
wird, durch seinen erwartungstreuen Schétzer zu ersetzen. Eine weitere Konstruktionsmog-

lichkeit fiir diese Tests ist der verallgemeinerte Likelihood-Quotient

Supﬁe@l p(l‘, 19)

R =
(x) Supﬁe@o p(l‘, 19)

mit dem Likelihood-Quotienten-Test

1, wenn R(z) > ¢,
p(x) =
0, wenn R(x) > c.

Die Optimalitét dieser Tests zu beweisen kann aufwendig sein (cf. [2, 10.4]). Wir beschréinken

uns auf die Konstruktion und die Aussagen. o
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Beispiel 4.5.4 (x2-Test fiir die Varianz)
Betrachte (R",B(R”),(J\/’%ﬁ)me&wo) und Oy = {(m,v) € Rx(0,00) : v < wvp} sowie
©1 := {(m,v) e R x(0,0) : v > vg}. Der verallgemeinerte Likelihood-Quotient ist

_n n (X—m)?
R(I) _ SupmeR,v>vo p(:lf, (m,v)) _ Supm€R1U>UO v 2 exp (_ Zk:l kQUm )

su z, (m,v -z no (Xg=m)?) "
PrmeR,v<vo p(z, (m,v)) SUD eR v, V2 €XP (_Zkzl o

Fiir M(z) = 237 | 2y, gilt

o (2 —m)? (2, — M(z))
sup exp (- 1;1 (k2v)> = exp (— 1;1 (ka())) .

meR

Wir setzen V(z) = L 30| (z), — M(x))2 Dann gilt

T n

_n V(x)
Supv>v0 v oz exp <—TLT)

R(z) =

_n V(x)
SUD, <y, V2 €Xp | N,

exp (% (V(‘T) —1In (V(w)) - 1)) ,  wenn V(z) > v,

Vo

- exp (fg (VU(:) —In (V5:)> - 1)) , wenn V(z) < vp.

Somit ist R(x) strikt monoton wachsend in V'(x) und der Likelihood-Quotiententest hat die
Form ¢(z) = 1{y(4)>c;. Wir haben bereits gezeigt, dass %V(X) ~ x2_,. Es kann gezeigt

werden, dass

X)=1
90( ) {22:1 (wk—M(w))2>U0Xi—1;1—a}’

wobei X7 1, das a-Fraktil der x_,-Verteilung ist, ein gleichméRig bester Test ist. o

Bemerkung 4.5.5 Fiir den rechtsseitigen Test mit ©g = {(m,v) € R x(0,0) : v = vy} und
©1 = {(m,v) e R x(0,00) : v < vo} existiert allerdings kein gleichméfig bester Test. Hierfiir
muss man sich auf den unverfilschten Test einschrénken. o
Beispiel 4.5.6 (t-Test fiir den Erwartungswert)

Betrachte (R™,B(R"), (NS )mer,v=0) und O = {(m,v) € Rx(0,00) : m < mo} sowie
01 = {(m,v) € R x(0,00) : m > mg}. Der verallgemeinerte Likelihood-Quotient ist

(Z)_E , wenn M(z) < my,

R(z)=3 /.
(%) ’ ,  wenn M(z) > my,

wobei V(z) = L 30 (v —m)? und V(z) == L 30| (21 — M(a?))2

T n

Aufserdem gilt

1% 1 . [ n
V =1+ mTﬁLO mit TTTLO = W(M(x) - mo).

Dann ist R strikt monoton wachsend in 7,,, und der Likelihood-Quotienten-Test hat die
Form

p() = Lz, (2)>c} -
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4 HYPOTHESENTESTS

Wir wissen bereits, dass T),,, t,—i-verteilt ist. Es kann gezeigt werden, dass

90(1') = H{Tm0($)>tn71,1fa}

der gleichméfig beste Test zum Niveau « innerhalb der Klasse der unverfilschten Tests ist,

wobei ¢, 11—« ist das a-Iraktil der ¢,_;-Verteilung ist. o
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5 ASYMPTOTISCHE TESTS UND RANGTEST

Asymptotische Tests und Rangtest

5.1 | Anpassungstests

Wie testet man, ob ein Wiirfel fair ist? Wir betrachten allgemeiner E = {1,..., s} fiir s > 2.
Dann ist © = {0 = (J(k)) € [0,1]% : 37, U(k) = 1} die Menge aller Wahrscheinlich-

keitsmafle auf E.

keE

Das zugehérige unendliche Produktmodell ist (E®N, 2(E)®N (98N),0). Fiir gegebenes
p e O mit p(k) > 0 fiir alle k € £ (z.B. p = (L,...,1) beim Wiirfel) soll die Hypothese
Hy : 9 = p gegen die Alternative H; : ¥ # p getestet werden. Seien Oy = {p} und
6, = 6\{p}.

Seien X,, das (E-wertige) Ergebnis des n-ten Wurfes und h,, (k) == #{j < n: X; = k} die
absoluten Hiufigkeiten und L, (k) := Lh, (k) die relativen Hiufigkeiten. Dann ist L, ein

n

Konnen wir diese

Prozedur auch
anwenden, wenn

p(k) =0 gilt?

zufélliges Wahrscheinlichkeitsmafs.
Wir betrachten fiir festes n € N den LO)-Test

B _ supyeo, [y O(R)" ™ supyeq [Thy (k)" ®)
R, (z) = Rp(z1,...,@n) = £ ™0 = 2 RO
[Tezy p(k)"en [ Tizy p(k)"n
wobei die letzte Gleichung aus der Stetigkeit des Zahlers in ¥ und der Dichtheit ©; < ©

folgt.

Der Zihler ist gleich [T, _; L, (k)" (das ist leicht zu iiberpriifen’, cf. [2, Bsp. 7.7]). Daher
gilt
R, (z) =
=I5

In (Rn(x)) =n Y. Ly(k)In
k=1

Somit hat der LQ-Test die Form

und somit

N
~

3
~—~
=

1, wenn nH(Ly;p) > ¢,
SO =
! 0, wenn nH(Ly;p) <c.
fir ein ¢ = ¢,, € R.

Wie kann man zu gegebenen « € (0,1) und n € N das ¢ so berechnen, dass ¢, Niveau « hat?

Nota bene. Es ist (hy,(k));_; € {0,...,n}® unter P, multinomial verteilt: fir kq,..., ks €
{0,...,n} mit 337 k;j = n gilt

B (1 (0))5r = (5)50) = ey [T )

61st ¥(k) = 0 fiir ein k € E, so ist die zu maximierende Funktion gleich Null. Wir kénnen also annehmen,
dass stets ¥(k) > 0 gilt. Wir maximieren stattdessen In ([T _, ﬁ(k)h"(k)) =nY5_1 Ln(k)In (9(k)) unter der
Nebenbedingung >} _; 9(k) = 1. Die LacraNGE-Funktion ist £(9, ) := >3 _; (nLn (k) In (9(k)) + M (k)) —
A. Nullsetzen der ¥-Ableitung von L ergibt %)\ = Lﬁ"(g;) fiir alle k € E. Also ist Lﬂ"(g) konstant, wir nennen
diese Konstante Cy, > 0. Mit der Nebenbedingung folgt 1 = 7 _, 9(k) = & Dho1Ln(k) = & und somit
Cn =1, also ¥(j) = Ln(j).

(0]



5 ASYMPTOTISCHE TESTS UND RANGTEST

Damit kann man prinzipiell das ¢ zu « berechnen. Fiir grofse n ist dies aber mit sehr viel
Aufwand verbunden.

Lemma 5.1.1 (Asymptotik fiir nH (L,; p))
Sei

Dann gilt

k=1 p(k) p(k) p(k)
) n _ Ln(k) = Ln(k) n Ln(k) 1 Ln (k) _ ?
=n 2, olh) (1 i S ) 3 Gy ) )
= Y p(k)g(Yin)
k=1
wobel wir in (x) verwenden, dass Y, _, p(k) = X1 _; Ln(k) = 1 gilt sowie Y ,, := L,;Eg;) und
g(x) =1—z+xIn(z) — %(x —1)%
Dann ist g auf (0,90) glatt mit g(0) = 3, g(1) = 0, ¢’(1) = ¢”(1) = 0. Also ist
g1 +2)=0(zP)  2\0.
Es gilt
n —1)2) = n Ln(k)i ’ __n —n 2
B, (i) =05 | () 1) | < 2, 1) - o)
1 1 1 (**)
= " p(k)(1 = p(k)) = m(l —p(k)) < )
=V [Bin (n,p(k:))]

da hy, (k) ~ Bin (n, p(k)). Also folgt fiir C' > 0 mit der CHEBYCHEV-Ungleichung (C)

©  E[|Yin— 12
Pp(lYk,n—1|<C)—l—]}»p(|yk,n_1|> C) > - ElYien —1P]

Vn Vn (g)Q
N
zlinE[|Yk,n—1|2] (;)17 1 cox
C? p(k)C?

gleichméfig in k£ und n.
Also gilt auf der Menge |, — 1] < % fir alle j € {1,...,s}

1
2

3
< <C) _eed L ey

nH(Ly; p) NG

Dy,
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5 ASYMPTOTISCHE TESTS UND RANGTEST

Seien nun § > 0 und € > 0 beliebig. Nach oben gezeigter Konvergenz kénnen wir C' so wéhlen,
dass IP’,)(\Ykm, -1 < %) > 1 — ¢ fur jedes n € N ist (da obige Konvergenz unabhéngig von

n war). Nun wihlen wir N € N so grof, dass C~'C3ﬁ < ¢ fiir alle n > N. Es gilt nun

1 1 C
]P)p(‘nH(L”;p) - §D”79| < 8) = PP<{|nH(Ln;p) - §Dn7p| < E} n {|Yk,n - 1‘ < \/'E})
C
und es folgt die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. O

Lemma 5.1.2 (Verteilung von D,, , unter Hj)

Die Verteilung von D,, , unter Hy konvergiert fiir n — oo gegen eine x>_, - Verteilung.

-
Beweis. Der Zufallsvektor v,, = (h"(\l/);%)p(l) . (j}%’(s)) ist von der Form
Up = i Z; mit Z;:= (1{Xj1} —r(1) Lix=s) —p(1)>
n f 4 e, .
j=1 p(1) p(s)

Da die X; unabhéngig identisch verteilt sind, sind es auch die Z;. Nach dem mehrdimensiona-
len zentralen Grenzwertsatz konvergiert ﬁvn in Verteilung (oder: schwach) gegen A (0, X),
wobei fiir k,/ € E

1
V(Zuk) = o ) (L= p(k)) = 1= (k). wenn k= £
Yk = Cov ((Z1)k, (Z1)e) = — —

( ) _ PrpPe — PLPL + PrPe _ p(k)p(g) wenn k # ¢

p(k)p(£)

Beachte, dass
LA
NV

gilt. Die Matrix ¥ ist symmetrisch und positiv semidefinit und somit diagonalisierbar mit
nicht-negativen Eigenwerten. Wir zeigen, dass 0 ein Eigenwert zum Eigenvektor e, = 1/p(1) 17
ist. Fiir alle k € E gilt

D ke p(l) = Sia/p(k) + Y Shen/p(€) = (1= p(k))\/p(k) = > +/p(k)p(0)\/p(£) = 0.
/=1 (=1 =1

i#k (#k

Ferner ist A = 1 ein s — 1-facher Eigenwert von ¥, denn es gilt

-p(1) —/p(W)p2) ... —+/p(1)p(s)

s | Ve e

VP e —ple)

Der Rang von ¥ — I ist eins; dividiert man die k-te Zeile durch +/p(k), so ist sie gleich

—(v/p(1), .4/ ()T

7
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Somit 1asst sich X als
I,
Y=U 1 0 uT,
0 0

wobei U orthogonal ist. Die letzte Spalte von U ist es.
Der Vektor T, := UTV,, hat den letzten Eintrag 0, da >.;_; hy (k) = X7 _, np(k) = n gilt.
Weil U orthogonal ist, gilt ||T,|> = 1|V,|* = D,,. Da ﬁVn in Verteilung gegen
N(0,%) konvergiert, konvergiert ﬁT n gegen eine Normalverteilung mit Erwartungsvektor
(0,...,0)" und Kovarianzmatrix
1 1.\ 1 1
E|—=T,(—=T,) | =E|-UV,VIU|=U"E|=-V,VT|U
Vn A/n n n
= U™SU = diag(1,...,1,0).

Somit konvergiert die Verteilung des Vektors ﬁfn e R*! (das Tilde bedeutet, dass wir
den letzten Eintrag weglassen) gegen N (0, I;_1).

Also konvergiert D, , = ||T, | = %HTnHQ in Verteilung gegen eine y2_,-Verteilung. O

Bemerkung 5.1.3 Damit kann man fiir vorgegebenes Niveau a € (0,1) die Konstante ¢
aus dem LQ-Test approximativ so bestimmen, dass das Niveau ungefahr gleich « ist. o
Bemerkung 5.1.4 Der obige Test heifit y?-Anpassungstest (engl: goodness of fit). o

Beispiel 5.1.5 (Urnenexperiment mit Zuriicklegen / MENDELs Erbsen)
Betrachte E := {1,..., s} und den Beobachtungsraum X := E™. Dies modelliert s verschie-

dene Kugeln in einer Urne und n Ziehungen. Wir wéhlen
0:= {19 = (W)= € [0,1]°: Y 9(j) = 1},
j=1

die Menge aller moglichen Verteilungen fiir den ersten Zug, wobei ¥(k) die Wahrscheinlichkeit
darstellt, die k-te Kugel zu ziehen.

Wir haben eine Vermutung p € O fiir die Verteilung und wollen Hy : 9 = p gegen Hy : ¥ # p
testen. Fir k € {1,...,s}, zihlen wir, wie oft wir die k-te Kugel gezogen haben; h, (k) =
{je{l,...,n}: X; = k}|. Wir definieren

 (ha(k) = np(k))*
,;1 np(k) '

Dy, =

Dann ist ¢ = 1(p, ) fiir ein ¢ € R der x2-Anpassungstest. Fiir groke n withlen wir

ci= Xi_m_a, also das (1 — a)-Fraktil der y2-Verteilung mit s — 1 Freiheitsgraden.

Betrachte zum Beispiel MENDELs Erbsen, ein Experiment zur Vererbungslehrer, wobei die
Form (rund (A) oder kantig (a)) und die Farbe (gelb (B) oder griin (b)) von Erbsen beob-
achtet wird.

Die Nullhypothese ist, dass rund und gelb dominante Merkmale sind und das Héaufigkeits-
verhéltnis 9:3:3:1 ist.

Wir definiere also E := {AB, Ab,aB,ab} und X := E" sowie © = {0 = (9(k))rer : Yap +
19,4[, + ﬁaB + ﬁab = 1} und p = (%7 %’ %7 Tl(i)

x>
Anpassungstest
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Fir a = 0.1 ist X%o.g = 6.3. Der zugehorige y2-Anpassungstest ist Lip, ,>6.3}-
Wir haben die folgenden n := 556 Beobachtungen gesammelt

AB|Ab|aB|ab
315 | 108 | 101 | 32

Dann ist
_ (315556 f%)2_+ (108 — 556 - 2)* (101 —556- 2)° (32— 556- J%)Q
n,p 9 3 3
556 - 556 - = 556 - 2 556 -
—0.47.
Da D, , = 0.47 < 6.3 = X3 ¢ ¢ ist, lehnen wir die Nullhypothese nicht ab. 3

Frage. Angenommen, wir wihlten £ = R anstatt £ = {1,...,s} und F sei eine vorgege-
bene Verteilungsfunktion auf R. Wir wollen im Produktmodell die Hypothese F' gegen alle
anderen Verteilungsfunktionen auf R testen. Wir kénnen den LQ-Test nicht verwenden, da
dieses Modell kein Standardmodell ist (es existiert kein dominierendes Maf pg, sodass alle
Wahrscheinlichkeitsmafie absolut stetig beziiglich o sind). Die Nullhypothese ist, dass F
die Verteilungsfunktion ist.

Bemerkung 5.1.6 Eine Moglichkeit, welche wir jedoch nicht verfolgen werden, ist es, R in
disjunkte Intervalle zu zerlegen (,Gruppenbildung®) und dann den x2-Test anzuwenden. o

Bemerkung 5.1.7 Dieses Problem ist nicht parametrisch. o

Die folgende Aussage fithrt uns zu einem verniinftigen Test.

SATZ 5.1.1: GLIWENKO-CANTELLI

Seien X7, X5,... unabhéingig identisch verteilte reelle Zufallsvariablen mit Vertei-
lungsfunktion F' und F,(t) =
funktion. Dann konvergiert F;, fast sicher gleichméfig gegen F'.

%ZZ=1 1(x,<¢ fiir t € R die empirische Verteilungs-

Beweis. @ Punktweise Konvergenz ist klar, denn fiir festes t € R gilt nach dem starken

Gesetz der grofien Zahlen

1 ¢ :
= Z o<ty —~ E[lix, <} = P(X1 < t) = F(t) fast sicher.

@ Gleichmifig Konvergenz. Fiir t € R gilt

n

i o (s) = 1 3] £

X<t —> E[X; <t]=P(X1 <t) = li}'r}5 F(s) fast sicher.

Seien N € N fest sowie z; = inf {t € (—o0,0) : F(t) > JN} fir j € {0,...,N}. Dann
gilt

— V=TS L1 ... K TN K 0.

79

Es ist nicht klar,
dass es einen globale
Nullmenge gibt, auf
der F,, > F
punktweise fast
sicher aufierhalb
jener Nullmenge gilt.

s
/
W Aon

Abb. 12: Die Vertei-
lungsfunktion F' in-
duziert eine Partiti-
on von R iiber die

(xj)év:O'
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Dann gilt wegen @

R, = j {rlnaXN} (|Fn(xj) - F(.%'])| + |Fn(xj_) - F(Z‘]—)D s 0 fast SiCher’
je{1,...,

wobei G(z—) = lim, », G(y) den einseitigen Grenzwert bezeichnet.

Fir z € (z;_1,z;) gilt, da Verteilungsfunktionen monoton wachsend sind,

1
F,(z) < Fp(z;—) < F(zj—)+ R, < F(z)+ R, + —

N
1
Fu(z) 2 Fu(zj-1) 2 F(zj-1) = Ba > F(2) = Rn —
und somit 1
|F,(z) — F(x)] <Rn+ﬁ Vo e (zj_1,).
Es folgt
1 n—o0 1
sup | F; - F <R, +—-——> —
Sup [P (@) = F(2)] < B+ N
und somit 1
limsup |[Fy, — Flo < = fast sicher.
n—o0 N
Da N € N beliebig war, folgt die Aussage. O

Warnung. Sind F und F,, Verteilungsfunktionen und F, (t) 22%, F(t) fiir alle t € R gilt,
so folgt nicht |Fy, — F|loc — 0.

DEFINITION 5.1.8 (KOLMOGOROV-SMIRNOFF TEST)
Ein KOLMOGOROV-SMIRNOFF TEST (oder: KS-Anpassungstest) ist ein Hypothesentest fiir
die Nullhypothese F' im n-fachen Produktmodell, welcher die folgende Form hat.

1, wenn |F, — F|x > ¢,
p(z) =

0, wenn |F, — F|s <c.

Bemerkung 5.1.9 (Berechnung von |F,, — F|)
Sind die X3, ..., X, sind aufsteigend sortiert und F' stetig, gilt

k—1 k
F, —Fl, = F(X,)—- —,— - F(X
[ Fn lloo keglaxn}< (X&) n 'n ( k))7

----- A

4» IR-Fl
das heifst, der betragsméfig grofte Abstand zwischen F' und F,, ist an einer der Sprungstel- f i
len der empirischen Verteilungfunktion, welche die Werte (%):zo annimmt (siehe auch das N

Lemma unten). Abb.  13:  Eine
Verteilungsfunktion

Die Fraktile fiir ¢ hingen nicht von F' ab und kénnen in einer Tabelle nachgeschlagen wer-  und eine empirische

den. o  Verteilungsfunkti-
on.

Lemma 5.1.10
Ist F stetig, so hingt die Verteilung von ||F,, — F|q nicht von F ab.
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Beweis. Sei A, = sup,cg |Fn(t) — F(t)| fiir n € N. Unter der Nullhypothese, dass F' stetig
ist, sind fast sicher alle x1, ..., x, verschieden. Sei X}.,, der k-kleinste Wert, das heifst X7.,, <
< Xy mit Xpp € {X5,..., X} fir ke {l,...,n}.

Es gilt
k k-1
A, = max max|— — F(Xpn), F(Xgm) — —— | .
ke{l,...,n} n n
Seien Uy = F(X}) fir k € {1,...,n}. Die sind unabhingig identisch gleichverteilt mit
Verteilung (da F stetig ist) U([0,1]) und es gilt

k kE—1
A, = max max ( — Ukin, Ugin — ) .
ke{l,...,n} n n

Also héngt die Verteilung von A,, nicht von F' ab. O
Beispiel 5.1.11 (Benzinverbrauch)
Eine zufillige Auswahl von zehn Autos eines bestimmten Typs ergab folgenden Verbrauch
in £/100km:

10.8 11.3 104 9.8 10.0

10.6 11.0 10.5 9.5 11.2

Wir testen zum Niveau « = 0.05, ob der Benzinverbrauch Ny 1 ist.

Zunéchst sortieren wir die Beobachtungen aufsteigend.

X, | 9598100 104]105] 106|108 | 11.0 | 11.2 | 11.3

Die Verteilungsfunktion von N'yg 1 ist F(z) = ®(X — 10), wobei ® die Verteilungsfunktion

einer Standardnormalverteilung ist. Dann gilt

k 1 | 2 |3 | 4 | 5 | 6 | 7T | 8 | 9|10
F(Xk) 031 | 042 | 05 | 066 | 069 | 0.73 | 079 | 0.84 | 0.89 | 0.90
F(X))—%2| 031 | 032 | 03 | 036 | 029 | 023 | 0.19 | 0.14 | 0.09 | 0.00
E_P(Xy) | =021 | —0.22 | 0.2 | —0.26 | —0.19 | —0.13 | —0.09 | —0.04 | 0.01 | 0.10

Daher ist ||F,, — F|sc = 0.36. Aus einer Tabelle erhalten wir ¢ = 0.41, da |F),, — F|lx < ¢

gilt, lehnen wir die Nullhypothese nicht ab. o
Somit ist die Verteilung von A,, gleich der von 28.06.2022
0, t<0,
Gt)=1t 0<t<l,
1, t=1

statt Fund G, (t) == 23 1y, < anstatt F,(t).
Was ist die asymptotische Verteilung von A,, fiir n — 07

Ohne Beweis. Sei V,(t) == /n(G,(t) — G(t)) fiir t € [0,1] ein stochastischer Prozess. Es
ist klar, dass fiir festes ¢ € [0,1] E[V;,(¢)] = 0 sowie V[V,,(t)] = (v/n)?> Hnt(1 —t) = t(1 —
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5 ASYMPTOTISCHE TESTS UND RANGTEST

t) (1y,,, <t eine Ber(t)-verteilte Zufallsvariable) gilt. Nach dem zentralen Grenzwertsatz
konvergiert V,,(¢) in Verteilung (haben wir nicht definiert) gegen A (0,¢(1 — t)). Unklar ist,
ob der Prozess V,, gegen einen einfacheren stochastischen Prozess in Verteilung konvergiert.
Man kann zeigen (cf. [3]), dass V;, in Verteilung im Raum D[0,1] gegen eine BROWNsche
Briicke konvergiert, das heifst gegen einen GAUSs-Prozess auf [0,1] mit einer Darstellung
V() = W(t) — tW(1) fir t € [0,1], wobei W (¢) fiir ¢ = 0 eine Standard BROWNsche

Bewegung ist.

Daraus folgt, dass die Verteilung von y/nA,, in Verteilung gegen sup,c(o 17|V ()| konvergiert.
Die Verteilungsfunktion dieser Grofe ist

P [ sup |[V(t)| <=z

0, r <0,
te[0,1]

1207 (—1)ktle=2a" 45 g,

Damit kann man fiir vorgegebenes « die Konstante ¢ approximativ so bestimmen, dass der
obige Test Niveau « hat.

Bemerkung 5.1.12 Der KS-Test lasst sich so modifizieren, dass damit das ,Zweistichpro-
benproblem® behandelt werden kann: seien X7, X, ... u.i.v. reellwertig mit Verteilungsfunk-
tion F' und empirischer Verteilungsfunktion F,, sowie Y7,Y5,... u.i.v. reellwertige Zufalls-
variablen mit Verteilungsfunktion F und empirischer Verteilungsfunktion F,. Die Vertei-
lungsfunktionen F und F sind unbekannt. Wir wollen die Nullhypothese F' = F' gegen die
Alternative F # F testen. Man wird bei n bzw. m Proben X1,..., X, sowie Y7,...,Y,, die
Nullhypothese ablehnen, wenn A, ,, = |F, — F.|e (die Groke ist verteilungsunabhéingig
wenn F und F stetig sind) grof ist (Literatur: Wikipedia, [3]). o
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5 ASYMPTOTISCHE TESTS UND RANGTEST

5.2 | x>-Test auf Unabhingigkeit

Das folgende Beispiel kommt aus [2, Bsp. 11.17].
Beispiel 5.2.1 (x2-Test auf Unabhiingigkeit)

Wir betrachten zwei ,Merkmale® mit je endlich vielen verschiedenen Auspriagungen, z.B.
Schulbildung (ungelernt, ..., Uniabschluss) und die Frage, wie stark sich die gefragten Per-
sonen durch Umweltschadstoffe beeintrachtigt fiihlen.

. Schulbildung ungelernt Uni by
Beeintrachtigung

gar nicht 212 434 169 79 45 939

etwas 85 245 146 93 69 | 628

ziemlich 38 8 74 56 48 | 301

sehr 20 35 30 21 20 126

D) 355 799 419 249 182 | 2004

Tabelle 3: Kontingenztafel zur ,,Umweltfrage®.

Sind die beiden Merkmale unabhéngig?

Allgemein: Seien A = {1,...,a}, B = {1,...,b} die moglichen Auspragungen der beiden
Merkmale. Fiir E := A x B betrachten wir das Produktmodell (E®Y, P(E)®N (98N)yq),
wobei © = {J = (ﬁ(i,j))(m)eE € (0,1)" : X yer¥(i,j) = 1}. Fiir 9 € © seien 94 =
(94(7))iea mit 94(7) = 22:119(iv j) und ¥ analog definiert die Randverteilungen von
¥ e oO.

Seien Oy == {¥ € O : ¥ = ¥4 ® ¥B} sowie O, = ©\O.

Nach n unabhéangigen E-wertigen Beobachtungen X1, ..., X, ergibt sich eine ,Kontingenz-
tafel“ mit den Eintrégen h,(i,7) == [{k € {1,...,n} : X = (¢,7)}| (absolute Hiufigkeiten).
Die normierten Werte sind Ly, (i, j) := L h,, (4, j). Ferner definieren wir Lz (i) := 2221 L,(i,7)
und analog fiir 2 sowie analog fiir B.

Wir werden ©g ablehnen, wenn L, nicht nah bei L} ® LZ liegt. Da wir ein Standardmodell
vorliegen haben, konnen wir einen LQ)-Test anwenden. Der Likelihoodquotient ist (wegen

Stetigkeit in 9 konnen wir im Zéhler wieder ©; durch © ersetzen)
~ supgeo [ (i j)ep V0, g)hn (0) B suPyeo [ (i jyer 9(i, j)he 9
SUP,®Be0, H(i,j)eE(V(i)ﬁ(j))h“(i’j) sup, [Lica W(i)hﬁ(i) Supg HjeB 5(j)h5(j)

_ [T jyer Lalis j)m 9 T <W)nLn(i,j)
[ica LA O TLep LEGID 22, \ L)L)

= exp (nH (L,; L2 @ LE)) .

Ein kleines Problem ist, dass die rechte Seite auch fiir ¢ € ©y von ¥ abhéngt. Um ein Niveau

a € (0,1) zu garantieren, miisste man sicherstellen, dass supg ., P,gs(R, > ¢) < a gilt!
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5 ASYMPTOTISCHE TESTS UND RANGTEST

Man betrachtet wie beim y2-Anpassungstest die Asymptotik fiir n — oo:

- 18 [ Lnlid) ’
D, :=nY LA)LE(j) (7 -1 .
2 LALE ()

[2, Satz 11.18] zeigt, dass unter p = v ® S der Wert nH(Ln;Lﬁ ® LB) ,nah* bei D,, liegt
und dass D,, in Verteilung gegen eine X?ail)(bi])—\/erteilung konvergiert (das Schétzen der
Z&hldichte « ,verbraucht“ a — 1 Freiheitsgrade, das Schétzen von 5 b — 1. Die Gesamtzahl
ab — 1 der Freiheitsgrade verringert sich daher um (a — 1) 4+ (b — 1) und es bleiben nur

(a — 1)(b — 1) Freiheitsgrade iibrig). o

Bemerkung 5.2.2 Beim ,,Umweltbespiel“ wird die Nullhypothese bei o = 0.01 deutlich
abgelehnt [2, S. 307]. o
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5 ASYMPTOTISCHE TESTS UND RANGTEST

5.3 | Vorzeichen- und Rangtests

Gute Quellen sind [2, Kap. 11.4] sowie [1]. 30.06.2022
DEFINITION 5.3.1 (a-QUANTIL, MEDIAN, u(Q))

Seien @ ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R,B(R)) und o € (0,1). Ein ¢ € R ist ein a-
Quantil von @ wenn Q((—0,q)) < a < Q((—x,¢]) ist. Ein %-Quantil ist der Median von  a-Quantil
Q. Ferner bezeichne p(Q) die Menge aller Mediane von Q.

DEFINITION 5.3.2 (FRAKTIL)
In der obigen Situation ist das a-Fraktil das (1 — a)-Quantil.

Bemerkung 5.3.3 Die Menge alle a-Quantile von @ ist ein kompaktes nichtleeres Inter-

vall. o

Notation. Seien fimax(Q) = max(u(Q)) und pmin(Q) analog definiert.

Beispiel 5.3.4
Beim Werfen eines fairen Wiirfels ist u(Q) = [3,4]. o

DEFINITION 5.3.5 (ORDNUNGSSTATISTIK)

Seien X7, Xo,..., X, unabhéngige reellwertige Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungs-

funktionen. (Dann sind fast sicher alle X7, X5, ..., X, verschieden.) Die Ordnungsstatistik

der Xi,...,X, sind definiert durch X;., < Xo.,, < ... < Xy, mit Xg., € {X1,...,X,}  Ordnungsstatis-
fir ke {1,...,n}. tik

Notation. Fiir a € (0,1) sei by (o) das grokte a-Quantil der Binomialverteilung B, 1.
Wir wollen testen, ob im Produktmodell der Median (welcher viel stabiler ist als der Mit-
telwert) gleich einer vorgegebenen Zahl 1o oder grofere als p (einseitiger Hypothesentest)
bzw. gleich o oder ungleich pg ist (zweiseitiger Hypothesentest).

Bemerkung 5.3.6 Hat die Zufallsvariable X eine ,stetige Verteilung” (das heifit die Ver-

teilungsfunktion ist stetig), so gilt
P(X € M(Q)) = ]P)(/f'min(Q) <X < MmaX(Q))

= P(X < ptmax(Q)) = P(X < ptrnin(Q)) =

Den folgenden Satz kann man auch (in ungenauerer Fassung) in [2, Satz 8.19] finden.

SATZ 5.3.1: KONFIDENZINTERVALL FUR MEDIAN IM PRODUKTMODELL

Seien n € N, a € (0,1) sowie k = b,(5). Dann ist [Xp.p, Xp—g11:] im Produkt-
modell Q™ mit stetigem @ ein Konfidenzintervall fiir 4(Q), das heifit Q®™ (u(Q) <
[Xk:annferrl:n]) = 1—o.
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5 ASYMPTOTISCHE TESTS UND RANGTEST

Beweis. Es gilt

n " n a
Q¥ (X > pmin(Q)) = Q% (Z Lix, <pmim(@)} < k) =B, ({0....k=1}) < 5
j=1
und ebenso
o
Q®n (Xn—k+1:n < ,Ufmax(Q)) <...< 5,
also folgt
n a o
Q® (N(Q) < [Xk:n7ank+1:n]) =>1- 5 - 5 =1—-« 0

Beispiel 5.3.7 (Vorzeichentest (engl. signed test))
Zwei Diinger sollen verglichen werden. Sind beide gleich gut? Eine Alternative ist ,Diinger

2 und Diinger 1 sind verschieden, eine andere ist ,,Diinger 2 ist besser als Diinger 1

Versuchsanordnung. Jedes von n Feldern wird in zwei gleichgrofe Teile geteilt und dort
Diinger 1 bzw. Diinger 2 verwendet. Die Ertrage der Feldern seien (Y1, 21),...,(Ya, Z,),
wobei Yj, der Ertrag auf Feld & mit Diinger 1 und Z; der Ertrag auf Feld & mit Diinger 2
sind. Da die Felder unterschiedlich sind (z.B. Bodenbeschaffenheit, Mikroklima, ...), nehmen
wir nicht an, dass die Paare ((Vi,Zp)),_, identisch verteilt sind. Da globale Ereignisse
(Hochwasser, Diirre, Sturm, ...) auftreten koénnen, welche alle Felder betreffen, wollen wir

nicht annehmen, dass die Paare ((Yk, Zk))::1 unabhéngig sind.

Als Nullhypothese wéhlen wir, dass nicht nur Y3 und Zj fiir jedes k die selbe Verteilung
haben, sondern sogar (Yy, Zx) die selbe Verteilung hat wie (Z,Y)). Weitere Annahmen
(unter der Nullhypothese) seien, dass die Xy = Y}, — Zj stetige Verteilungsfunktionen Fj
fir k € {1,...,n} haben und das

1, X >0
I =<0, X =0
-1, X <0

fiir k € {1,...,n} unabhéngig sind. Unter der Nullhypothese hat X}, dieselbe Verteilung wie
— Xk, somit ist die Menge der Mediane von X, ein symmetrisches Intervall um die Null fiir
alle ke {1,...,n}.

Wir lehnen die Nullhypothese ab, wenn im zweiseitigen Fall die Anzahl der Einsen unter
den Iy, ..., I, stark von % abweicht (das heit | Y7 ; Iy| ,.grok*). Die entspricht einem Test

auf Fairness einer Miinze beim n-fachen unabhéngigen Werfen.

Allgemeiner: Seien X;, Xo,..., X, reelle Zufallsvariablen. Wir wollen testen, ob alle Ver-
teilungen den Median j1 (vorgegebene Zahl) haben (oben ist u = 0). Die einzigen Annahmen

sind, dass alle Verteilungsfunktionen Fj von X} (miissen nicht gleich sein) stetig sind und

1) Xk > Ho, .. . . . .
I, = fir k € {1,...,n} unter der Nullhypothese unabhingig sind mit
717 Xy < Ho

P(I = 1) = P(I, = —1) = 3 fiir alle k € {1,...,n}. Die Nullhypothese wird abgelehnt,

wenn | >_, Ix| ,verdéchtig® groR ist. Ein Test zum Niveau a lisst sich durch Quantile

by (a) von Bn,% bestimmen. o Wie kann man

den Schwellen-

wert bestimmen?
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Rangtests

Ist Diinger 2 besser Diinger 1 oder sind beide gleich gut? Diinger 1 wird auf £ Feldern
verwendet und Diinger 2 auf ¢ Feldern. Die Ertrage seien Xi,..., X sowie Xgi1,...,X,
mit n := k 4+ £. Wir nehmen an, dass X1,..., X,, unabhéingig sind und dass X1,..., X, die
Verteilung P haben und X, 1,...,X,, die Verteilung () haben, wobei P und () unbekannt

aber stetig sind. Ist Diinger 2 besser, so sind Xg41, ..., X, ,cher grofer als Xq, ..., X, das
heifit P > Q.

DEFINITION 5.3.8 (STOCHASTISCH KLEINER)

Seien P und @ Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R, B(R)). Dann ist P stochastisch kleiner als
@, und wir schreiben P < @, wenn P((c,©0)) < Q((c¢,0)) fiir alle c € R (oder dquivalent:
P((—0,c]) = Q((—0, ¢]) fir alle ¢ € R). Wir schreiben P < @, wenn P < @ und P # Q

ist.

Beispiel 5.3.9 (|2, 11.23])
Ist m < m’, so sind N (m,v) < N(m/,v) und Ty, < Tgpy fiir a > 0. o

Wir testen die Hypothese Hy : P = () gegen die Alternative H; : P < Q.
05.07.2022

DEFINITION 5.3.10 (RANGSTATISTIK)
Als Rangstatistik der Folge X1, ..., X,, bezeichnet man die Zufallsvariablen Ry, ..., R, mit = Rangstatistik

Ry =#{je{l,....,n}: X; < Xpn}=>1firme{l,...,n}.

Beispiel 5.3.11 (Rangstatistik)

Sind Xo < X7 < Xy < X3, so sind (Rl,RQ,Rg,R4) = (2, 1,4,3). <o
Bemerkung 5.3.12 (Rang- vs. Ordnungsstatistik) Es gilt X, = X, .. o
Bemerkung 5.3.13 Die Werte {1, ..., Ry} sind eine Permutation von {1,...,n}. o
Welche Funktionen der Rénge der Xy, ..., X} konnen wir wahlen, um zu entscheiden, ob

diese hinreichend ,klein* sind? Wir wahlen die Rangsummen.

DEFINITION 5.3.14 (RANGSUMMEN Wp, W)

Es seien W := Wp := 1 + ... + [} sowie Wqg i= Rp11 + ...+ [in.

Nach Bemerkung 5.3.13 gilt Wp + W g = Z;’:lj = %n(n + 1). Wir lehnen Hy ab, wenn W/

Hklein* ist und sonst nicht.

DEFINITION 5.3.15 (U-STATISTIK)
Die U-Statistik ist U-Statistik

k n
U="U:= Z Z Tix,.>x;1

m=1j=k+1
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Lemma 5.3.16 (Rangsumme und U-Statistik)
Es gilt W = U + 3k(k +1).

Beweis. Ordnet man die ersten Xq,..., X, so um, dass X; < ... < X}, dann dndern sich
weder I/ noch U. Seien also X1 < ... < Xj. Fir die Rénge R < ... < Ry gilt

Rm=m+#{je{k+1,...,n}: X; < X)} (33)

fiir m e {1,...,k} und somit

m=1

k ok k
W= k@Y me ) #{je{k+1,...,n}:Xj<X;€}:%k(k+1)+(.»‘i
m=1 m=1

k
:Zm:1 Z;‘L:kJrl Il(Xm>Xj} D

DEFINITION 5.3.17 (MANN-WHITNEY-U-TEST)

Ein Test der Nullhypothese Hy : P = @ gegen H; : P < () mit Ablehnungsbereich
{U < c} ={W < 3k(k+1) +c} mit c € {0,...,k¢} heilt MANN-WHITNEY-U-Test oder
WILCOXON-Zweistichproben-Rangsummentest.

Bemerkung 5.3.18 (Randfall k = £=1) Ist k = £ = 1, dann ist U = 1 genau dann
wenn X; > X5 und U = 0 genau dann wenn X; < Xs. Unter Hy ist die Wahrscheinlichkeit
P(U <1)=P( =0) =1 und P(U <0) = 0 sowie P(U/ <2) = 1.

Sei a € (0, 3). Dann gilt P(U < ¢) < « nur, wenn ¢ = 0 ist. o
Wie kann man im Allgemeinen ¢ zu « € (0, 1) wihlen, damit der MANN-WHITNEY-U-Test

Niveau « hat?

SATZz 5.3.2: U-VERTEILUNG UNTER H

Fiir stetige P und m € {0,...,k(} gilt PO (U = m) = (%)N(m; k,0), wobei
k

N(m;k,?) die Anzahl der Partitionen Z§=1 mj = m, von m in k aufsteigend ge-

ordnete Zahlen m; < mo < ... < my aus {0,..., ¢} ist.

Bemerkung 5.3.19 Die Verteilung von U héngt insbesondere nicht von P ab, wenn P

stetig ist. o
Beweis. (Idee) Sei R := {Rq,..., Ry} ist eine zuféllige k-elementige Teilmenge von {1, ..., n}
gleichverteilt (da P stetig ist) auf allen (}) k-elementigen Teilmengen von {1,...,n}. Fiir
einr = (ry,...,rp) mitry <...<rgundr; € {1,...,n}seim(r) == (mi(r),...,mg(r)) mit
mj(r) :=r;—jfirje{l,..., k}. Dannist r — m(r) eine Bijektion zwischen der obigen Men-
ge der r und der Menge aller {0,. .., ¢}-wertigen aufsteigenden Folgen m; < my < ... < my.

Weiter ist m;(r) die Anzahl alle Elemente in {1,...,n}\{r1,..., 74}, die kleiner als j sind.
Also ist 25:1 m;(R) = U, das heift >}, _, m;(R) = m genau dann wenn [/ = m, und das
ist die Behauptung. O
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Beispiel 5.3.20 (Zum Beweis)

Es bedeute 0, dass eine Realisierung zu der ersten Stichprobe stammt und 1, das sie aus der
zweiten Stichprobe kommt. Unser Ergebnis sei 10001101. Dann sind k = ¢ =4 und n = 8
sowie m1(r) = 0 und ma(r) = 2, da die zweite Null im Ergebnis an vierter Stelle steht. ¢

Bemerkung 5.3.21 Also lautet der MANN-WHITNEY-U-Test zum Niveau a € (0,1): be-
rechne - N(m;k,¢) fiir m € {0,1,...} solange, bis die Summe groRer als « ist. Wenn das

n

k
bei mg der Fall ist, dann wahle ¢ = my. o

Fiir grofe k und ¢ liefert der folgende Satz einen Test zum approximativen Niveau «:

SATz 5.3.3: HOEFFDING: U}, — N(0,1)

Seien X7y, ..., X, unabhéingig und identisch verteilt mit stetiger Verteilung P. Dann
1

konvergiert Uy, := vy, ; (Uk,e — 2k£) (der Erwartungswert von Uy ¢ ist $k¢) in Ver-

teilung gegen A(0,1) fiir k, ¢ — o0, wobei vg ¢ = 15kl(k + £ + 1).

Beweis. [2, Satz 12.28]. n
Beispiel 5.3.22

Um die Verldngerung der Reaktionszeit durch ein bestimmtes Medikament zu untersuchen,
wurden 20 Personen einem Reaktionstest unterzogen, von denen 10 zuvor das Medikament
eingenommen hatten und die anderen 10 eine Kontrollgruppe bildeten. Es ergaben sich

folgende Reaktionszeiten (in Sekunden):

behandelte Gruppe ‘ 083 066 094 078 0.81 060 0.8 090 0.79 0.86
Kontrollgruppe ‘0.64 0.70 0.69 0.80 071 0.82 062 091 059 0.63

Es ist Hausaufgabe 12.2 mit einem MANN-WHITNEY-U-Test zum Niveau « := 0.05 die Hy-
pothese zu testen, dass die Reaktionszeit durch das Medikament nicht beeinflusst wird, gegen
die Alternative einer verlangerten Reaktionszeit, und zwar (a) exakt, (b) unter Verwendung

der Normalapproximation. o

Bemerkung 5.3.23 (Zusammenhang U-Test — KS Zweistichprobentest)

Wir haben gesehen, dass der KOLMOGOROV-SMIRNOFF-Zweistichprobentest Ay o := | Fj, —
F||o, wobei Fy, resp. I die empirischen Verteilungsfunktionen von X1, ..., Xj resp. Xg1, - . .
sind, benutzt wird. Dieses Ay, héngt nur von den Rénge von Xi,..., X, ab (die Diffe-
renz erreicht ihr Maximum an den Sprungstellen...). Wir modifizieren den KOLMOGOROV-
SMIRNOFF-Zweistichprobentest, sodass er besser zur Alternative P < () passt: withle Ay ¢ ==

sup,cg Fi(z) — Fy(z), welche wieder eine Funktion der Ringe von X1, ..., X,, ist.

Beispiel 5.3.24
Es ist nicht so, dass Ay ¢ eine Funktion der Rangsumme 1/ ist. Seien zum Beispiel k = £ = 3

sowie
X1 Xy X3 ‘ Xy X5 Xe ‘ w ‘ 3,3
1 3 5 ]2 4 6|9/ %
1 2 6|3 4 5|9/ 2
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5 ASYMPTOTISCHE TESTS UND RANGTEST

Dann ist 1 fiir beide paare von Stichproben (erste und zweite Zeile) gleich, jedoch ist Ag 3
unterschiedlich. o
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Lineare Modelle und Varianzanalyse

6.1 | Einfache lineare Regression

Exemplarisch betrachten wir die Wirmeausdehnung eines Metallstabs. Fiir vorgegebene

Temperaturen t¢1,to,...,t, wird jeweils die Lange des Metallstabs X}, gemessen.
Wir modellieren die Lange als X, = 7o + vt + /0&, fir k € {1,...,n}, wobei v und v,
unbekannt sind und geschétzt werden sollen und v > 0 ein ,Storparameter ist. Letztlich

sind &1, ...,&, Zufallsvariablen, welchen den Messfehler beschreiben.

Wir miissen nicht annehmen, dass die &, unabhédngig, unkorreliert oder identisch verteilt
sind, wir nehmen jedoch E[¢;] = 0 und V[§;] =1 an.

Mit X = (X1,...,Xn), t = (t1,.. -, tn), & = (&1,...,& ) und 1 := (1,...,1) € R™ koénnen
wir das Modell knapp als X = g 1 +71t + /v schreiben.

Wir wihlen das Modell (R", B(R"), (Prv) (v,0)er? x(o,oo)) (kein Produktmodell!), wobei P, ,,
die Verteilung von o 1 +71t + \/v€ hat.

DEFINITION 6.1.1 (PRINZIP DER KLEINSTEN QUADRATE, KQ-SCHATZER)
Das Prinzip der kleinsten Quadrate (,Jeast squares®) wahlt 4 = (%o,41) € R? so, dass der
mittlere quadratische Fehler

E, =

SN

n
DXk — 70 —ntr)”
k=1
minimiert wird. Dieses 4 heiflt KO)-Schiitzer (sofern er eindeutig ist).

Bemerkung 6.1.2 Sind alle ¢, gleich, dann ist die Losung 4 nicht eindeutig, unter anderem,
da dann ¢ und 1 linear abhéngig sind. Wir nehmen daher an, dass nicht alle ¢; gleich sind.o

SATZ 6.1.1: KQ-SCHATZER FUR EINFACHE LINEARE REGRESSION

Seien ¢ und 1 linear unabhéingig sowie M(y) == 2 3" yp und V(¢) == 2 3 2 —

M (t)? sowie c(t,y) = L (t,y) —M(t)M(y) fiir t,y € R". (Wegen t # A1 folgt V(t) >
0.) Der KQ-Schétzer des obigen Problems X = o 1 +71t + 4/v€ ist

. ct,z) . _ ctx)
=M(x)— M(t = —
und ist erwartungstreu.
Beweis. Wir erhalten 4 aus dem linearen Gleichungssystem 0 = %F7 = B%FW. O

Bemerkung 6.1.3 Dieses Modell (und damit die Aussage des Satzes) ist ein Spezialfall des
linearen Modells im néchsten Abschnitt, cf. Beispiel 6.3.5. o
Bemerkung 6.1.4 Die Menge L := {79 1 +71t : 70,71 € R} € R" ist ein zweidimensionaler

Teilraum, wenn 1 und ¢ linear unabhéngig sind und sonst ist die Dimension gleich eins. ©
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6 LINEARE MODELLE UND VARIANZANALYSE

Bemerkung 6.1.5 Ist L eindimensional, so existiert die orthogonale Projektion von x auf
L und ist eindeutig, aber die Darstellung 4o 1 +71t ist nicht eindeutig.

Beispiel 6.1.6 (Motorleistung) Ein Motor erbrachte bei n = 8 Messungen die folgende
Leistung (in kW) in Abhéngigkeit vom Drehmoment (1000 U / min):

173 ‘0.8 1.5 25 35 42 47 50 55
Xk‘8.8 14.7 228 294 382 441 478 51.5

Wir berechnen die Regressionsgerade und schétzen die Leistung fiir das Drehmoment 4000
U / min.

Es sind

1 8 1 8

M(t) = ¢ Ditp~346  und  M(X):= 5 D Xj ~ 3216
k=1 k=1
sowie
1 S 2 2 2
V(t) =5 DtE = M(t)* ~ 14.55 — (3.46)* ~ 2.56
k=1

sowie .

1

olt,z) =~ D1tk Xy — M(t)M(z) ~ 134.87 — 3.46 - 32.16 ~ 23.51.

Nach Satz 6.1.1 erhalten wir die erwartungstreuen Schétzer

c(t, x) c(t, x)

Ao = M(x) — M(t) 70 ~ 0.34 A1 = %0

~ 9.19,

also ist die Regressionsgerade 9.19¢ + 0.34. Fiir das Drehmoment 4000 U / min schitzen wir
also eine Leistung von 37.10 kW.
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6.2 | Das lineare Modell

DEFINITION 6.2.1 (LINEARE MODELL)
Seien s,n € N mit s < n. Ein lineares Modell fiir n reellwertige Beobachtungen mit unbe-
kannten Verschicbungsparameter v € R® und v > 0 besteht aus

e einer . Design-Matrix A € R™® mit vollem Rang s < n,

e einem Zufallsvektor € € R™ (,Fehler*) von standardisierten Zufallsvariablen (das heifst
& € L*(R™), E[¢] = 0 und E[¢7] = 1 fiir alle k € {1,...,n}),

e einem Beobachtungsvektor X := Ay + \/v€ € R™.

Das Modell ist (R" B(R"),(P(, ,))yer.o-0), wobei P, ,y die Verteilung von Ay + /v
bezeichnet.

Bemerkung 6.2.2 Es gilt E(, ,,)[X] = Ay.
Wir wollen einen KO-Schiitzer 4 zu X zu finden (welcher £ 37" | (X), — Av)? minimiert).

Beispiel 6.2.3 (Lineare Modelle) Die oben besprochene einfache lineare Regression ist
ein lineares Modell mit A = (1,¢) € R™?, das heift s = 2. Auch polynomiclle Regression
X, = Z?:o 'yjti + \/vé fiir k € {1,...,n} ist ein lineares Modell mit d = s — 1 und
A= (1,82, ,t%) e R™HD wobei t% == (th, ... t5)T fiir k € {1,...,d} ist. Auch ein
Modell mit mehreren Einflussgrofen X = o sin(dg - tg) + Yietk 4+ ’YQW + V€ ist

ein lineares Modell mit A = (sin(y - tx), e, W):Zl. o
Bemerkung 6.2.4 Fiir die Verteilung von &1, ..., £, kann man unterschiedliche Annahmen
machen, z.B. N'(0,E,) oder & = ... =&, mit P(§ =1) =P({ = —1) = 3.

Notation. Der Teilraum [ = L(A) = Bild(A4) = {Ay : v e R"} < R" ist rang(A) = s-
dimensional.

Wie vorher wollen wir X orthogonal auf L projizieren. Sei wp, € R™™ die zugehorigen Pro-
jektionsmatrix. Da A: R® — L < R"™, x — Az bijektiv ist, existiert genau ein 4 € R® mit
A’ﬁ/ = 7TLX.

Wie sieht 7, aus und kénnen wir eine Formel fiir 4 aufschreiben?

Lemma 6.2.5 (KQ-Schétzer fiir lineare Modelle)
Die Matriz ATA € R®® ist invertierbar und 7, = A(ATA)"1AT. Die einzige Lisung von
7 X = A% ist der KQ-Schitzer 4 = (ATA)T1ATX.

Beweis. (1) Angenommen, es gibt ein ¢ € R* mit AT Ac = 0. Dann gilt | Ac|? = (Ac)T Ac =
c" AT Ac = 0 und somit Ac = 0. Da A vollen Rang hat, folgt daraus ¢ = 0.

() Fiir X e R™ gilt
A(ATA) AT X e L
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und fiir y € R® gilt
(X —mp X, Ay) = (X —A(ATA)TTATX, Ay) = (ATX — ATAATA)TATX, y)
——

=ids,s
=(ATX -ATX,y)=0
=0
und somit X — 77X | L. Also folgt Ay = A(ATA)TATX = X. O

SATZ 6.2.1: ERWARTUNGSTREUE SCHATZER IM LINEAREN MODELL

In der obigen Situation gilt

@ 4 = (ATA)"1AT X ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir 7.

@ Sei 7 eine lineare reelle Funktion von -, also 7(7y) = '~ fiir ein ¢ € R® und alle
v € R®. Dann ist T := (¢, ) ein erwartungstreuer Schétzer fiir 7 und es gilt
T =a"X mita=A(ATA) e

@ Sind zusétzlich die &i,...,&, unkorreliert, das heit E(, ,)[&€;] = 0 fiir alle
1,7 € {1,...,n} mit ¢ # j, dann hat T minimale Varianz unter allen linearen
erwartungstreuen Schitzern fiir 7 (,T is BLUE - best linear unbiased estima-
tor®).

@ Unter den Voraussetzungen von @ und n > s ist die (korrigierte) Stichproben-
varianz

1
n—s

1 1 R
(X = mp X[ = —— (X = |[rp X[*) = —|X — 44/”

V* =

ein erwartungstreuer Schétzer fiir v.

Beweis. (1) Es gilt

E(y0)[3] = (ATA)TTATE () [X] = (ATA) 7T AT Ay = 7,

@ Es gilt

Ey)[T] = By ["4] = €T Eqy ) [3] = 'y = 7(%)
sowie

T=c"4=cT(ATA)TATX = (A(ATA) ') X = d" X,

@ Sei S: (R",B(R")) — (R,B(R)) ein linearer crwartungstreuer Schétzer fiir 7. Dann
existiert ein b € R" mit S = (b, X ) und es gilt
6.2.2
<ba A7> = IE(’y,v) [bTX] = IE('y,'u)[S] = 7(7)
= CT’Y = ]E(’Y,U) [T] = aT IE(’y,v) [X] = <a7A7>
und somit (b — a,Ay) = 0 fiir alle vy € R*, also b—a L L. Da a € L folgt a =
mrb. Dann folgt mit dem Satz von PYTHAGORAS |a| < |b|, genauer |a| = |7pb| <

[wLll|o] = |b|, wobei | - || die Operatornorm ist (orthogonale Matrizen haben immer

Einheitsoperatornorm).
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Mit 9 = (v,v) gilt
Vy[S] = Vy[T] = Ey [| (b, X ) —Eg[(b, X )] —Ey [[{a, X ) —Ey[(a, X ]|*]
FE R, [(b, X — Ay )P = (a0 X — A7)
= Ey [bT(X — Ay)(X — 47)Tb — aT (X — A7)(X — Av)"a]
XA (0T B [€€T] b — aT Eol€€TIa) = o(IB2 — [af?) = 0

(Selber iiberlegen: allgemeinere Bedingung als Unkorreliertheit unter der die Aussage
erhalten bleibt.)

(@) Darstellung der Stichprobenvarianz. Die Formel | X —7;, X|? = | X|?—|r; X |? folgt
direkt aus dem Satz von PYTHAGORAS. Mit Lemma 6.2.5 folgt | X —m X |2 = | X —A9|%.

Erwartungstreue. Seien vy, . .., v, eine Orthonormalbasis von R", sodass v1, ..., Vs

cine Orthonormalbasis von I ist. Sei I' die (orthonormale) Matrix mit den Spalten

v1,...,U,. Dann bildet I" den Raum {x € R" : 2441 = ... = x, = 0} bijektiv auf L ab.
Die darstellende (beziiglich der Basis vy, ...,v,) Matrix der orthogonalen Projektion
auf List M. = (")- ) e R"". Daher gilt 7, = ['M.I"". Sei 1 == "¢ ¢ R". Dann gilt

(n—s)V* = |X — m X[? = |49 + vog — 71, (49 + voe)|” L vle — mpef?

P == Ml =v Y
k=s+1

O [T (¢ — m6) )

wobei wir in (x) benutzen, dass Ay € L und deswegen n; Ay = Ay und in (}), dass
orthogonale Abbildungen die | - |-Norm erhalten.

Weiter gilt fir k€ {1,...,n}

Eg[n7] = Eo[(vi, €)°] = vp Eg[6€T 0} = |vg|* = 1

und somit

(n—8)Ey[V*] = (n — s)v. m
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6.3 | Das lineare GauR-Modell

Wir nehmen nun zusétzlich an, dass £ N'(0, E,, )-verteilt ist mit s < n.

SATZ 6.3.1: VERALLGEMEINERTER SATZ VON STUDENT [, 12.17]

Im linearen GAuf-Modell gelten (beziiglich P, ,)
@ #ist N (v, v(ATA)~1)-verteilt.
Wenn s < n ist, dann gelten
@ =2V st \/,2, _-verteilt.
@ LAF =2 = Lme X —Eqy,0) [X]|2 ist x2-verteilt und unabhiingig von V*.
Insbesondere ist % ist F.,_.-verteilt.
@ Ist H c L ein Teilraum mit Dimension r < s und ist A~ € /1, so ist %|7TLX —
7 X|? 7 -verteilt und unabhingig von V*. Insbesondere ist die FISHER-

Statistik
|mL X —mm X|? R
F . L(S—’"ﬁ) _B=83 |m X —7THX|2 _ |AY — '/THX|2
H,L: (?_j)y* s—r |X—7TLX|2 (S—’I‘)V*

F o s-verteilt (wegen @)

\. J

Merke, dass Satz 3.0.2 @ ein Spezialfall (mit s = 1, A = 1 und somit ist 4 der empirische

Mittelwert der Xj) von (1) und (2) ist.

Beweis. @ Da X = Ay + € gilt, ist X N(Ay,vid,)-verteilt. Da 4 = (ATA)71ATX
eine lineare Transformation von X ist, ist auch 4 normalverteilt mit Erwartungswert

Ey[4] = 7. Die Kovarianzmatrix ist

Eo[(7 =75 = 7)1 = Es[(ATA)TTAT(X — Ay)(X — Ay)TA(ATA) ]
= vEy[€€T](ATA) T = w(ATA) T

@ - @ Sei H < L ein Teilraum mit Dimension r < s und vy, ..., v, eine Orthonormal-
basis von R™ mit span(vy,...,v,) = H und span(vy,...,vs) = L. Sei T' wieder die
Matrix mit den Spalten v1,...,0, und 1 := ['T¢. Dann ist n AV(0,id, )-verteilt. Daraus
folgt @ mit (¢) und der Deﬁnltlon einer 2 _.-Verteilung.

Wieder gilt 77, = TM,I'T und analog 7y = T'M,I'T also folgt, dass

mp& — wul? = [D(My — M)TTEP? = [(Mg — M,)n|* = Z i
k=r+1

x2_,-verteilt und wegen (©) unabhingig von V*.

Fall 1: H = {0}. Dann ist r = 0, also ist |7 £|* x2-verteilt und unabhiingig von V*.
Weiter gilt

AR =) = 71 (X — Av) = T i€ = \Jomr
und somit 1|A(§ —v)|? = [7.£[%, also folgt ®).
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Fall 1: H # {0}. Sei Ay € H. Dann gilt
7TLX77THX=’/TL(A’}/+\/’T)£)*7TH(A’}/+\/’T)£)
= A9 + Vor =AY — Vurp€ = Vu(rpé — TaE)
also folgt (4). U

Seien im Folgenden s < n.

Korollar 6.3.1 (Konfidenzbereiche im linearen Gauss-Modell)
Sei a € (0,1).

(D Ein Konfidenzellipsoid fiir ~ zu Irrtumsniveau o ist
C() = {’V € Rs : |A(’y - ’?)‘2 < st,nfs;lfav*h
wobei fsn—si—a das a-Fraktil (bzw. (1 — a)-Quantil) der Fs ,,—s- Verteilung ist.

@ Fin Konfidenzintervall fiir 7(v) = ¢'+, wobei ¢ € R®, zum Irrtumsniveau o ist

c() = [cT’? — 5\/W, A+ (5\/W],

wobei § =ty _g1-a c"(ATA)~1c und tn—si—o das §-Fraktil der t,_s-Verteilung ist.
@ Sind q_ = X%—s;% und q, = X%—s;l—% die § bzw. 1 — $-Quantile von x2_,, so ist
1% V*
ct) = (-2 =97
q+ q—

ein Konfidenzintervall fiir v zum Niwveau «.

(1) Folgt aus Satz 6.3.1 (3), denn P (5 1A(y = 9)|? < fsn—s,1—a) = 1 —a nach
Definition des Fraktils.

Beweis.

@ Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit ¢ # 0, denn fiir ¢ = 0 ist 7 =0 und C(+) =
{0} offenbar richtig. Nach Satz 6.3.1 (1) ist 4 N (v, v(ATA)~1)-verteilt. Also ist /

"4 normalverteilt mit Ey[Z] = c" Ey[4] = 'y = 7(7) und

Ey [(Z = Eo[Z])(Z — Eo[Z])'] = " Ey [(5 = 1)(5 — 1) T]e 2D (AT 4) L.

Somit ist Z N (', vel (AT A) o) verteilt. Somit ist Z* = Z\/_;E;[[ZZ]] = ﬁ\/c;(z;g)flc
standardnormalverteilt. Sind Z* und V* unabhéngig, dann sind es auch Z* und (n —
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S)VT*, welche x2_-verteilt ist. Also ist /\7 L, s-verteilt. Dann folgt
Ve
Py(r(7) € C()) =Py ("4 — 6VV* < Ty < 'y + 0V V*)

< tn—s;l—% =1l-a
[v

Es verbleibt, die Unabhéngigkeit von Z* und V* zu zeigen. Aus (o) folgt *=2V* =
w_si1 M- Bs gilt

Ay = X = 7 (Ay + Vog) = Ay + Vorp€ = Ay + ol M, T7¢
—
=n
= A’Y"_\/{)F(nla"'vnmov"'vo)T'
Es tauchen nur deterministische Grofien auf, bis auf 7,...,7ns. In V* tauchen nur
Ns+1,- - -, Mn auf, also sind V* und A% unabhéngig. Da A bijektiv und bimessbar (mess-
bar und die Umkehrabbildung ist messbar) ist, sind auch 4 und V* unabhéngig. Somit
sind Z* und V* unabhéngig.

@ Einfach. O

Korollar 6.3.2 (Hypothesentests im linearen GAuss-Modell)
Sei a € (0,1).

@ t-Test fiir c'y = mg. Der (2weiseitige) 1-Test der Hypothese Hy : 'y = mg gegen

Hy : c"y # mg mit Irrtumsniveau o hat den Ablehungsbereich
{|CT’AY —mg| > ty_g1-s4/cT(ATA) eV V*} ,

und das gilt analog fiir den einseitigen Test Ho : ¢y < mg gegen Hy : c'y = mq.

@ F-Test von Hy: Aye H. Sei H c L ein r-dimensionaler Unterraum. Ist Fy 1, wie
in Satz 0.5.1 definiert, so definiert der Ablehnungsbereich

{FH,L > fs—r,n—s,l—oz}

einen Test zum Niveau « fir die Hypothese Hy : Ay € H gegen die Alternative
Hy: Av¢ H.

@ x?-Test fiir die Varianz v. Fiir vy > 0 definiert der Ablehnungsbereich

{(n - S)V* > ’onglfs;l*a}

einen Test zum Niveau « fiir Hy : v < vg gegen Hy : v > vg.
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Beweis. @ und @ sind klar durch Bemerkung 4.1.11.
() Sei 0 < v < vg. Dann gilt

v V)
Pﬁ((n - S)V* > UOXifsglfa) = Pﬁ <(7’L - 8)7 > ;0 X?Ls,la)
——
=1
V*
< Pﬂ < (TL - 8)7 > X?z—s;l—a) =«
N
n—s D

Beispiel 6.3.3 (Motorleistung (Fortsetzung))
(@ Wir testen Hy : 91 = 10 zum Niveau o = 0.05. Fiir Hy : (9) -y > 10 ist der
Ablehnungsbereich {10 — A1 > te.o.s %ﬁv*}, wobei t6.0.05 ~ 1.943. Es ist V (t) ~

2.56 sowie

8
1

VE = 5 DXk =0 —mntk)® ~ 2.5
k=1

und somit , /%%V* ~ 0.35. Da 10 — 41 > 0.68, wird Hj abgelehnt.

@ Wir bestimmen einen Konfidenzbereich fiir 47 zum Irrtumsniveau a = 0.05. Der
Konfidenzbereich mit ¢ = (0,1)7 ist C(z) = (52 — 0VV*,%1 + 6vV*), wobei § =
t6.0.975 %ﬁ ~ 2.447 - 0.02 ist. Also gilt

C(z) = (9.19 — 2.447 - 0.35,9.19 + 2.447 - 0.35) ~ (8.33,10.05).

Beispiel 6.3.4 (GAuUss-Produktmodell: Mittelwert schitzen)

Seien s = 1, A :== 1 € R" und v = m € R, dann konnen wir X = Ay + /v schreiben,
wobei £ N(0,1d,, )-verteilt sind, das heift Xy = m + /v fiir k € {1,...,n} sind unabhéngig
N (m, v)-verteilt.

Es gilt 4 = 1 = (ATA)"1ATX. Wegen ATA = n folgt /. = 2 37" | X;. Insbesondere ergibt
sich aus Korollar 6.3.2 @ ein t-Test (mit ¢ = 1) fiir die Hypothese Hp : m = my gegen die
Alternative Hy : m # myg

Beispiel 6.3.5 (Einfache lineare Regression)
Seien s = 2 sowie A = (1,t) € R"™*? fiir t € R", sodass 1 und ¢ linear unabhingig sind.
Ferner sei V(¢) .= L 3" #2 — M(t)?, wobei M(t) := 1 )"  t;. Dann gilt

T n T n

ATA= (1,071, 1) = (nZ\Z(t) :ﬁé%)

und daher (cf. [2, Satz 6.1])

o 1 nM(#?) —aM(@)) 1 1 (M) —M(t)
(474" = n2M (2) — n2M ()2 (nM(t) n ) V() <fM(t) 1 >

also
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und

e Tty L1 M) =M@ [ e Xk
y=(A"A)TAX = (_M(t> ) ) (ZZ=1thk)
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6.4 | Varianzanalyse

Siehe [2, Kap. 12.4], nicht relevant fiir die Juli-Priifung. 19.07.2022
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A WIEDERHOLUNG: GEMEINSAME VERTEILUNG UND RANDVERTEILUNGEN

Appendix

Wiederholung: Gemeinsame Verteilung und

Randverteilungen

Sind X und Y Zufallsvariablen, so ist die Verteilung von (X,Y") die gemeinsame Verteilung 25.05.2022

und die Verteilung der einzelnen Variablen X und Y sind die Randverteilungen.

Aus der gemeinsamen Verteilung von (X,Y’) kann man stets eindeutig die Randverteilungen
von X und Y bestimmen. Sind die Randverteilungen gegeben, ist die gemeinsame Verteilung
nicht eindeutig (bei Unabhéingigkeit mdglich).
Beispiel A.0.1 (Nichteindeutigkeit der gemeinsamen Verteilung)
Seien X und Y gleichverteilt auf [0, 1]. Es gibt viele Moglichkeiten, eine gemeinsame Vertei-
lung zu wéhlen:
o ist X(w) = Y(w), so gilt P[X < s,Y < ¢] = P[X < min(s,t)] = min{s,¢} fiir
s,t e (0,1).
o ist X(w)=1-Y(w),soist P[X <5,V <] =P[1l -t < X <s] =max{0,s+t—1}
fiir s,t € (0,1).
e sind X und Y unabhingig, so ist P[X < 5,V < t] = P[X < s|P[Y < ] = st fir
s,te(0,1). o

DEFINITION A.0.2 (RANDVERTEILUNG)
Seien X und Y reelle Zufallsvariablen, deren gemeinsame Verteilung bekannt ist. Die Rand-

verteilungen sind

P[X € A]=P[(X,Y)ec AxR] und P[YeA]=P[(X,Y)eRxA].

In diskreten Fall (wenn X und Y N-wertig sind), gilt

PIX =k]= Y P[X =kY =34] und PY=j=)>PX=FkY=j].
jeN keN

Im absolut stetigen Fall mit gemeinsamer Dichte f(x y gilt

@) = [ foorendy wd e = [ foon (@ de
Sind X und Y unabhéngig, so gilt

P[(X,Y)e A x B] =P[X € A] x P[Y € B].

Wiederholung: Satz von BAYES und bedingte Verteilung
Fiir A, B < Q mit P[A] > 0 und P[B] > 0 gilt

P[A~B] P[B|AJP[A]
FATBI= =5 = o
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Ist Ujel A; = Q eine Zerlegung, gilt auch

P[B | Ax]P[A]
P[A, | B] = .
I8 = 5 BB A BLA]]
Fir Zufallsvariablen X und Y ist

P[Y € A, X € B]

P[Ye A| X e B] = PIX < B]

sozusagen der Quotient aus der gemeinsamen Verteilung und der Randverteilung.

Nimmt die diskrete Zufallsvariable Y die Werte (y;)ier an, so gilt (3},c; P[Y = y;] = 1 und)

P[X € B|Y = y|P[Y =y
P[Y =y; | X e B] = S PIX € B|Y = y]P[Y = y,]°

Sind X und Y absolut stetig beziiglich des LEBESGUE-Mafes, so ist die bedingte Dichte von
X gegeben Y
fxy) (z,y)

fr(y)

also sozusagen der Quotient der gemeinsamen Dichte und der Randdichte. Analog zum Satz

fxiy(z|y) =

von BAYES folgt
fxiy(zly) = frix(y | ) fx(x)
le S frix(w | 2)fx(z)dz
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B WIEDERHOLUNG: BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT UND
ERWARTUNGSWERT

Wiederholung: Bedingte Wahrscheinlichkeit und
Erwartungswert

Was ist E[X | Y] :=E[X | o(Y)]?

Wenn Y diskret ist, existieren (p;);e; mit P(Y =y;) > 0 fiir allei € [ und )|
1. Dann gilt E[X | Y](w) = E[X | Y = y;] wenn Y (w) = y;.

Beispiel B.0.1 (Miinzwurf)

Wir werfen eine faire Miinze unabhéngig. Seien Y das Ergebnis des ersten Wurfes und X

P(Y =y;) =

iel

die Anzahl der Versuch bis zum ersten Mal Kopf. Dann ist

1, wenn Y (w) = Kopf,
E[X | Y](w) =
1+ E[X] =3, wenn Y (w)= Zahl

DEFINITION B.0.2 (BEDINGTE ERWARTUNG)
Seien (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, G = F eine o-Algebra und X € L(f2). Die
Zufallsvariable X, sodass gilt

e X ist G-messbar,
(] E[XO ]lA] = E[X ﬂA] fir alle A € G,
heifit bedingte Erwartung von X gegeben G und wir schreiben Xy = E[X | G]. bedingte
Erwartung

Lemma B.0.3 (Eigenschaften der bedingten Erwartung)
(@ Linearitit: ElaX +bY | G] = aE[X | G] + bE[Y | G],

(@ Bekanntes rausziehen: ist X G-messbar, so gilt E[XY | G] = X -E[Y | G,
(@ Unabhingigkeit: sind X und Y unabhingig, so gilt E[X | o(Y)] = E[X],
@ Konstanten: ist X = a € R, dann ist E[X | G] = a

@ Monotonie: ist X <Y, dann ist E[X | Y] < E[Y | G].

(6) JENSENsche Ungleichung: ist f: R — R konvex und f(X) € L', dann gilt f(E[X |
G]) <E[f(X) | G].

@ Turmeigenschaft: Seien H,G c F o-Algebren mit H c G, dann gilt
E[IE[X|H] |G] :IE[]E[X|G] |H] =E[X | H]
und insbesondere E | E[X | G]| = E[X].

Beispiel B.0.4 (Zweimaliger Wiirfelwurf)
Wir werfen zwei mal einen fairen Wiirfel. Seien X; fir j € {1,2} das Ergebnis des j-ten
Waurfs. Dann gilt

E[X; + X5 | X1] @ E[X; | X1] + E[X2 | X1] @ X; +E[Xy] = X, + g (34)
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B WIEDERHOLUNG: BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT UND
ERWARTUNGSWERT

Der Erwartungswert der erwarteten Augensumme bei Kenntnis des ersten Wurfs ist somit
(34) 7
E[E[X:+ X2 | X1]] = E| X1 + 3| = 7=E[X; + X2].

Letztlich ist Py[A | B] eine Zufallsvariable auf X und es gilt Py[X € A | o(T)] = Eg[1a(X) |
o(T)] beziehungsweise
Py[A|o(T)] =Eo[La | o(T)].
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C UBERSICHT: MODELLE, SCHATZER UND DEREN EIGENSCHAFTEN

Ubersicht: Modelle, Schitzer und deren Eigenschaften

X p(x, ) T T (x) E-treu | UMVU | M Reg. M exp. T reg. | T'= ML | Suff. | Vollst. | Konsist.

BERNOULLI {0,1} I (1 — 9)Lnh idpo,1] i v v X v,0=(0,1) v v v v v

Binomial {0,....,n} | (H)9*(1—0v)"" idpo 13 Lz v v X v/,0=(0,1) v v v v v
Hypergeo. {0,...,n} % T,<y idgo, .. ny o v X X / X
d i e X X v

K0 o | sonst /

POISSON No eV id(0,00) i v v v v v v v v v
e 3 (—2)® v v /
Geometrisch N.g I(1 —9)*! ido,1] 1 X X / v

Np I(1 — 9)ni id[o, 1] I v

Game show [0, 00) Uo,9 id(0,00) T(p) X X X X / v v

njll x(n) v v v

2% v X X / X v

e ([T )" v v

Exponentiell (0,00) Ye VT id(&,g@ il v v v v v / v
id i X v

Verschob. Exp. R €"" 1,00y (@) idg (1) X X X X v v
Gauss 1 R Nm.w 7/1d(0,00) V5D ek —m) v v /

id(0.00) 130 (g —m)? v v v v v v v v

Gauss I R Ny idg x (0,00) (1, 2 30 (2 — 0)?) X v v ) v/
n>1 ide w0y | (1 = S0 (2k — ,1)2) v v v ) X

Gauss 111 R Ny o2 idg I v v v v v v v v v
Gleichverteilung R Ug—1,9+1) idg 2 (za) +zm) v 3 X X / v

idg i v ? X X / v v/

LAPLACE R 1eve idg Median(xy, . .., Tnom) v v v v v v/ v v

Pareto [k, 0) 2 kY2791 id 0,00) (% g In(zy) — ln(k)) B X X v X X? v

Tabelle 4: Uberblick {iber die statistischen Standardmodelle M = (.’{, F, (Pﬁ)ﬁee) mit Kenngrofe 7 und Schétzer
T fiir 7. Wir betrachten meist das n-fache Produktmodell von M fiir n > 1. Fiir diskrete Modelle ist F = P(X)
und fiir stetige F = B(X). Letztlich ist f := %22:1 x) der empirische Mittelwert. Ist M exponentiell beziiglich T,
so sind M und T regulér und 7T ist UMVU, suffizient und vollstandig.
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