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Diese Vorlesung orientiert sich vornehmlich an [2, Kap. 7 - 12].
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1 PARAMETERSCHÄTZUNG

1 Parameterschätzung

1.1 Grundlagen und Beispiele

19.04.2022
Definition 1.1.1 (Statistisches Modell)
Ein statistisches Modell statistisches

Modell
ist ein Tripel

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

, wobei

• X ‰ H der Beobachtungs- oder Stichprobenraum,

• Θ ‰ H eine Indexmenge, der Parameterraum,

• F eine σ-Algebra auf X (die Algebra der Beobachtungen),

• Pϑ für ϑ P Θ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf pX,Fq

sind.

Bermerkung (Interpretation des statistischen Modells) Sei ϑ unbekannt. Man be-
obachtet eine Realisierung x P X, die mittels Pϑ generiert wird, und will daraus Rückschlüsse
auf ϑ oder Funktionen, welche von ϑ abhängen, ziehen. ˝

Notation. Es bezeichne stets B die Borel-σ-Algebra. Ist Y : pX,Fq Ñ
`

R,BpRq
˘

messbar,
so sind EϑrY s :“

ş

X
Y pωqdPϑpωq P r´8,8s beziehungsweise VϑrY s P r0,8s der Erwar-

tungswert beziehungsweise die Varianz bezüglich Pϑ.

Definition 1.1.2 (Statistik, Schätzer, Kenngröße)
Seien

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ein statistisches Modell und pΣ,S q ein Messraum.

• Eine messbare Abbildung S : pX,Fq Ñ pΣ,S q heißt Statistik Statistik.

• Ist τ : Θ Ñ Σ eine Abbildung, so heißt τ Kenngröße für ϑ und eine Statistik T : X Ñ

Σ Schätzer Schätzerfür τ .

Definition 1.1.3 (Erwartungstreue)
Ein Schätzer T : X Ñ Rn für τ : Θ Ñ Rn ist erwartungstreu erwartungstreu, wenn

EϑrT s “ τpϑq @ϑ P Θ.

Der Bias Biasvon T ist

BrT s : Θ Ñ r´8,8sn, ϑ ÞÑ EϑrT s ´ τpϑq.

Das Risiko Risikovon T ist
FϑrT s :“ Eϑ

“

|T ´ τpϑq|2
‰

.

3



1 PARAMETERSCHÄTZUNG

Definition 1.1.4 (Produktmodell)
Ist

`

E,E, pQϑqϑPΘ

˘

ein statistisches Modell, so ist
`

En,Ebn, pQbn
ϑ qϑPΘ

˘

für n P Ną0 das
zugehörige n-fache Produktmodell Produktmodell.

Notation. In der Situation von Definition 1.1.4 schreiben wir oft

X : En Ñ En, px1, . . . , xnq ÞÑ px1, . . . , xnq

für die Identität auf X :“ En und Xkpe1, . . . , enq :“ ek für k P t1, . . . , nu. Dann sind
X1, . . . , Xn bezüglich Qbn

ϑ unabhängig und identisch verteilt (u.i.v.) mit Verteilung Qϑ.

Beispiele statistischer Modelle

Beispiel 1.1.5 (Strahlenbelastung von Waldpilzen)
Die Strahlenbelastung von Waldpilzen soll überprüft werden. Dazu wird bei n unabhängigen
Pilzproben die Anzahl der Geigerzähler-Impulse jeweils während einer Zeiteinheit gemessen.
Ein geeignetes statistisches Modell aufzustellen ist Hausaufgabe 1.1. ˛

Beispiel 1.1.6 (Bernoulli-Modell)
Um den Wurf einer verbogenen Münze mit den Seiten "0" und "1" zu beschreiben, wählen
wir X “ t0, 1u, F :“ PpXq sowie Θ :“ r0, 1s und Pϑpt1uq “ ϑ und Pϑpt0uq “ 1 ´ ϑ, sodass
pPϑqϑPΘ alle Wahrscheinlichkeitsmaße auf pX,Fq umfasst. Es ist auch möglich, stattdessen
z.B. Θ “ r 14 ,

3
4 s zu wählen.

Um ϑ zu schätzen, wählen wir τ : Θ Ñ Θ als die Identität. Auf Σ :“ Θ wählen wir die
σ-Algebra BpΘq. Ein naheliegender Schätzer für τ ist Wäre stattdessen

z.B. Θ “ p0, 1q, ist T
kein Schätzer, da
T p0q “ 0 R Θ.

T : X Ñ Θ, x ÞÑ x.

welcher erwartungstreu ist, denn für ϑ P Θ gilt

EϑrT s “ 1 ¨ PϑpT “ 1q ` 0 ¨ PϑpT “ 0q “ 1 ¨ ϑ` 0 ¨ p1 ´ ϑq “ ϑ “ τpϑq. ˛

Beispiel 1.1.7 (Bernoulli-Produktmodell)
Um n P Ną0 unabhängige Münzwürfe zu modellieren, wählen wir das n-fache Produktmodell
des Modells aus Beispiel 1.1.6: für x P X :“ t0, 1un und ϑ P Θ :“ r0, 1s ist

Pbn
ϑ ptxuq “ ϑ

řn
k“1 xkp1 ´ ϑqn´

řn
k“1 xk .

Sei die Kenngröße τ wieder die Identität auf Θ. Ein natürlicher Schätzer für τ ist der
empirische Mittelwert T : X Ñ Θ, x ÞÑ T px1, . . . , xnq :“ 1

n

řn
k“1 xk, welcher erwartungstreu

ist:

EϑrT s “ Eϑ

«

1

n

n
ÿ

k“1

Xk

ff

“
1

n

n
ÿ

k“1

EϑrXks
loomoon

“ϑ

“ ϑ.

˛
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1 PARAMETERSCHÄTZUNG

Beispiel 1.1.8 (Binomialmodell: Anzahl der Einsen bei n-fachem Münzwurf)
Um den n-fachen Münzwurf, bei welchem lediglich die Anzahl der Einsen und nicht die Rei-
henfolge beachtet wird, zu modellieren, wählen wir X :“ t0, . . . , nu (viel kleiner als t0, 1un!),
F :“ PpXq, Θ :“ r0, 1s und die Binomialverteilungen Pϑptkuq :“

`

n
k

˘

ϑkp1 ´ ϑqn´k für k P X

und ϑ P Θ.

Um ϑ zu schätzen, wählen wir wieder τ als die Identität auf Θ. Die Statistik T : X Ñ Θ,
x ÞÑ 1

nx ist ein natürlicher und erwartungstreuer Schätzer für τ , denn für ϑ P Θ gilt

EϑrT s “

n
ÿ

k“0

T pkqPϑptkuq “
1

n

n
ÿ

k“0

k ¨

ˆ

n

k

˙

ϑkp1 ´ ϑqn´k “
1

n
¨ nϑ “ ϑ.

˛

Beispiel 1.1.9 (Lebensdauer von Glühbirnen)
Die Lebensdauer von Glühbirnen sei exppϑq-verteilt mit ϑ P p0,8q. Wir wählen das statisti-
sche Modell mit X “ p0,8q, F “ BpXq, Θ “ X und als Pϑ die Exponentialverteilungen mit
Dichte x ÞÑ ϑe´ϑx bezüglich des Lebesgue-Maßes für ϑ P Θ. Betrachte nun das zugehörige
n-fache Produktmodell.

Ein natürlicher (da Erexppλqs “ λ´1 ist) Schätzer für ϑ ist

T pxq :“ T px1, . . . , xnq :“
1

1
n

řn
k“1 xk

,

welcher schon für n “ 1 nicht erwartungstreu ist: für ϑ P Θ gilt

EϑrT s “

ż 8

0

T pxqϑe´ϑx dx “ ϑ

ż 8

0

1

x
e´ϑx dx

looooooomooooooon

“8

“ 8 ‰ ϑ.

Man kann aber fast analog zeigen, dass 1
T ein erwartungstreuer Schätzer für 1

ϑ ist. ˛

Beispiel 1.1.10 (Gauß-Produktmodell)
Zu einem gegebenen Mittelwert m P R ist

`

Rn,BpRnq, pNbn
m,ϑqϑą0

˘

das n-fache Gaußsche
Produktmodell. Die Statistik

Tm : Rn Ñ r0,8q, x ÞÑ

c

π

2

1

n

n
ÿ

k“1

|xk ´m|

ist ein erwartungstreuer Schätzer für τ : p0,8q Ñ p0,8q ϑ ÞÑ
?
ϑ (Hausaufgabe 1.2). ˛

Beispiel 1.1.11 (Nichtparametrisches Modell)
Seien X “ R, F “ BpRq sowie pPϑqϑPΘ die Familie aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf pX,Fq.
Wir können Θ als die (unendlichdimensionale) Menge der Verteilungsfunktionen F wählen1.
In diesem Fall nennt man

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

unparametrisches statistisches Modell.

Im dazugehörigen n-fachen Produktmodell wollen wir die Verteilungsfunktion ϑ “ F schät-
zen. Eine natürlicher Schätzerfür die Identität τ auf Θ ist

Tn : Rn Ñ Θ, px1, . . . , xnq ÞÑ

˜

Fn : R Ñ r0, 1s, s ÞÑ
1

n

n
ÿ

k“1

1p´8,sspxkq

¸

.

Wir nennen Fn die empirische Verteilungsfunktion empirische Ver-
teilungsfunktion

. ˛

1Eine sinnvolle σ-Algebra auf Θ wird durch die Punktauswertungen F ÞÑ F ptq für t P R erzeugt, cf. WT
II: Konstruktion des Wiener-Maßen / Brownsche Bewegung.
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1 PARAMETERSCHÄTZUNG

Beispiel 1.1.12 (Produktmodell mit Gleichverteilung)
Für das Modell

`

Rn,BpRnq, pUbn
ϑ qϑPR

˘

, wobei n ě 1 und Uϑ die Gleichverteilung auf dem
Intervall rϑ´ 1

2 , ϑ` 1
2 s sind, sind

Mpxq :“
1

n

n
ÿ

k“1

xk und T pxq :“
1

2

ˆ

max
1ďkďn

xk ` min
1ďjďn

xj

˙

zwei erwartungstreue Schätzer für den Parameter ϑ. Die Verifizierung dieser Aussage und
die Berechnung der Varianzen VrM s und VrT s ist Hausaufgabe 1.3. Der Wert Mpxq heißt
empirischer Mittelwert empirischer

Mittelwert
der Beobachtung x. ˛

20.04.2022Beispiel 1.1.13 (Qualitätskontrolle - Verschiedene Ansätze der Statistik)
Wir bekommen eine Lieferung von N Orangen, von denen ϑ P Θ :“ t0, . . . , Nu Stück faul
sind. Anhand einer Stichprobe von n ! N Orangen, von denen x P t0, . . . , nu faul sind,
schätzen wir die Anzahl der faulen Orangen in der gesamten Lieferung.

Ansatz 1: Naive Schätzung / Hochrechnung. Unter den Annahme, dass die Stichprobe
ungefähr repräsentativ ist, gilt x

n « ϑ
N . Ein natürlicher Schätzer für τ “ idΘ ist also

T : X Ñ Σ, x ÞÑ x ¨
N

n
,

wobei X “ t0, . . . , nu, F “ PpXq und Σ “ Θ sind. Für ϑ P Θ wählen wir Pϑ als die
hypergeometrische Verteilung

Hypn,ϑ,N´ϑpkq “

`

ϑ
k

˘`

N´ϑ
n´k

˘

`

N
n

˘ 1t0,...,ϑupkq.

Der Schätzer T ist erwartungstreu, denn für ϑ P Θ gilt

EϑrT s “

n
ÿ

k“0

T pkqPϑptkuq “

n^ϑ
ÿ

k“0

k
N

n

`

ϑ
k

˘`

N´ϑ
n´k

˘

`

N
n

˘ “ ϑ
n^ϑ
ÿ

k“1

`

ϑ´1
k´1

˘`

N´ϑ
n´k

˘

`

N´1
n´1

˘

“ ϑ

pn´1q^pϑ´1q
ÿ

k“0

`

ϑ´1
k

˘`

N´ϑ
n´1´k

˘

`

N´1
n´1

˘

looooooomooooooon

“Hypn´1,ϑ´1,N´ϑpkq

“ ϑ,

wobei a^ b :“ minpa, bq eine Kurzschreibweise ist.

Ansatz 2: Schätzung mit Fehlerangabe. Wir wählen ein Konfidenzintervall Cpxq (cf.
Abschnitt 2), sodass mit hinreichender Wahrscheinlichkeit ϑ P Cpxq gilt. Zu einem Irrtums-
niveau 0 ă α ! 1 können wir z.B. ein m P N wählen, sodass

Pϑ
`␣

x P X : ϑ P rT pxq ´m,T pxq `ms
(˘

ě 1 ´ α @ϑ P Θ

oder ein m̃ P N, sodass

Pϑ
`␣

x P X : ϑ P r0, T pxq ` m̃s
(˘

ě 1 ´ α @ϑ P Θ.

Ansatz 3: Entscheidungsfindung (cf. Abschnitt 4.) Die Orangen sollen zurück geschickt
werden, wenn mehr als 5% aller Orangen faul sind.2

2Wir nehmen an, dass N durch 20 teilbar ist.
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1 PARAMETERSCHÄTZUNG

Die Nullhypothese H0 ist ϑ P t0, . . . , N20u und die Alternative H1 ist ϑ P tN20 ` 1, . . . , Nu.

Wir benötigen ein Entscheidungsverfahren bzw. einen Schwellenparameter c ě 0 sodass
x ď c eine Entscheidung für H0 und x ą c eine Entscheidung für H1 bedingt und müssen
dafür ein geeignetes c ą 0 wählen. ˛

Beispiel 1.1.14 (Einziger erwartungstreuer Schätzer ist unsinnig)
Im folgenden Modell existiert genau ein erwartungstreuer Schätzer für eine bestimmte Kenn-
größe, doch dieser ist Unsinn.

Die wöchentliche Anzahl an Unfällen in einer Stadt sei Poisspϑq-verteilt und das statistische
Modell

`

N0,PpN0q, pPϑqϑPΘ

˘

mit Pϑ „ Poisspϑq für ϑ P Θ :“ p0,8q. Es gilt Pϑptkuq “

e´ϑ ϑk

k! . Die Wahrscheinlichkeit, dass in drei unabhängigen Wochen keine Unfälle passieren
ist τ : Θ Ñ R, ϑ ÞÑ Pϑpt0uq3 “ e´3ϑ. Ein Schätzer T : N0 Ñ R ist erwartungstreu genau
dann wenn für alle ϑ P Θ gilt

e´3ϑ !
“ EϑrT s “

8
ÿ

k“0

T pkqe´ϑϑ
k

k!
,

also genau dann wenn
8
ÿ

k“0

p´2qk
ϑk

k!
“ e´2ϑ !

“

8
ÿ

k“0

T pkq
ϑk

k!
,

für alle ϑ P Θ gilt. Nach dem Identitätssatz sind die beiden Potenzreihen genau dann gleich,
wenn ihre Koeffizienten übereinstimmen, das heißt, wenn T pkq “ p´2qk für alle k P N0 gilt.

Dieser Schätzer ist jedoch unsinnig, da r0, 1s Q τpϑq ‰ p´2qk für alle k P N0 gilt. ˛

21.04.2022Beispiel 1.1.15 (Gameshow)
Der Moderator wählt ein beliebiges ϑ ą 0. Dann produziert ein Apparat Realisierungen
von unabhängig auf r0, ϑs gleichmäßig verteilten Zufallsvariablen X1, . . . , Xn. Die Spieler
sollen ϑ anhand der Realisierungen schätzen. Wir wählen Θ :“ p0,8q sowie das n-fache
Produktmodell des Modells mit X “ r0,8q (ein andere Möglichkeit wäre R), F :“ BpXq und
Pϑ :“ U r0,ϑs für ϑ P Θ, wobei U r0,ϑs die Gleichverteilung auf r0, ϑs ist, das heißt

U r0,ϑspr0, tsq “
t

ϑ
^ 1 @t ě 0.

Wir wählen Σ :“ Θ, S :“ F und wollen einen guten Schätzer für die Identität τ finden.

1. Möglichkeit. Wir wählen

Tn : Xn Ñ X, x “ px1, . . . , xnq ÞÑ
2

n

n
ÿ

k“1

xk,

da ErXs “ 1
2ϑ für X „ U r0,ϑs ist.

2. Möglichkeit. Wir wählen

T̃n : Xn Ñ X, x “ px1, . . . , xnq ÞÑ maxpx1, . . . , xnq.

Wir zeigen, dass die Schätzfolgen pTnqnPN und pT̃nqnPN konsistent sind, also, dass Pϑp|Tn ´

ϑ| ą εq
nÑ8

ÝÝÝÑ 0 (und analog für T̃n) für alle ϑ P Θ und ε ą 0 gilt.
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1 PARAMETERSCHÄTZUNG

Für ϑ P Θ und ε ą 0 gilt

Pϑp|Tn ´ ϑ| ą εq “ Pϑ

˜
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

n

n
ÿ

k“1

Xk ´ ϑ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą ε

¸

“ Pϑ

˜
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

n

n
ÿ

k“1

Xk ´ EϑrXks

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą
ε

2

¸

nÑ8
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

Gesetz der
großen Zahlen

0.

Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit zu ϑ P Θ ein 0 ă ε ă ϑ wählen. Dann
gilt, weil T̃npxq für alle x P X kleiner gleich ϑ ist, dass

Pϑp|T̃n ´ ϑ| ą εq “ PϑpT̃n ă ϑ´ εq “ PϑpX1 _ . . ._Xn ă ϑ´ εq

“ PϑpX1 ă ϑ´ ε, . . . ,Xn ă ϑ´ εq
p‹q
“ PϑpX1 ă ϑ´ εqn

“

ˆ

ϑ´ ε

ϑ

˙n
nÑ8

ÝÝÝÝÑ
0ăεăϑ

0,

wobei wir in p‹q die Unabhängigkeit der X1, . . . , Xn und deren identische Verteilung aus-
nutzen.

Nun untersuchen wir für jedes n P N die Erwartungstreue der beiden Schätzer. Für ϑ P Θ

gilt

EϑrTns “
2

n

n
ÿ

k“1

EϑrXks “
2

n
¨ n ¨

ϑ

2
“ ϑ.

Die Dichte von T̃n bezüglich Pϑ ist n
`

¨
ϑ

˘n´1 1
ϑ 1r0,ϑs, die Ableitung von der Verteilungsfunk-

tion PϑpT̃n ď yq “
`

y
ϑ ^ 1

˘n
1r0,8qpyq. Somit gilt

EϑrT̃ns “ n

ż ϑ

0

y ¨

´ y

ϑ

¯n´1 1

ϑ
dy “ nϑ´n

ż ϑ

0

yn dy “ nϑ´n ϑ
n`1

n` 1
“

n

n` 1
ϑ, (1)

also ist T̃n nicht erwartungstreu, aber die Folge pT̃nqnPN asymptotisch erwartungstreu asymptotisch
erwartungstreu

, das
heißt

BϑpT̃nq “
n

n` 1
ϑ´ ϑ

nÑ8
ÝÝÝÑ 0 @ϑ P Θ.

3. Möglichkeit. Wir wählen den Schätzer T˚
n :“ n`1

n T̃n. Nach den vorangegangenen Be-
rechnung ist T˚

n erwartungstreu für jedes n P N und die Schätzfolge pT˚
n qnPN ist konsistent.

Vergleich der Schätzer. Wir berechnen nun die Varianz der Schätzer, um sie zu verglei-
chen. Die Varianz einer Zufallsvariable X „ U r0,ϑs ist VϑrXs “ ϑ2

12 . Die X1, . . . , Xn sind
unabhängig identisch verteilt. Aufgrund der Rechenregeln für die Varianz gilt

VϑrTns “ Vϑ

«

2

n

n
ÿ

k“1

Xk

ff

“
4

n2
Vϑ

«

n
ÿ

k“1

Xk

ff

“
4

n
VϑrX1s “

4

n

ϑ2

12
“

1

3n
ϑ2. (2)

Ferner gilt

VϑrT̃ns “

ż ϑ

0

x2n
´x

ϑ

¯n´1 1

ϑ
dx´ EϑrT̃ns2

(1)
“ nϑ´n

ż ϑ

0

xn`1 dx´
n2

pn` 1q2
ϑ2

“
n

n` 2
ϑ2 ´

n2

pn` 1q2
ϑ2 “

n

pn` 1q2pn` 2q
ϑ2.

(3)

8
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Beachte, dass dieser Schätzer sich eventuell nicht um ϑ zentriert. Es folgt

VϑrT˚
n s “

ˆ

n` 1

n

˙2

VϑrT̃ns
(3)
“

1

npn` 2q
ϑ2. (4)

Daher ist T˚
n ein besserer Schätzer: er zentriert sich schneller um ϑ.

Wichtiger ist die mittlere quadratische Abweichung von ϑ FϑrT s. Aufgrund der Erwartungs-
treue von Tn gilt

FϑrTns “ VϑrTns
(2)
“

1

3n
ϑ2

und ferner

FϑrT̃ns “ Eϑ
”

|T̃n ´ ϑ|2
ı

“ VϑrT̃n ´ ϑs `

´

EϑrT̃n ´ ϑs

¯2

“ VϑrT̃ns ` BϑrT̃ns2
(3)
“

n

pn` 1q2pn` 2q
ϑ2 `

1

pn` 1q2
ϑ2 “

2

pn` 1qpn` 2q
ϑ2.

Schließlich gilt aufgrund der Erwartungstreue von T˚
n

FϑrT˚
n s “ VϑrT˚

n s
(4)
“

1

npn` 2q
ϑ2.

Für jedes n P N gilt also

FϑrT˚
n s ď FϑrT̃ns ď FϑrTns @ϑ P p0,8q.

Ein Schätzer mit noch geringerem Risiko wäre T̂n :“ n`2
n`1 T̃n, denn dann gilt FϑrT̂ns ď

FϑrT˚
n s. Dieser Schätzer ist aber nicht erwartungstreu!

In diesem Beispiel existiert kein risikominimierender Schätzer T˚˚
n mit FϑrT˚˚

n s ď FϑrŤns

für alle ϑ P Θ und alle Schätzer Ťn.

Beweis. Angenommen, so ein Schätzer T˚˚
n existiert. Seien ϑ0 P Θ und T

pϑ0q
n ” ϑ0 ein

Schätzer auf X. Dann gilt Fϑ0
rT˚˚
n s ď FϑrT

pϑ0q
n s “ 0 und somit Fϑ0

rT˚˚
n s “ 0 für alle

ϑ0 P Θ, was einen Widerspruch darstellt. l

Es kann hingegen risikominimierende erwartungstreue Schätzer geben. ˛

9
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1.2 Maximum Likelihood Schätzung

Definition 1.2.1 (Absolut stetig [4, Def. 3.5])
Seien µ und ν Maße auf pΩ, Qq. Dann ist ν absolut stetig absolut stetigbezüglich µ und wir schreiben
ν ! µ wenn aus A P Q und µpAq “ 0 folgt, dass νpAq “ 0.

Satz 1.2.1: Radon-Nikodym (1913, 1930)

Seien µ und ν σ-endliche Maße auf pΩ, Qq. Dann hat ν eine Dichte f bezüglich µ,
das heißt νpAq “

ş

A
f dµ für alle A P Q, und wir schreiben f “ dν

dµ , genau dann
wenn ν ! µ gilt. Dann ist f bis auf Modifikation auf µ-Nullmengen eindeutig und
reellwertig.

Definition 1.2.2 (Standardmodell, Likelihoodfunktion)
Ein Modell

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ist ein Standardmodell Standardmodell, wenn ein dominierendes σ-endliches
Maß µ0 auf pX,Fq existiert, das heißt Pϑ ! µ0 für alle ϑ P Θ. Die Likelihoodfunktion Likelihoodfunk-

tion
ist

ρ : XˆΘ Ñ R, px, θq ÞÑ
dPϑ
dµ0

pxq.

Definition 1.2.3 (Maximum-Likelihood-Schätzer)
Sei

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ein Standardmodell mit Likelihoodfunktion ρ. Ein Schätzer T : X Ñ

Σ Ą Θ ist ein Maximum-Likelihood-Schätzer Maximum-
Likelihood-
Schätzer

für τ : Θ Ñ Θ, ϑ ÞÑ ϑ, wenn

ρpx, T pxqq “ sup
ϑPΘ

ρpx, ϑq für Pϑ ´ fast alle x P X @ϑ P Θ.

Beispiel 1.2.4 (Likelihoodfunktion für abzählbares X)
Seien X höchstens abzählbar unendlich und µ0 das Zählmaß auf X, welches σ-endlich ist.
Dann gilt für jede Familie pPϑqϑPΘ von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf pX,PpXqq das Pϑ ! µ0

für alle ϑ P Θ gilt, denn aus µ0pAq “ 0 für A P PpXq folgt A “ H und somit PϑpAq “ 0,
also ist

`

X,PpXq, pPϑqϑPΘ

˘

ein Standardmodell.
26.04.2022Da nur H eine µ0-Nullmenge ist, ist die eindeutige (nicht fast sicher, sondern sicher!) Like-

lihoodfunktion
ρpx, ϑq “

dPϑ
dµ0

pxq “ Pϑptxuq

für ϑ P Θ und x P X, denn es gilt

Pϑptxuq “

ż

txu

ρpy, ϑqdµ0pyq “ ρpx, ϑq ¨ µ0ptxuq “ ρpx, ϑq.
˛

Beispiel 1.2.5 (Kontinuierliches X)
Seien X “ Rn und F “ BpRnq “ BpRqbn. Das Lebesgue-Maß auf pX,Fq ist σ-endlich. Sei
pPϑqϑPΘ eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf pX,Fq, welche eine Dichte ρp¨, ϑq

bezüglich µ0 haben. Dann ist
`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ein Standardmodell. ˛

10
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Gegenbeispiel 1.2.6 (Kein dominierendes σ-endliches Maß)
Seien X “ R (man könnte auch Rn wählen), F “ BpXq und pPϑqϑPΘ die Menge aller
Wahrscheinlichkeitsmaße auf pX,Fq. Dann gibt es kein σ-endliches Maß µ0 mit Pϑ ! µ0 für
alle ϑ P Θ.

Beweis. Angenommen, so ein σ-endliches Maß µ0 existiert. Für x P X sei δxpAq :“ 1Apxq

für A P F . Da nach Annahme δx ! µ0 für alle x P X gilt, folgt wegen δxptxuq “ 1 ą 0,
dass µ0ptxuq ą 0 ist. Dies widerspricht der σ-Endlichkeit von µ0: Da µ0 σ-endlich ist,
existiert eine Folge pAnqnPN Ă F mit µ0pAkq ă 8 für alle k P N und

Ť

kPNAk “ X. Da
die abzählbare Vereinigung abzählbarer Menge abzählbar ist, aber X aber überabzählbar,
existiert ein j P N sodass Aj überabzählbar ist. Für jedes x P Aj existiert ein kx P N
sodass µptxuq ą 1

kx
ist. Für k P N definieren wir Bk :“

␣

x P Aj : µ0ptxuq ą 1
k

(

. Dann ist
Aj “

Ť

kPNBk. Da Aj überabzählbar ist, existiert ein m P N sodass Bm überabzählbar ist.
Dann ist µ0pBmq “

ř

xPBm
µ0ptxuq ą

ř

xPBm

1
k “ 8. l

Beispiel 1.2.7 (Maximum-Likelihood-Schätzer für das Binomialmodell)
Betrachte X “ t0, . . . , nu, F “ PpXq und µ0 das Zählmaß auf pX,Fq (oder jedes andere
Maß, dessen einzige Nullmenge H ist) sowie Θ “ r0, 1s. Nach Beispiel 1.2.4 ist die Dichte
ρpx, ϑq “ Pϑptxuq “

`

n
x

˘

ϑxp1 ´ ϑqn´x für alle x P X und ϑ P Θ.

Wir wollen für beobachtes x P X das ϑ P Θ wählen, für das die Likelihoodfunktion ρpx, ¨q

maximal ist. Da ln streng monoton wachsend ist, ist es äquivalent die Loglikelihoodfunktion
Loglikelihood-
funktion

p0, 1q Q ϑ ÞÑ ln
`

ρpϑ, xq
˘

“ ln

ˆˆ

n

x

˙˙

` x lnpϑq ` pn´ xq lnp1 ´ ϑq

zu maximieren, da das Maximum nicht am Rand auftreten kann, da ρp0, ¨q “ ρp1, ¨q ” 0 ist.
Für ϑ P p0, 1q ist

B

Bϑ
ln
`

ρpϑ, xq
˘

“
x

ϑ
´
n´ x

1 ´ ϑ

fallend in ϑ und Nullsetzen ergibt den Maximierer - den Maximum-Likelihood-Schätzer -

TMLpxq :“ ϑMLpxq “
x

n
,

welchen wir bereits in Beispiel 1.1.8 gefunden hatten. ˛

Beispiel 1.2.8 (Erfolg beim Münzwurf)
Wir wollen schätzen mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Münzwurf erfolgreich ist. Dafür
werfen wir die Münze solange bis der erste Erfolg eintritt, stoppen dann und notieren uns
die Anzahl der Würfe. Ein geeignetes statisches Modell anzugeben und den Maximum-
Likelihood-Schätzer für den unbekannten Erfolgsparameter der Münze anzugeben und auf
Erwartungstreue zu prüfen ist Hausaufgabe 2.2. ˛

Wir sehen nun, dass ein Maximum-Likelihood-Schätzer nicht immer gut sein muss.

Beispiel 1.2.9 (Maximum-Likelihood-Schätzer für die Gameshow)
Das Modell

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

der Gameshow ist ein Standardmodell bezüglich des Lebesgue-
Maßes µ0 auf pX,Fq. Es gilt Pϑ ! µ0 z.B. mit Dichte ρpx, ϑq “ ϑ´n 1r0,ϑsn . Demnach ist
der Maximum-Likelihood-Schätzer für ϑ

TMLpxq “ ϑMLpxq “ maxptx1, . . . , xnuq,

11
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welcher systematisch unterschätzt, da stets ϑML ď ϑ ist. ˛

Beispiel 1.2.10 (Maximum-Likelihood-Schätzer für Laplace-Produktmodell)
Betrachte das statistische Produktmodell

`

Rn,BpRnq, pQbn
ϑ qϑPR

˘

, wobei Qϑ für jedes ϑ P R
ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf

`

R,BpRq
˘

mit Dichte

ρpϑ, xq :“
1

2
e´|x´ϑ|, x P R

bezüglich des Lebesgue-Maßes ist. Das Bestimmen des Maximum-Likelihood-Schätzers für
ϑ, der nur für ungerades n eindeutig bestimmt ist, ist Hausaufgabe 2.3. ˛

Beispiel 1.2.11 (Maximum-Likelihood-Schätzer für Glühbirnen)
Das Glühbirnenmodell

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ist ein Standardmodell bezüglich des Lebesgue-
Maßes mit Dichte ρpx, ϑq “

śn
k“1 ϑe

´ϑxk . Für x P X und ϑ P p0,8q gilt

ln
`

ρpx, ϑq
˘

“

n
ÿ

k“1

lnpϑq ´ ϑxk “ n lnpϑq ´ ϑ
n
ÿ

k“1

xk.

und somit ist
B

Bϑ
ln
`

ρpx, ϑq
˘

“
n

ϑ
´

n
ÿ

k“1

xk

fallend in ϑ. Der Maximum-Likelihood-Schätzer für ϑ ist daher

ϑMLpxq “
1

1
n

řn
k“1 xk

.

Bemerkung 1.2.12 (Andere Dichte gibt andere Maximum-Likelihood-Schätzer)
Wählen wir anstatt die Dichte

ρ̃ : XˆΘ Ñ X, px, ϑq ÞÑ

$

&

%

ϑe´ϑx, für x ‰ ϑ,

hpxq, sonst,

wobei h : X Ñ X eine messbare Funktion mit hpxq ą supϑPΘ ϑe
´ϑx “ 1

e¨x ist, so ist auch
ρ̃p¨, ϑq eine Dichte von Pϑ bezüglich µ0. Abb. 1: Der Graph

der Abbildung
ρ̃px0, ¨q für ein
x0 P X.

Der Maximum-Likelihood-Schätzer für ρ̃ ist T̃MLpxq “ x, da maxϑPΘ ρ̃px, ϑq “ hpxq für alle
x P X ist, während der Maximum-Likelihood-Schätzer für die „kanonische“ Dichte TMLpxq “

1
x und somit völlig verschieden ist. ˝

Beispiel 1.2.13 (Maximum-Likelihood-Schätzer für Mittelwert im Gauß-Modell)
Betrachte das Gauß I Modell mit X “ Rn, F “ BpXq, Pϑ :“ Nbn

ϑ,σ2 für ϑ P Θ :“ R und
σ ą 0. Dies ist ein Standardmodell bezüglich des Lebesgue-Maßes mit den Dichten

ρpx, ϑq “

n
ź

k“1

1
?
2πσ2

exp

ˆ

´
pxk ´ ϑq2

2σ2

˙

.

Somit gilt

ln
`

ρpx, ϑq
˘

“

n
ÿ

k“1

´
1

2
lnp2πσ2q ´

pxk ´ ϑq2

2σ2

12
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und
B

Bϑ
ln
`

ρpx, ϑq
˘

“
1

σ2

n
ÿ

k“1

pxk ´ ϑq.

Nullsetzen ergibt den Maximum-Likelihood-Schätzer

ϑML “
1

n

n
ÿ

k“1

xk.

˛

Beispiel 1.2.14 (ML-Schätzer für Varianz und Mittelwert des Gauß-Modells)
Betrachte das vorangegangene Modell, jetzt aber mit Θ “ Rˆp0,8q und Pϑ“pµ,σ2q “ Nbn

µ,σ2 .
Dies ist ein Standardmodell bezüglich des Lebesgue-Maßes mit den Dichten

ρ
`

x, pµ, σ2q
˘

“

n
ź

k“1

1
?
2πσ2

exp

ˆ

´
pxk ´ µq2

2σ2

˙

.

Somit gilt

ln ρ
`

x, pµ, σ2q
˘

“

n
ÿ

k“1

´
1

2
lnp2πσ2q ´

pxk ´ µq2

2σ2

und
B

Bµ
ln
`

ρ
`

x, pµ, σ2q
˘˘

“
1

σ2

n
ÿ

k“1

pxk ´ ϑq

sowie (cf. [4, Bsp. 10.16])

B

Bσ2
ln
`

ρ
`

x, pµ, σ2q
˘˘

“
B

Bσ2

˜

´
n

2
lnp2πσ2q ´

n
ÿ

k“1

pxk ´ µq2

2σ2

¸

“ ´
n

2σ2
`

n
ÿ

k“1

pxk ´ µq2

2σ4
.

Nullsetzen ergibt den Maximum-Likelihood-Schätzer

TMLpxq :“ pµ̂, σ̂q :“

˜

1

n

n
ÿ

k“1

xk,
1

n

n
ÿ

k“1

pxk ´ µ̂q2

¸

als Komponenten den empirischen Mittelwert µ̂ und die empirische Varianz empirische
Varianz

σ̂ von x haben.˛

Bemerkung 1.2.15 (Der Fall n “ 1) Im Fall n “ 1 ist pµ̂, σ̂q “ pµ̂, 0q R Θ, somit ist TML

kein Schätzer. Wir sollten deshalb den Fall n “ 1 "verbieten", denn für Θ̃ :“ Rˆr0,8q

haben die Maße Pϑ nicht mehr alle Dichten bezüglich des Lebesgue-Maßes und somit ist
`

X,F , pPϑqϑPΘ̃

˘

kein Standardmodell mehr, da es kein dominierendes σ-endliches Maß mehr
gibt (cf. Gegenbeispiel 1.2.6). ˝

27.04.2022
Lemma 1.2.16 (Erwartungstreue der Stichprobenmittel und -varianz)
Sei

`

Rn,BpRnq, pQbn
ϑ qϑPΘ

˘

ein Produktmodell mit Erwartungswert mpϑq :“ EϑrXs :“

ErQϑs ă 8 und Varianz vpϑq :“ VϑrXs :“ VrQϑs ă 8 für X „ Pϑ.

Das Stichprobenmittel Mpxq :“ 1
n

řn
k“1 xk ist ein erwartungstreuer Schätzer für mpϑq,

jedoch ist die Stichprobenvarianz V pxq :“ 1
n

řn
k“1

`

xk´Mpxq
˘2 kein erwartungstreuer (aber

ein asymptotisch erwartungstreuer) Schätzer für vpϑq. Die korrigierte Stichprobenvarianz
V ˚pxq :“ 1

n´1

řn
k“1

`

xk ´Mpxq
˘2 hingegen ist ein erwartungstreuer Schätzer für vpϑq.

13
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Beweis. Aufgrund der Linearität des Erwartungswerts gilt für alle ϑ P Θ

EϑrM s “
1

n

n
ÿ

k“1

EϑrXks “
1

n

n
ÿ

k“1

mpϑq “ mpϑq

und

EϑrV s “
1

n

n
ÿ

k“1

Eϑ
“

pXk ´Mq2
‰

“
1

n

n
ÿ

k“1

VϑrXk ´M s
u.i.v
“ VϑrX1 ´M s

“ Vϑ

«

n´ 1

n
X1 ´

1

n

n
ÿ

k“2

Xk

ff

u.i.v
“

ˆ

n´ 1

n

˙2

VϑrX1s `
n´ 1

n2
VϑrX1s “

n´ 1

n
vpϑq.

l

Beispiel 1.2.17 (Maximum-Likelihood-Schätzer für Qualitätskontrolle)
Betrachte wieder das Modell zur Qualitätskontrolle gelieferter Orangen aus Beispiel 1.1.13.
Die Likelihoodfunktion ist

ρpx, ϑq “ Pϑptxuq “

`

ϑ
x

˘`

N´ϑ
n´x

˘

`

N
n

˘ 1xďϑpx, ϑq.

Um die Maxima von ρpx, ¨q zu finden, betrachten wir für x ď ϑ den Quotienten

ρpx, ϑq

ρpx, ϑ´ 1q
“

`

ϑ
x

˘`

N´ϑ
n´x

˘

`

ϑ´1
x

˘`

N´ϑ`1
n´x

˘ “
ϑpN ´ ϑ` 1 ´ n` xq

pϑ´ xqpN ´ ϑ` 1q
,

wobei wir im letzten Schritt zwei mal die Identität
`

n´1
k

˘

“ n´k
n

`

n
k

˘

benutzen. Dann gilt für
x ď ϑ

ρpx, ϑq

ρpx, ϑ´ 1q
ě 1 ðñ ϑpx´ nq ě ´xpN ´ ϑ` 1q ðñ ϑp�x´ n��́xq ě ´xpN ` 1q

ðñ ϑ ď x
N ` 1

n
.

Somit ist ρpx, ¨q wachsend auf
␣

0, . . . ,min
`X

xN`1
n

\

, N
˘(

und fallend für größere Werte.

Daher ist der Maximum-Likelihood-Schätzer

T pxq “

$

&

%

X

xN`1
n

\

, für x ă n,

N, für x “ n
˛

Beispiel 1.2.18 (Fischpopulation)
Ein Teich enthält eine unbekannte Anzahl Fische. Um die Anzahl ϑ zu schätzen, markieren
wir r Fische. Später fangen wir n Fische, von denen x markiert sind.

Das zugehörige statistische Modell hat X “ t0, . . . , nu, F “ PpXq und Pϑ :“ Hypn,r,ϑ´r für
Θ :“ Něr. Die Likelihoodfunktion ist

ρpx, ϑq “

`

r
x

˘`

ϑ´r
n´x

˘

`

ϑ
n

˘ 1txďϑupx, ϑq.

14
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Analog zu Beispiel 1.2.17 können wir für x ‰ 0 zeigen, dass ρpx, ¨q auf
␣

r, . . . ,
X

nr
x

\(

wachsend
ist und für größere Werte fallend. Dann ist T pxq :“

X

nr
x

\

ein Maximum-Likelihood-Schätzer
für ϑ, wenn x ‰ 0 ist.

Die Funktion ρp0, ¨q ist wachsend auf ganz Θ. Man könnte T p0q “ 8 setzen, jedoch ist
8 R Θ. Man könnte also Θ um t8u erweitern und P8 :“ δ0 setzen.

Ein anderes Problem ist, dass für kleine x der Schätzer T pxq stark davon abhängt, ob man
einen Fischer mehr oder weniger fängt und daher ist der Schätzer unzuverlässlich. Ist x klein,
ist es besser, das Experiment mit größerem r zu wiederholen. ˛

Beispiel 1.2.19 (Hardy-Weinberg Gleichgewicht)
In einer (unendlich großen) Population gibt es drei genetische Typen; aa, aA und AA mit
den Häufigkeiten

paapϑq :“ ϑ2, paApϑq :“ 2ϑp1 ´ ϑq, pAApϑq :“ p1 ´ ϑq2

für ϑ P r0, 1s. Beachte, dass mit der binomischen Formel paa ` paA ` pAA ” 1 gilt.

Sei E :“ taa, aA,AAu. In einer Stichprobe der Größe n beobachten wir nt Individuen vom
Typ t P E.

Wir könnten als statistisches Modell eine Multinomialverteilung auf E wählen oder (einfa-
cheres Modell, aber größerer Beobachtungsraum und die unnötige Information der Reihen-
folge wird vermerkt) das n-fache Produktmodell von

`

E,PpEq, pPϑqϑPr0,1s

˘

, wobei Pϑptkuq “

pkpϑq für k P E und ϑ P Θ :“ r0, 1s.

Sei nkpxq :“ |ti P t1, . . . , nu : xi “ ku| die Anzahl der Individuen von Typ k P E in der
Stichprobe.

Die Likelihoodfunktion ist

ρpx, ϑq “

n
ź

k“1

pxk
pϑq “

ź

kPE

pkpϑqnkpxq “ ϑ2naapxq
`

2ϑp1 ´ ϑq
˘naApxq

p1 ´ ϑq2nAApxq

und somit die Log-Likelihoodfunktion für ϑ P p0, 1q

ln
`

ρpx, ϑq
˘

“ 2naapxq lnpϑq ` naApxq ln
`

2ϑp1 ´ ϑq
˘

` 2nAApxq lnp1 ´ ϑq.

Es folgt
B

Bϑ
ln
`

ρpx, ϑq
˘

“
2naapxq

ϑ
`

naApxq

2ϑp1 ´ ϑq
p2 ´ 4ϑq ´

2nAApxq

1 ´ ϑ

“
2p1 ´ ϑqnaapxq ` p1 ´ 2ϑqnaApxq ´ 2ϑnAApxq

ϑp1 ´ ϑq

und somit unter Ausnutzung von naa ` naA ` nAA ” n

B

Bϑ
ln
`

ρpx, ϑq
˘

“ 0 ðñ ϑ “
2naapxq ` naApxq

2
`

naapxq ` naApxq ` nAApxq
˘ “

2naapxq ` naApxq

2n
.

Ist naapxq “ n, so ist ρpx, ϑq “ ϑ2n und somit argmaxϑPr0,1s ρpx, ϑq “ 1. Ist nAApxq “ n, so
ist ρpx, ϑq “ p1 ´ ϑq2n und somit argmaxϑPr0,1s ρpx, ϑq “ 0.

Gilt naa ă n und nAA ă n, so gilt ρp¨, 0q “ ρp¨, 1q ” 0 und ρpx, ϑq ą 0 für ϑ P p0, 1q. Daher
wird das Maximum in

ϑ “
2naapxq ` naApxq

2n
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angenommen, und dieser Ausdruck ist der Maximum-Likelihood-Schätzer T pxq für ϑ. ˛

28.04.2022
Gegenbeispiel 1.2.20 (Entrauschen von Bildern)
Sei ϑ P Rmˆn ein aus logarithmierten3 Grauwerten bestehendes „Bild“, welches zufällig ver-
rauscht ist. Wir wählen als Modell X “ Rmˆn, F “ BpXq und Pϑ als die Verteilung von
pϑi,j ` Yi,jq

m,n
i,j“1, wobei Yi,j

u.i.v
„ N p0, 1q. Dies ist ein Standardmodell bezüglich des Lebes-

gue-Maßes auf Rmˆn und der (unsinnige!) Maximum-Likelihood-Schätzer ist TMLpxq “ x

für x P X, weil ErYi,js “ 0 gilt: die Likelihoodfunktion des pi, jq-ten Eintrages ist N pϑi,j , 1q

verteilt und somit ist argmaxϑPRp2πq´ 1
2 exp

´

px´ϑq
2

2

¯

“ x.

Später werden wir sehen, dass ein Bayesscher Ansatz sinnvoller ist, bei welchem man eine
a-priori Verteilung der ϑ wählt. Dies ist realistischer, da Bilder strukturiert sind und nicht
nur zufällige Ansammlungen von Grauwerten. ˛

3Damit die alle Werte in R angenommen werden können. Den Grauwert 0 müssen wir ignorieren.
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1.3 Beste Schätzer und die Cramér-Rao Ungleichung

Wir haben in Beispiel 1.1.15 gesehen, dass die minimale quadratische Abweichung („Risiko“)
überall kein gutes Kriterium für die Güte von Schätzern ist: man kann nicht erwarten, dass
in einem Modell ein Schätzer T für reellwertige Kenngrößen τ existiert mit Eϑr|T´τpϑq|2s ď

Eϑr|S ´ τpϑq|2s für alle ϑ P Θ und alle Schätzer S. Wenn wir nur erwartungstreue T und S
zulassen, können wir aber sinnvolle Aussagen treffen.

Definition 1.3.1 (Bester Schätzer)
Sei

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ein statistisches Modell. Ein erwartungstreuer Schätzer T für die reelle
Kenngröße τ heißt varianzminimierend oder bester Schätzer bester Schätzerfür τ (oder UMVU - uniformly
minimal variance unbiased), wenn VϑrT s ă 8 und

VϑrT s ď VϑrSs @ϑ P Θ,@ erwartungstreue Schätzer S für τ.

Satz 1.3.1: Eindeutigkeit bester Schätzer

Der beste Schätzer ist Pϑ-fast sicher eindeutig.

Beweis. Angenommen, S und T sind beste Schätzer. Da aufgrund der Linearität des Er-
wartungswerts auch der Schätzer 1

2 pS ` T q erwartungstreu ist, gilt für alle ϑ P Θ

VϑrT s
T UMVU

ď Vϑ
„

1

2
pS ` T q

ȷ

“
1

4

`

VϑrSs ` VϑrT s ` 2CovϑrS, T s
˘

VϑrSs“VϑrT s
“

1

2
pVϑrT s ` CovϑrS, T sq .

Es folgt

CovϑrS, T s ě VϑrSs @ϑ P Θ. (5)

Daher gilt

VϑrT ´ Ss “ VϑrT s ` VϑrSs ´ 2CovϑrS, T s “ 2VϑrT s ´ 2CovϑrS, T s
(5)
ď 0

und somit VϑrT ´ Ss “ 0 für alle ϑ P Θ, also ist T ´ S Pϑ-fast sicher konstant. Aufgrund
der erwartungstreue von T und S gilt EϑrT ´ Ss “ 0, und daher ist T “ S Pϑ-fast sicher
für alle ϑ P Θ. l

Bemerkung 1.3.2 (Intuition: Existenz bester Schätzer) Nehmen wir an, dass es ge-
nau drei Schätzer T1, T2 und T3 gibt, deren Varianzen von der folgenden Form sind
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T1

T2

T3

ϑ

Vϑ rTis

T1

T2

T3

ϑ

Vϑ rTis

Abb. 2: Im linken Fall ist der beste Schätzer T3, im rechten Fall existiert kein bester Schätzer.
[Bild getexed von Thomas.]

Der Nachweis, dass kein bester Schätzer existiert, kann aufwendig sein.

Satz 1.3.2: Charakterisierung bester Schätzer

Sei U0 die Menge aller erwartungstreuen Schätzer von 0 mit endlicher Varianz, das
heißt

U0 “ tS : X Ñ Θ messbar : EϑrSs “ 0, VϑrSs ă 8 @ϑ P Θu.

Sei T ein erwartungstreuer Schätzer von τ mit VϑrT s ă 8 für alle ϑ P Θ. Dann sind
die folgenden Aussagen äquivalent

1 T ist ein bester Schätzer für τ .
2 EϑrTU s “ 0 für alle U P U0 und alle ϑ P Θ.

Beweis. " 1 ùñ 2 ": Seien U P U0 und ϑ P Θ beliebig. Für c P R sei Tc :“ T ` cU . Dann
ist auch auch Tc erwartungstreu und es gilt

VϑrTcs ě VϑrT s @c P R .

Dies ist genau dann der Fall, wenn für alle c P R

c2 VϑrU s ` 2cCovϑrU, T s ě 0

gilt, was genau dann der Fall ist, wenn CovϑrU, T s “ 0 ist. Somit ist

EϑrTU s “ EϑrT sEϑrU s ` CovϑrT,U s “ 0

für alle ϑ P Θ.

" 2 ùñ 1 ": Sei S ein erwartungstreuer Schätzer von τ mit VϑrSs ă 8. Dann gilt T ´S P

U0, da aufgrund von Cauchy-Schwarz VϑrT ´Ss ď VϑrT s `VϑrSs `2
a

VϑrT sVϑrSs gilt.
Für alle ϑ P Θ folgt aufgrund von EϑrT s “ EϑrSs “ τpϑq p‹q, dass

0 “ EϑrT pT ´ Sqs “ EϑrT 2s ´ EϑrST s

p‹q
“ EϑrT 2s ´ EϑrT s2 ´ EϑrST s ` EϑrT sEϑrSs “ VϑrT s ´ CovϑrT, Ss.

18



1 PARAMETERSCHÄTZUNG

Aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung CovϑrT, Ss2 ď VϑrT sVϑrSs folgt

VϑrT s ď VϑrSs @ϑ P Θ. l

Beispiel 1.3.3 (Modell ohne besten Schätzer: Gleichverteilung)
Wir betrachten

`

R,BpRq, pPϑqϑPR
˘

, wobei Pϑ die Gleichverteilung auf rϑ´ 1
2 , ϑ` 1

2 s ist, das
heißt die Likelihoodfunktion ist

ρpx, ϑq “ 1rϑ´ 1
2 ,ϑ` 1

2 spxq.

In diesem Modell existiert kein bester Schätzer für ϑ.

Beweis. Angenommen, T ist ein bester Schätzer für ϑ. Für U P U0 gilt Nur, wenn U ste-
tig ist (Haupt-
satz)!

ż ϑ` 1
2

ϑ´ 1
2

Upxqdx “ EϑrU s “ 0

für alle ϑ P Θ. Differenzieren beider Seiten nach ϑ ergibt

U

ˆ

ϑ`
1

2

˙

´ U

ˆ

ϑ´
1

2

˙

“ 0.

Für alle U P U0 gilt also Upxq “ Upx` 1q für alle x P R.

Analog folgt aus EϑrUT s “ 0 für alle U P U0 und alle ϑ P Θ, dass für alle U P U0 Angenommen, U
sei stetig. Können
wir die Stetigkeit
von TU garantie-
ren?

T pxqUpxq “ T px` 1qUpx` 1q @x P R

gilt. Mit Upxq “ Upx` 1q für alle x P R folgt daraus

T pxq “ T px` 1q @x P R . (6)

Da T erwartungstreu ist, gilt

ż ϑ` 1
2

ϑ´ 1
2

T pxqdx “ EϑrT s “ ϑ @ϑ P Θ.

Differenzieren nach ϑ dieser Gleichung ergibt

T

ˆ

ϑ`
1

2

˙

´ T

ˆ

ϑ´
1

2

˙

“ 1,

was (6) widerspricht. l

Unsere Aufgabe ist es nun, einen besten Schätzer T zu berechnen, sofern dies möglich ist.
Dafür benötigen wir jedoch einige Regularitätsbedingungen: wir betrachten nur spezielle
statistische Modelle.

Definition 1.3.4 (Reguläres Modell, Scorefunktion, Fisher-Info)
Ein Standardmodell

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ist regulär regulär, wenn

• Θ Ă R ein offenes Intervall ist,
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• die Likelihoodfunktion ρ strikt positiv auf XˆΘ und nach ϑ stetig differenzierbar ist
(man kann diese Eigenschaften auch nur fast überall fordern).

Dann ist die Scorefunktion Scorefunktion

Uϑpxq :“
B

Bϑ
ln
`

ρpx, ϑq
˘

“

B
Bϑρpx, ϑq

ρpx, ϑq

wohldefiniert. Wir benutzen die Kurzschreibweise ρ1px, ϑq :“ B
Bϑρpx, ϑq.

Zuletzt fordern wir, dass die Fisher-Information Fisher-
Information

des Modells Ipϑq :“ VϑrUϑs P p0,8q ist
und die Vertauschungsrelation

ż

X

B

Bϑ
ρpx, ϑqdµ0pxq

!
“

B

Bϑ

ż

X

ρpx, ϑqdµ0pxq
looooooooomooooooooon

“1

“ 0 (7)

gilt, wobei wir fordern, dass die linke Seite wohldefiniert ist, das heißt, dass B
Bϑρp¨, ϑq

bezüglich µ0 integrierbar ist.

Es ist Hausaufgabe 3.1 (a), zu zeigen, dass die Fisher-Information unabhängig von dem
dominierenden Maß ist.
Bemerkung 1.3.5 (Hinreichende Bedingungen für die Vertauschungsrelation)
Die Vertauschungsrelation (7) ist erfüllt, wenn X endlich und µ0 das Zählmaß auf

`

X,PpXq
˘

ist. Allgemein ist hinreichend, dass für alle ϑ0 P Θ eine Umgebung Npϑ0q Ă Θ existiert mit
ż

X

sup
ϑPNpϑ0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bϑ
ρpx, ϑq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dµ0pxq ă 8.

Dies folgt aus dem Satz über majorisierte Konvergenz, denn für h ‰ 0 mit ϑ ` h P Npϑ0q

gilt
ż

X

ρpx, ϑ` hq ´ ρpx, ϑq

h
loooooooooooomoooooooooooon

hÑ0
ÝÝÝÑ B

Bϑρpx,ϑq

dµ0pxq ă 8

und B
Bϑρp¨, ϑq ist als punktweise Grenzwert messbarer Funktionen eine messbare Funktion.

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein ϑ̃pxq zwischen ϑ und ϑ ` h mit ρpx,ϑ`hq´ρpx,ϑq

h “

B
Bϑρ

`

x, ϑ̃pxq
˘

. ˝

Bemerkung 1.3.6 (EϑrUϑs “ 0 im regulären Modell)
In einem regulären Modell gilt

EϑrUϑs “

ż

X

UϑpxqdPϑpxq “

ż

X

ρ1px, ϑq

����ρpx, ϑq
����ρpx, ϑqdµ0pxq “

ż

X

ρ1px, ϑqdµ0pxq
(7)
“ 0. (8)

Es folgt

Ipϑq “ VϑrUϑs “ EϑrU2
ϑs. (9)

˝
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Lemma 1.3.7 (I unterhalbstetig)
Im regulären Modell ist I unterhalbstetig, das heißt

Ipϑq ď lim inf
hÑ0

Ipϑ` hq für hinreichend kleine h.

Beweis. Da ϑ ÞÑ Uϑ als Quotient stetiger Funktionen stetig ist, gilt

lim inf
hÑ0

Uϑ`hpxq “ lim
hÑ0

Uϑ`hpxq “ Uϑpxq @x P X .

Nach dem Lemma von Fatou folgt daraus

EϑrU2
ϑs ď lim inf

hÑ0
EϑrU2

ϑ`hs.
l

Frage: Ist I im regulären Modell sogar stetig?

Beispiel 1.3.8 (Formel für die Fisher-Information im Produktmodell)
Gegeben sei das reguläre statistische Modell pRn,BpRnq,Pbn

ϑ : ϑ P Rą0q, wobei Pϑ die Dichte

ρpϑ, ¨q “
1

ϑ
f
´

¨

ϑ

¯

,

besitzt und fpxq ą 0 ist sowie f 1pxq existiert für alle x P R. Die Fisher-Information ist
(Hausaufgabe 3.1 (b))

Ipϑq “
n

ϑ2

ż

R

`

xf 1pxq ` fpxq
˘2

fpxq
. ˛

Definition 1.3.9 (Regulärer Schätzer)
Ein erwartungstreuer Schätzer T für eine reelle Kenngröße τ in einem regulären Modell ist
regulär regulär, wenn

ż

X

T pxqρ1px, ϑqdµ0pxq “
B

Bϑ

ż

X

T pxqρpx, ϑqdµ0pxq @ϑ P Θ

und beide Seiten definiert sind.

Bemerkung 1.3.10 Für einen erwartungstreuen Schätzer T für die Kenngröße τ gilt

B

Bϑ

ż

X

T pxqρpx, ϑqdµ0pxq “
B

Bϑ

ż

X

T pxqdPϑpxq “
B

Bϑ
EϑrT s “

B

Bϑ
τpϑq “ τ 1pϑq.

˝

Satz 1.3.3: Cramér-Rao Informationsungleichung I

Seien
`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

regulär, τ : Θ Ñ R stetig differenzierbar (mit τ 1 ‰ 0) und T

ein regulärer Schätzer für τ . Dann gilt

VϑrT s ě
τ 1pϑq2

Ipϑq
@ϑ P Θ. (10)
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Bemerkung 1.3.11 Gilt für T Gleichheit in (10), so existiert kein besserer regulärer Schät-
zer für τ . ˝

Beweis. (von Satz 1.3.3) Sei ϑ P Θ. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei VϑrT s ă

8. Es gilt

CovϑrT,Uϑs “ EϑrTUϑs ´ EϑrT sEϑrUϑs
loomoon

(8)
“ 0

“ EϑrTUϑs “

ż

X

T pxqUϑpxqdPϑpxq

“

ż

X

T pxq
ρ1px, ϑq

����ρpx, ϑq
����ρpx, ϑqdµ0pxq “

ż

X

T pxqρ1px, ϑqdµ0pxq

T regulär
“

B

Bϑ

ż

X

T pxqρpx, ϑqdµ0pxq “ τ 1pϑq

(11)

und somit folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

τ 1pϑq2
(11)
“ CovϑrT,Uϑs2 ď VϑrT sVϑrUϑs

(9)
“ VϑrT sIpϑq. l

Bemerkung 1.3.12 (Bedeutung der Fisher-Information)
Gilt Ipϑq “ 0, so ist fast sicher ρ1px, ϑq “ 0; Ipϑq gibt uns die Information, die uns die
Beobachtung von x über ϑ gibt. Ist ρpx, ϑq konstant auf einem Intervall, sind die zugehörigen
Pϑ alle gleich, also hilft die Beobachtung x uns auch nicht, sie zu unterscheiden. ˝

Beispiel 1.3.13 (Kein Widerspruch zu Satz 1.3.3)
Betrachte das statistische Modell

`

Rn,BpRnq, pPbn
ϑ qϑPR

˘

, wobei Pϑ für ϑ P Θ die Dichte

ρpϑ, xq :“ eϑ´x 1rϑ,8qpxq

bezüglich des Lebesgue-Maßes hat.

Es ist Hausaufgabe 3.2 zu zeigen, dass für τpϑq :“ ϑ der Maximum-Likelihood Schätzer
T pxq “ xp1q ist und den Erwartungswert ϑ ` 1

n hat, sowie dass Ipϑq ă 1
VϑrT s

für alle ϑ P R
gilt, was aber keinen Widerspruch zu Satz 1.3.3 darstellt. ˛

03.05.2022

Satz 1.3.4: Cramér-Rao Informationsungleichung II

Unter den Voraussetzungen von Satz 1.3.3 gilt Gleichheit in (10) für ϑ P Θ genau
dann wenn

T pxq ´ τpϑq “ τ 1pϑq
Uϑpxq

Ipϑq
für alle Pϑ-fast alle x P X . (12)

Dann ist I stetig und die Likelihoodfunktion ρ hat die Darstellung

ρpx, ϑq “ hpxq exp papϑqT pxq ´ bpϑqq , x P X, ϑ P Θ,

(insb. ist das Modell exponentiell) wobei

apϑq :“

ż ϑ

∆

Ipκq

τ 1pκq
dκ
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für ein beliebiges ∆ P Θ, h : pX,Fq Ñ
`

p0,8q,B
`

p0,8q
˘˘

messbar und

bpϑq :“ ln

ˆ
ż

X

hpxq exp papϑqT pxqqdµ0pxq

˙

die Normalisierungskonstante bezüglich X sind.

Beweis. 1 Die Gleichung (12). Sowohl unter (10) sowie unter (12) gilt VϑrT s ă 8.
Sei c : Θ Ñ R, ϑ ÞÑ

τ 1
pϑq

Ipϑq
. Dann gilt

0 ď VϑrT ´ cpϑqUϑs “ VϑrT s ` cpϑq2 VϑrUϑs
loomoon

(9)
“ Ipϑq

´2cpϑqCovϑrT,Uϑs
loooooomoooooon

(11)
“ τ 1pϑq

“ VϑrT s `
τ 1pϑq2

Ipϑq
´ 2

τ 1pϑq2

Ipϑq
“ VϑrT s ´

τ 1pϑq2

Ipϑq
.

Daraus folgt wieder die Crámer-Rao Ungleichung. Ferner folgt, dass genau dann
Gleichheit in (10) gilt, wenn

VϑrT ´ cpϑqUϑs “ 0 @ϑ P Θ,

beziehungsweise, wenn x ÞÑ T pxq ´ cpϑqUϑpxq Pϑ-fast sicher konstant ist. Diese (von
ϑ abhängige) Konstante muss für jedes ϑ mit dem Erwartungswert

EϑrT ´ cpϑqUϑs “ EϑrT s ´ cpϑq ¨ 0 “ τpϑq

übereinstimmen. Somit gilt Gleichheit in (10) für alle ϑ P Θ genau dann, wenn

T pxq ´ cpϑqUϑpxq “ τpϑq

für Pϑ-fast alle x P X, und das ist (12).

2 Stetigkeit von I. Angenommen, I ist unstetig in ϑ0 P Θ. Dann existiert ein ε ą 0

und eine Folge pϑnqnPN Ă Θ mit ϑn
nÑ8

ÝÝÝÑ ϑ0, sodass |Ipϑnq ´ Ipϑ0q| ą ε für alle n P N
gilt.

Sei Nn :“ tx P X : T pxq ´ τpϑnq ‰ cpϑnqUϑn
pxqu für n P N0. Nach der Voraussetzung

(12) istNn eine Pϑn -Nullmenge. Da ρ auf XˆΘ positiv ist, gilt auch µ0pNnq “ 0 für alle
n P N0 (cf. Lemma 1.5.10). Man sagt Pϑn und µ0 sind äquivalent - sie haben dieselben
Nullmengen). Da die abzählbare Vereinigung von µ0-Nullmengen eine µ0-Nullmenge
ist, folgt µ0

`
Ť

nPN0
Nn

˘

“ 0.

Sei x R N :“
Ť

nPN0
Nn. Dann gilt für alle n P N0

T pxq ´ τpϑnq “ cpϑnqUϑnpxq “
τ 1pϑnqUϑnpxq

Ipϑnq
. (13)

Um die Stetigkeit von I zu zeigen, genügt es nun, nach I umzustellen.

Da Vϑ0
rUϑ0

s “ Ipϑ0q ą 0 gilt, existiert ein x R N mit Uϑ0
pxq ‰ 0. Wegen der

Stetigkeit von ϑ ÞÑ Uϑpxq können wir annehmen, dass (möglicherweise erst durch

23



1 PARAMETERSCHÄTZUNG

Wahl einer Teilfolge) Uϑnpxq ‰ 0 für alle n P N0 gilt. Aus (13) folgt somit jeweils
T pxq ´ τpϑnq ‰ 0 und damit

Ipϑnq “
τ 1pϑnqUϑn

pxq

T pxq ´ τpϑnq

nÑ8
ÝÝÝÑ

τ 1pϑ0qUϑ0
pxq

T pxq ´ τpϑ0q
“ Ipϑ0q,

im Widerspruch zur Annahme |Ipϑnq ´ Ipϑ0q| ą ε für alle n P N.

3 Darstellung von ρ. Sei nun Nϑ :“ tx P X : T pxq ´ cpϑqUϑpxq ‰ τpϑqu für ϑ P Θ.
Dann gilt wie zuvor µ0

´

Ť

ϑPΘXQNϑ

¯

“ 0. Für x R N :“
Ť

ϑPΘXQNϑ gilt

T pxq ´ cpϑqUϑpxq ´ τpϑq “ 0 @ϑ P Θ X Q .

Wegen der Stetigkeit der linken Seite in ϑ P Θ folgt sogar

T pxq ´ cpϑqUϑpxq ´ τpϑq “ 0 @ϑ P Θ

und somit
1

cpϑq

`

T pxq ´ τpϑq
˘

“
`

T pxq ´ τpϑq
˘ Ipϑq

τ 1pϑq
“ Uϑpxq “

B

Bϑ
ln pρpx, ϑqq .

Integrieren dieser Gleichung bezüglich ϑ von ∆ P Θ bis ϑ ergibt

ln pρpx, ϑqq “ ln pρpx,∆qq ` T pxq

ż ϑ

∆

Ipκq

τ 1pκq
dκ´

ż ϑ

∆

Ipκq

τ 1pκq
τpκqdκ

looooooooomooooooooon

“:γpϑq

.

Es folgt
ρpx, ϑq “ ρpx,∆q

loomoon

“:hpxq

exp pT pxqapϑq ´ γpϑqq .

Da
ş

X
ρpx, ϑqdµ0pxq “ 1 für alle ϑ P Θ gilt, folgt

ż

X

hpxq exp pT pxqapϑqq dµ0pxq “ eγpϑq

und somit γ “ b. Für x P N definieren wir hpxq ” 1 ą 0. l

Bemerkung 1.3.14 (Anschauung für c) Sei x ¨, ¨ yϑ das L2
pPϑq-Skalarprodukt. Dann gilt (weil

die Cauchy-Schwarz-Ungleichung genau eine Gleichung ist, wenn die Terme linear abhängig ist)

T ´ τpϑq “
τ 1

pϑq

Ipϑq
Uϑ “

xT ´ τpϑq, T ´ τpϑq yϑ

xUϑ, Uϑ yϑ
Uϑ,

also ist T ´τpϑq die orthogonale Projektion auf die Scorefunktion bzgl. des L2
pPϑq-Skalarprodukts.˝

Wir geben Modellen, bei denen die Likelihoodfunktion diese Form hat, einen Namen.

Definition 1.3.15 (Exponentielles Modell (Pitman, Darmois, Koopman))

Ein Standardmodell
`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

, wobei Θ ein offenes Intervall ist (es gibt auch eine
technischere Theorie, wobei Θ Ă Rk offen ist), heißt exponentielles Modell exponentielles

Modell
und pPϑqϑPΘ

eine exponentielle Familie bezüglich der Statistik T : pX,Fq Ñ
`

R,BpRq
˘

, wenn die Like-
lihoodfunktion die Gestalt

ρpx, ϑq “ hpxq exp pαpϑqT pxq ´ bpϑqq

für x P X und ϑ P Θ hat, wobei a P C1
pΘq mit a1pϑq ‰ 0 für alle ϑ P Θ und h : pX,Fq Ñ

`

p0,8q,B
`

p0,8q
˘˘

messbar ist. Weiter sei vorausgesetzt, dass für jedes ϑ P Θ die Statistik
T nicht Pϑ-fast überall konstant ist.
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Bemerkung 1.3.16 (Gestalt von b) Da ρp¨, ϑq für jedes ϑ P Θ eine Dichte bezüglich µ0

ist, gilt wie im dritten Schritt des Beweises von Satz 1.3.4

bpϑq “ log

ˆ
ż

X

hpxq exp papϑqT pxqqdµ0pxq

˙

.
˝

Satz 1.3.5: Eigenschaften exponentieller Modelle

Für ein exponentielles Modell
`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

bezüglich der Statistik T mit der
Likelihoodfunktion

ρpx, ϑq “ hpxq exp papϑqT pxq ´ bpϑqq (14)

gilt
1 EϑrT 2s ă 8 für alle ϑ P Θ,
2 b P C1

pΘq und b1pϑq “ a1pϑqEϑrT s für alle ϑ P Θ. Insbesondere ist ρpx, ¨q P

C1
pΘq für alle x P X,

3 die Kenngröße τpϑq :“ EϑrT s ist stetig differenzierbar mit τ 1pϑq “

a1pϑqVϑrT s ‰ 0 (merke, dass VϑrT s ą 0 da T nach Definition 1.3.15 Pϑ-fast
sicher nicht konstant ist),

4 Ipϑq “ a1pϑqτ 1pϑq (“ a1pϑq2 VϑrT s ą 0),
5 Jede Statistik S : pX,Fq Ñ

`

R,BpRq
˘

mit Eϑr|S|s ă 8 für alle ϑ P Θ erfüllt
die Vertauschungsrelation.

Insbesondere gilt VϑrT s
3
“

τ 1
pϑq

a1pϑq

4
“

τ 1
pϑq

2

Ipϑq
für alle ϑ P Θ, somit gilt die Cramér-

Rao-Ungleichung mit Gleichheit und das Modell und der Schätzer T sind regulär.
Weiter ist T bester Schätzer für τ .

Beweis. Wir können durch Reparametrisierung annehmen, dass a die Identität auf Θ ist,
da a streng monoton ist. (Warum sich dadurch die Likelihoodfunktion nicht ändert, ist nicht
prüfungsrelevant.)

1 Seien S : pX,Fq Ñ
`

R,BpRq
˘

eine Statistik mit Eϑr|S|s ă 8 für alle ϑ P Θ sowie

uS : Θ Ñ R, ϑ ÞÑ ebpϑq EϑrSs “

ż

X

SpxqeϑT pxqhpxqdµ0pxq. (15)

Für ϑ P Θ und t P R mit ϑ˘t P Θ (existiert da Θ ein offenes Intervall ist) gilt aufgrund
des Satzes von Beppo-Levi (BL)

8
ÿ

k“0

|t|k

k!

ż

X

|Spxq||T pxq|keϑT pxqhpxqdµ0pxq
BL
“

ż

X

|Spxq|e|tT pxq|eϑT pxqhpxqdµ0pxq

p‹q

ď

ż

X

|Spxq|

´

etT pxq ` e´tT pxq
¯

eϑT pxqhpxqdµ0pxq

“ Eϑ`tr|S|s ` Eϑ´tr|S|s ă 8,

wobei p‹q die Ungleichung e|x| ď ex`e´x für alle x P R ist4. Also ist Eϑr|S| ¨ |T |ks ă 8

für alle k P N und alle ϑ P Θ. Insbesondere EϑrT 2s ă 8 folgt für S ” 1 und k “ 2.
4Da beide Funktionen gerade sind, können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit x ą 0 annehmen

(für x “ 0 ist die Ungleichung offensichtlich strikt). Für diese x ist die Ungleichung einfach ex ď ex ` e´x

ðñ 0 ď e´x.
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2 und 3 . Die Reihe
8
ÿ

k“0

tk

k!

ż

X

SpxqT pxqkeϑT pxqhpxqdµ0pxq

ist absolut konvergent für alle t P R mit ϑ ˘ t P Θ. Die Summe und das Integral sind
vertauschbar nach dem Satz von Fubini, das heißt die Reihe hat den Wert

ż

X

Spxqepϑ`tqT pxqhpxqdµ0pxq “ uSpϑ` tq.

Somit ist uS in einer entsprechenden Umgebung analytisch und es gilt

u1
Spϑq “ lim

tÑ0

1

t
puSpϑ` tq ´ uSpϑqq

“ lim
tÑ0

ż

X

Spxq

ˆ

epϑ`tqT pxq ´ eϑT pxq

t

˙

hpxqdµ0pxq

“

ż

X

Spxq

ˆ

lim
tÑ0

epϑ`tqT pxq ´ eϑT pxq

t

˙

hpxqdµ0pxq

“

ż

X

SpxqT pxqeϑT pxqhpxqdµ0pxq “ ebpϑq EϑrS ¨ T s.

(16)

Für S ” 1 folgt

u1
1pϑq “ ebpϑq EϑrT s und u2

1pϑq “ ebpϑq EϑrT 2s. (17)

Wegen bpϑq “ ln
`

u1pϑq
˘

folgt

b1pϑq “
u1
1pϑq

u1pϑq

(15)
“ EϑrT s “ τpϑq (18)

für alle ϑ P Θ und somit

τ 1pϑq “ b2pϑq “

ˆ

u1
1pϑq

u1pϑq

˙1

“
u1pϑqu2

1pϑq ´ u1
1pϑq2

u1pϑq2

(17)
“

e2bpϑq EϑrT 2s ´ e2bpϑq EϑrT s2

e2bpϑq
“ EϑrT 2s ´ EϑrT s2 “ VϑrT s.

(19)

Mit a1pϑq “ 1 folgen die Aussagen.

4 Für alle ϑ P Θ gilt

Uϑpxq “
B

Bϑ
ln
`

ρpx, ϑq
˘ (14)

“ T pxq ´ b1pϑq, (20)

und somit gilt

EϑrUϑs “ EϑrT s ´ b1pϑq
(18)
“ τpϑq ´ τpϑq “ 0

und

Ipϑq “ VϑrUϑs
(20)
“ VϑrT ´ b1pϑqs “ VϑrT s

(19)
“ τ 1pϑq.

5 Es gilt

d

dϑ
EϑrSs

(15)
“

d

dϑ
uSpϑqe´bpϑq “

“

u1
Spϑq ´ b1pϑquSpϑq

‰

e´bpϑq

(16)
“ EϑrS ¨ T s ´ b1pϑqEϑrSs

(18)
“ EϑrST s ´ EϑrSsEϑrT s.

(21)
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Also folgt
ż

X

Spxq
B

Bϑ
ρpx, ϑqdµ0pxq “ EϑrS ¨ Uϑs

(20)
“ Eϑ

“

S ¨
`

T ´ τpϑq
˘‰

“ EϑrST s ´ EϑrSs EϑrT s
loomoon

“τpϑq

(21)
“

d

dϑ
EϑrSs “

d

dϑ

ż

X

Spxqρpx, ϑqdµ0pxq.
l

Das Produkt regulärer Modelle ist regulär.

Lemma 1.3.17 (Produkt exponentieller Modelle ist exponentiell)
Ist

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ein exponentielles Modell bezüglich T und n P N, so ist das n-fache
Produktmodell exponentiell bezüglich Tnpxq :“ 1

n

řn
k“1 T pxkq. Insbesondere ist Tn der beste

Schätzer für τ :“ E¨rT s (nach Satz 1.3.5).

Beweis. Ist ρpx, ϑq “ hpxqeapϑqT pxq´bpϑq die Likelihoodfunktion von
`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

, so ist
die Likelihoodfunktion des Produktmodells

px, ϑq ÞÑ

n
ź

k“1

ρpxk, ϑq “

˜

n
ź

k“1

hpxkq

¸

exp

˜

apϑq ¨

n
ÿ

k“1

T pxkq ´ nbpϑq

¸

“

˜

n
ź

k“1

hpxkq

¸

loooooomoooooon

“:hnpxq

exp

ˆ

n ¨ apϑq
loomoon

“:anpϑq

¨Tnpxq ´ nbpϑq
loomoon

“:bnpϑq

˙

l

Bemerkung 1.3.18 (Fisher-Information des Produktmodells)
Ist I die Fisher-Information des Modells, so ist die Fisher-Information des Produktmodells

Inpϑq
1.3.5
“ a1

npϑqτ 1pϑq “ na1pϑqτ 1pϑq “ nIpϑq.

Die Fisher-Information ist also exakt additiv - mehr Versuche geben uns mehr Information.˝

Bemerkung 1.3.19 Die Formel In “ nI gilt allgemein für reguläre Produktmodelle (cf.
[2, Bem. 7.17]). Unter den Voraussetzungen von Satz 1.3.3 gilt für jedes n P N und jeden
regulären erwartungstreuen Schätzer Tn für τ des Produktmodells

VϑrTns ě
τ 1pϑq2

Inpϑq
“
τ 1pϑq2

nIpϑq
P Opn´1q für n Ñ 8 @ϑ P Θ.

˝

Bemerkung 1.3.20 Im Gameshow-Modell sahen wir, dass T˚
n pxq :“ n`1

n xpnq ein erwar-
tungstreuer Schätzer für ϑ ist und VϑrT˚

n s “ ϑ2

npn`2q
. Dies ist kein Widerspruch, da dieses

Modell nicht regulär ist, da die Likelihoodfunktion für n “ 1

ρpx, ϑq “
1

ϑ
1r0,ϑspxq

und somit nicht stetig (und schon gar nicht differenzierbar) ist. ˝
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Beispiel 1.3.21 (Binomialmodell ist exponentiell)
Für n P N bilden die Binomialverteilung pBn,ϑqϑPΘ:“p0,1q eine exponentielle Familie auf
`

X :“ t0, . . . , nu,F :“ PpXq
˘

mit dem Zählmaß µ0 und T pxq “ 1
nx: für x P X und ϑ P Θ

gilt

ρpx, ϑq “

ˆ

n

x

˙

ϑxp1 ´ ϑqn´x “

ˆ

n

x

˙

exp px lnpϑq ` pn´ xq lnp1 ´ ϑqq

“

ˆ

n

x

˙

loomoon

“:hpxqą0

exp

ˆ

1

n
x

loomoon

“T pxq

¨n ln

ˆ

ϑ

1 ´ ϑ

˙

looooooomooooooon

“:apϑq

`n lnp1 ´ ϑq
looooomooooon

“:bpϑq

˙

.

Nach Satz 1.3.5 ist T bester Schätzer für τpϑq :“ EϑrT s “ ϑ. ˛

Beispiel 1.3.22 (Gauß-I-Modell ist exponentiell)
Bei gegebener Varianz σ2 ą 0 hat die Familie pN ϑ,σ2qϑPR die Likelihoodfunktion

ρpx, ϑq “
1

?
2πσ2

exp

ˆ

´
1

2σ2
px´ ϑq2

˙

“ exp

ˆ

´
1

2σ2
x2
˙

loooooooomoooooooon

“:hpxq

exp

ˆ

x
loomoon

“T pxq

ϑ

σ2
loomoon

“:apϑq

´
1

2σ2
ϑ2 ´

1

2
lnp2πσ2q

looooooooooooomooooooooooooon

“:´bpϑq

˙

.

Nach Lemma 1.3.17 ist T pxq :“ 1
n

řn
k“1 xk der beste Schätzer für τ “ idp0,8q im n-fachen

Produktmodell. ˛

Beispiel 1.3.23 (Gauß-III-Modell ist exponentiell)
Bei gegebenen Mittelwert m P R hat die Familie pNm,ϑqϑPp0,8q auf

`

R,BpRq
˘

die Like-
lihoodfunktion

ρpx, ϑq “
1

?
2πϑ

exp

ˆ

´
1

2ϑ
px´mq2

˙

“ exp

ˆ

´
1

2ϑ
px´mq2 ´

1

2
lnp2πϑq

˙

,

welche die Form (14) mit T pxq :“ px ´ mq2, apϑq :“ ´ 1
2ϑ , bpϑq :“ 1

2 lnp2πϑq und hpxq “ 1.
Nach Satz 1.3.5 ist T ein bester Schätzer für τpϑq :“ b1

pϑq

a1pϑq
“ ϑ mit Varianz VϑrT s “

τ 1
pϑq

a1pϑq
“

2ϑ2. Nach Lemma 1.3.17 ist T pxq :“ 1
n

řn
k“1pxk ´mq2 der beste Schätzer für τ “ idp0,8q im

n-fachen Produktmodell. ˛

(Das Gauß-Modell mit unbekanntem Mittelwert und unbekannter Varianz ist exponentiell
im erweitertem Sinne.)

Beispiel 1.3.24 (Poisson-Modell ist exponentiell)
Das Poisson-Modell ist ein exponentielles Modell bezüglich T pxq “ x, da

ρpx, ϑq “ e´ϑϑ
x

x!
“

1

x!
exp px lnpϑq ´ ϑq

die Form (14) mit apϑq “ lnpϑq, bpϑq “ ϑ und hpxq “ 1
x! hat. Also ist T ein bester Schätzer

für τpϑq “
b1

pϑq

a1pϑq
“ ϑ mit Varianz VϑrT s “

τ 1
pϑq

a1pϑq
“ ϑ.

Nach Lemma 1.3.17 ist T pxq :“ 1
n

řn
k“1 xk der beste Schätzer für τ “ idp0,8q im n-fachen

Produktmodell. ˛
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1.4 Suffizienz und Vollständigkeit

10.05.2022Motivation. Was sind die für τ relevanten Information, die wir aus einer Beobachtung
erfahren können?

Bei n unabhängigen Münzwürfen (n-faches Bernoulli-Produktmodell) ist X “ t0, 1un und
Θ :“ p0, 1q. Es scheint so zu sein, dass x “ px1, . . . , xnq P X den selben „Informationsgehalt“
über ϑ enthält, wie

řn
k“1 xk, obwohl weniger Informationen über x bekannt sind.

Wie können wir diesen Verhalt mathematisch präzisieren?

Beim Gameshow-Modell „sollte“ T̃npxq :“ xpnq suffizient sein, obwohl T̃n (oder aT̃n für
irgendein a P R) kein bester Schätzer ist. ˝

Definition 1.4.1 (Suffizienz)
Sei

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ein statistisches Modell.

• Die σ-Algebra B Ă F ist suffizient suffizient, wenn für alle A P F eine messbare Funktion
fA : pX,Bq Ñ

`

R,BpRq
˘

existiert, sodass für alle ϑ P Θ

fApxq “ PϑrA | Bspxq für Pϑ-fast alle x P X .

• Die Statistik T : pX,Fq Ñ pΣ,S q ist suffizient, wenn σpT q :“ tT´1pAq : A P S u Ă F
suffizient ist, das heißt, wenn für alle A P F PϑrA | σpT qs nicht von ϑ abhängt.

Bemerkung 1.4.2 (Interpretation der Suffizienz) Beim Übergang von X zu T pXq ge-
hen typischerweise Informationen verloren. Die Statistik T ist suffizient, wenn T alle rele-
vanten Informationen bezüglich des unbekannten Parameters enthält. ˝

Bemerkung 1.4.3 Ist B Ă F suffizient, so ist T “ id suffizient. Ist T suffizient, so ist σpT q

suffizient, es gibt also eine Art 1-1-Beziehung. ˝

Wir betrachten zunächst die beiden Extremfälle.
Beispiel 1.4.4 (T “ id)
Sei T : pX,Fq Ñ pX,Fq die Identität („wir werfen keine Informationen weg“). Dann ist
σpT q “ F suffizient, denn für A P B :“ F und die F-messbare Abbildung fA :“ 1A gilt für
Pϑ-fast alle x P X

1Apxq “ PϑrA | Bspxq @ϑ P Θ. ˛

Beispiel 1.4.5 (T konstant)
Sei T : pX,Fq Ñ pΣ,S q konstant, das heißt, T nimmt nur einen Wert an. Dann ist σpT q “

tH,Xu und für Pϑ-fast alle x P X gilt

PϑrA | tH,Xuspxq “ PϑrAs.

Wenn ein fA wie in Definition 1.4.1 existiert, dann gilt PϑpAq “ fApxq Pϑ-fast sicher für alle
ϑ P Θ. Somit ist ϑ ÞÑ PϑrAs für alle A konstant, also sind alle Pϑ, ϑ P Θ gleich. Also ist T ,
abgesehen von diesem uninteressanten Spezialfall, nicht suffizient. ˛
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Lemma 1.4.6 (Charakterisierung der Suffizienz)
Es ist B Ă F genau dann suffizient, wenn für alle messbaren Funktionen g : pX,Fq Ñ
`

R,BpRq
˘

mit g P L1pPϑq für alle ϑ P Θ eine messbare Abbildung fg : pX,Bq Ñ
`

R,BpRq
˘

existiert, sodass für alle ϑ P Θ gilt

fgpxq “ Eϑrgpxq | Bs für Pϑ-fast alle x P X . (22)

Beweis. " ðù ": Setze g :“ 1A für A P F .

" ùñ ": (Maßtheoretische Induktion) Die Aussage (22) gilt für Funktionen g :“ 1A mit
A P F mit fgpxq :“ fApxq (letztere ist aus Definition 1.4.1, erster aus (22)).

Ist g “
řn
k“1 αk 1Ak

mit αk ě 0 und Ak P F für alle k P t1, . . . , nu, dann folgt (22) mit
fgpxq :“

řn
k“1 αkfAk

pxq.

Für g P L1 mit g ě 0 benutzt man des Satz über monotone Konvergenz und für allgemeine
g P L1 die Zerlegung in Positiv- und Negativteil. l

Ist T eine diskrete Zufallsvariable, dessen Suffizienz wir zeigen wollen, genügt es, zu zeigen,
dass PϑrX P A | T pxq “ ms unabhängig von ϑ ist.

Beispiel 1.4.7 (Bernoulli-Produktmodell)
Wir zeigen, dass in diesem Modell Spx1, . . . , xnq :“

řn
k“1 xk suffizient ist.

Für B Ă t0, 1un “ X und x P X gilt

PϑrB | σpSqspxq “ PϑrB | S “ ms,

wobei m :“
řn
k“1 xk.

Für m P t1, . . . , nu gilt

PϑrB | S “ ms “
PϑrB X tS “ mus

PϑrS “ ms
“

1

PϑrS “ ms

ÿ

bPB

Pϑ
“

tbu X tS “ mu
loooooooomoooooooon

“0 wenn
řn

k“1 bk‰m

‰

“
1

PϑrS “ ms

ÿ

bPB
Spbq“m

Pϑ
“

tbu
‰

“
1

PϑrS “ ms

ÿ

bPB
Spbq“m

ϑmp1 ´ ϑqn´m

“

ÿ

bPB
Spbq“m

ϑmp1 ´ ϑqn´m

`

n
m

˘

ϑmp1 ´ ϑqn´m
“

1
`

n
m

˘#tb P B : Spbq “ mu,

also ist PϑrB | S “ ms unabhängig von ϑ.

Jedoch ist für n ě 2 der Schätzer S̃px1, . . . , xnq :“
řn´1
k“1 xk nicht suffizient: für B Ă PpXq

30



1 PARAMETERSCHÄTZUNG

und m P t0, . . . , n´ 1u ist nach der obigen Rechnung PϑrB | S̃ “ ms gleich

1

PϑrS̃ “ ms

ˆ

ÿ

bPB
S̃pbq“m

ϑm`1p1 ´ ϑqn´1´m `
ÿ

bPB
S̃pbq“m

ϑmp1 ´ ϑqn´m

˙

“
1

`

n´1
m

˘

ϑmp1 ´ ϑqn´1´m

ˆ

ÿ

bPB
S̃pbq“m

ϑm`1p1 ´ ϑqn´1´m `
ÿ

bPB
S̃pbq“m

ϑmp1 ´ ϑqn´m

˙

“
1

`

n´1
m

˘

ˆ

ϑ ¨ #tb P B : S̃pbq “ m, bn “ 1u ` p1 ´ ϑq ¨ #tb P B : S̃pbq “ m, bn “ 0u

˙

.

Die auftretenden Kardinalitäten sind verschieden, z.B. für B “ tb P X : bn “ 1u. ˛

Bemerkung 1.4.8 (Anschauung für Suffizienz (cf. Renesse-Skript, Satz 2.18))
Durch Bedingen / Festlegen auf das Ergebnis eine Hilfsbeobachtung S “ SpXq verbleibt
zwar noch ein gewisser „Restzufall“ in der BeobachtungX, allerdings hängt dessen Verteilung
nicht mehr von ϑ ab.

Ist S suffizient, so ist Pϑ durch Pϑ ˝ S festgelegt. ˝

Beispiel 1.4.9 (Geometrische Verteilung)
Wir werfen eine Münze und zählen die Anzahl der Misserfolge bis zum ersten Erfolg. Dies
wiederholen wir n mal.

Sei
`

Nn0 ,PpNn0 q, pPϑqϑPΘ:“p0,1q

˘

das zugehörige statistische Modell mit Pϑptkuq “ p1 ´ ϑqkϑ.
Die Statistik Spxq :“

řn
k“1 xk ist negativ-binomialverteilt:

PϑrSpxq “ ss “

ˆ

s` n´ 1

n´ 1

˙

p1 ´ ϑqsϑn @s P N0 .

Die Statistik S ist suffizient, denn für alle k P Nn0 und s P N0 hängt

PϑrX “ k | SpXq “ ss “
PϑrX “ k, SpXq “ ss

PϑrSpXq “ ss
“ 1tSpkq“su

PϑrX “ ks

PϑrSpXq “ ss

“ 1tSpkq“su

śn
j“1p1 ´ ϑqkjϑ

`

s`n´1
n´1

˘

p1 ´ ϑqsϑn
“ 1tSpkq“su

p1 ´ ϑq
řn

j“1 kjϑn
`

s`n´1
n´1

˘

p1 ´ ϑqsϑn

“ 1t
řn

j“1 kj“su

p1 ´ ϑq
řn

j“1 kjϑn
`

s`n´1
n´1

˘

p1 ´ ϑqsϑn
“ 1t

řn
j“1 kj“su

1
`

s`n´1
n´1

˘

nicht von ϑ ab. ˛

Beispiel 1.4.10 (Suffizienz im Gauß-Produktmodell (Hausaufgabe 4.2))
Betrachte für n ą 1 das n-fache Gausssche Produktmodell

`

Xn,BpXnq, pPϑqϑPΘ

˘

, wobei
X :“ Rd und Pϑ :“ N µ,Σ die d-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswertvektor
µ P Rd und Kovarianzmatrix Σ P Rdˆd

ě0 , d ą 1 und Θ :“ Rd ˆRdˆd
ě0 sind. Definiere Mn :“

MnpXq :“ 1
n

řn
k“1Xk. Dann ist

UpXq :“

˜

Mn,
1

n´ 1

n
ÿ

k“1

pXk ´MnqpXk ´MnqT

¸

eine suffiziente Statistik für dieses Modell. ˛
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Satz 1.4.1: Rao-Blackwell

Seien
`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ein statistisches Modell, τ : Θ Ñ R eine Kenngröße,
S : pX,Fq Ñ pΣ,S q suffizient und T : pX,Fq Ñ

`

R,BpRq
˘

erwartungstreu für τ .
Dann existiert eine messbare Abbildung T̃ : pX, σpSqq Ñ pR,BpRqq, sodass für alle
ϑ P Θ

T̃ pxq “ EϑrT | σpSqspxq Pϑ ´ fast sicher (23)

gilt. Dann ist T̃ erwartungstreu für τ und für alle ϑ P Θ gilt VϑrT̃ s ď VϑrT s.

Beweis. Existenz. Zu g “ T existiert nach Lemma 1.4.6 ein fT “ T̃ mit T̃ pxq “ EϑrT |

σpSqspxq Pϑ-fast sicher für alle ϑ P Θ.

Erwartungstreue. Für ϑ P Θ gilt nach der Turmeigenschaft (T)

EϑrT̃ s “ Eϑ
“

EϑrT | σpSqs
‰ (T)

“ EϑrT s “ τpϑq.

Varianz. Sei ϑ P Θ. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei VϑrT s ă 8. Dann folgt mit
der Jensen-Ungleichung für bedingte Erwartungswerte (J) (da x ÞÑ x2 konvex ist) und der
Erwartungstreue von T̃

VϑrT̃ s “ Eϑr
`

T̃ ´ τpϑq
˘2

s
(23)
“ Eϑ

“

pEϑrT ´ τpϑq | σpSqsq2
‰

(J)
ď Eϑ

“

Eϑ
“`

T ´ τpϑq
˘2

| σpSq
‰‰

(T)
ď Eϑ

“`

T ´ τpϑq
˘2‰

“ VϑrT s

(24)

aufgrund der Erwartungstreue von T . l

Bemerkung 1.4.11 Mit diesem Satz lässt sich einen erwartungstreuen Schätzer T mittels
einer suffizienten Statistik verbessern, in dem Sinne, dass die Erwartungstreue erhalten bleibt
und die Varianz nicht größer wird. Ist S die Identität (suffizient nach Beispiel 1.4.4), so ist
T̃ “ T Pϑ-fast überall für alle ϑ P Θ, also ist keine Verbesserung erreicht worden. ˝

Beispiel 1.4.12 (Poisson-Modell (Hausaufgabe 4.1))
Betrachte das statistische Produktmodell

`

Nn0 ,PpNn0 q, pPoipϑqbnqϑą0

˘

. Dann ist T pXq “

X1 ¨X2 ein erwartungstreuer Schätzer für ϑ2. Die Statistik UpXq :“
řn
k“1Xk ist in diesem

Modell suffizient und vollständig. Mit Satz 1.4.1 kann man U zu einem Schätzer S verbessern,
welcher ein bester erwartungstreuer Schätzer für ϑ2 ist. ˛

11.05.2022

Satz 1.4.2: Neyman-Fisher Faktorisierungslemma (diskret)

Seien
`

X,F , pPϑqϑPΘq ein Standardmodell, wobei das dominierende Maß µ0 das Zähl-
maß ist und ρ : Θ ˆ X Ñ p0,8q die Likelihoodfunktion.
Die Statistik S : X Ñ Σ ist suffizient genau dann wenn Funktionen h : Θ ˆ Σ Ñ R
und k : X Ñ R existieren, sodass

ρpϑ, xq “ hpϑ, Spxqqkpxq

für alle x P X und alle ϑ P Θ gilt.
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Beweis. Für s P Σ mit PrSpXq “ ss ą 0 und x P X gilt

PϑrX “ x | SpXq “ ss “
PϑrX “ x, SpXq “ ss

PϑrSpXq “ ss

“ 1tSpXq“su

PϑrX “ xs

PϑrSpXq “ ss
“ 1tSpXq“su

ρpϑ, xq
ř

yPS´1psq ρpϑ, yq
.

(25)

" ùñ ": Sei S suffizient. Dann existiert eine Funktion f : XˆΣ Ñ R mit

fpx, sq “ PϑrX “ x | SpXq “ ss @ps, xq P XˆΣ.

Für x P X und s “ SpXq gilt dann

ρpϑ, xq
(25)
“ fpx, Spxqq

loooomoooon

“:kpxq

ÿ

yPS´1psq

ρpϑ, yq

loooooooomoooooooon

“:hpϑ,sq

.

" ðù ": Sei ρpϑ, xq “ hpϑ, Spxqqkpxq. Dann gilt für x P X und s P Σ

PϑrX “ x | SpXq “ ss
(25)
“ 1tSpXq“su

hpϑ, Spxqqkpxq
ř

yPS´1psq hpϑ, Spyqqkpyq

“ 1tSpXq“su

hpϑ, sqkpxq
ř

yPS´1psq hpϑ, Spyqqkpyq

“ 1tSpXq“su

kpxq
ř

yPS´1psq kpyq
.

l

Beispiel 1.4.13 (Geometrische Verteilung)
Die Dichte bezüglich des Zählmaßes ist

ρpx, ϑq “

n
ź

k“1

p1 ´ ϑqxkϑ “ p1 ´ ϑqSpxqϑn “: hpϑ, Spxqq,

somit ist S suffizient nach Satz 1.4.2. ˛

12.05.2022Beispiel 1.4.14 (Bernoulli-Produktmodell)
Sei wie in Beispiel 1.4.7 Spx1, . . . , xnq :“

řn
k“1 xk. Dann ist S suffizient. Sei τpϑq :“ ϑ P

Θ :“ p0, 1q und T px1, . . . , xnq :“ x1. Dann ist T erwartungstreu.

Sei
T̃ px1, . . . , xnq :“ EϑrT | σpSqspx1, . . . , xnq “ EϑrT pxq | Spxq “ ms,

wobei m “
řn
k“1 xk.

Dann gilt

EϑrT ¨ 1tSpxq“mus

PϑrS “ ms
“

1

PϑrS “ ms
EϑrX1 ¨ 1tS“mus “

1

PϑrS “ ms
PϑrX1 “ 1, S “ ms

“
1

PϑrS “ ms
PϑrX1 “ 1sPϑrS “ m | X? “ 1s

“
1

PϑrS “ ms
ϑϑm´1p1 ´ ϑqn´1´pm´1q

ˆ

n´ 1

m´ 1

˙

“
(((((((
ϑmp1 ´ ϑqn´m

`

n´1
m

˘

`

n
m

˘

(((((((
ϑmp1 ´ ϑqn´m

“
m

n
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und diese Formel gilt auch für m “ 0. Also ist T̃ pxq “ m
n für alle m P t0, . . . , nu. Nach

Satz 1.3.5 und Lemma 1.3.17 ist das der beste Schätzer. ˛

Satz 1.4.3: Neyman-Kriterium für Suffizienz

Sei
`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ein Standardmodell mit dominierendem Maß µ0 und Likelihood-
funktion ρ. Eine Unter-σ-Algebra B Ă F ist genau dann suffizient, wenn eine mess-
bare Funktion h : pX,Fq Ñ r0,8q und für jedes ϑ P Θ eine messbare Funktion
fϑ : pX,Bq Ñ r0,8q existiert, sodass

ρpx, ϑq “ fϑpxqhpxq

µ0-fast sicher und für alle ϑ P Θ gilt.

Beweis. Siehe [3]. l

Bemerkung 1.4.15 (Schätzer im exponentiellen Modell ist suffizient) In einem ex-
ponentiellen Modell gilt

ρpx, ϑq “ hpxq exp papϑqT pxq ´ bpϑqq .

Es ist h positiv und wir können fϑpxq :“ exp papϑqT pxq ´ bpϑqq setzen. Dann ist B :“ σpT q

nach Satz 1.4.3 suffizient, also auch T . ˝

Beispiel 1.4.16 (Gameshow)
Der Schätzer T̃n :“ maxptx1, . . . , xnuq ist suffizient, denn die Likelihoodfunktion ist

ρpx, ϑq “ ϑ´n 1r0,ϑspT̃npxqq “: fϑpxq

ist B :“ σpT̃nq messbar für alle ϑ P Θ. ˛

Bemerkung 1.4.17 In der Situation von Satz 1.4.3 folgt: ist B suffizient und ist B̃ Ă F ein
σ-Algebra mit B Ă B̃, so ist B̃ ebenfalls suffizient (aus der B-Messbarkeit von fϑ folgt auch
die B̃-Messbarkeit von fϑ). Allgemein ist das tatsächlich falsch (cf. [3]). ˝

Definition 1.4.18 (Vollständige Statistik)
Sei

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ein statistisches Modell. Die Statistik S : pX,Fq Ñ pΣ,S q ist voll-
ständig vollständig, wenn für alle messbaren Funktionen h : pΣ,S q Ñ

`

R,BpRq
˘

mit Eϑr|hpSq|s ă 8

gilt
EϑrhpSqs “ 0 @ϑ P Θ ùñ hpSq “ 0 Pϑ-fast sicher @ϑ P Θ.

Lemma 1.4.19 (Charakterisierung von Vollständigkeit)
Die Statistik S ist genau dann vollständig, wenn aus f, g P L1pX, σpSq,Pϑq und
ş

X
fpxqdPϑpxq “

ş

X
gpxqdPϑpxq für alle ϑ P Θ folgt, dass Pϑrf “ gs “ 1 für alle ϑ P Θ gilt.

Bemerkung 1.4.20 (Von Wikipedia) Die (äquivalente) Kontraposition der obigen Cha-
rakterisierung von Vollständigkeit ist: gilt nicht f “ g Pϑ0

-fast sicher für ein ϑ0 P Θ, so folgt
ş

X
fpxq ´ gpxqdPϑ0

pxq ‰ 0, also ist σpSq klein genug, damit pPϑqϑPΘ alle Funktionen aus
L1

`

X, σpSq, pPϑqϑPΘ

˘

unterscheiden kann. ˝
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Beweis. " ùñ ": Seien S vollständig und f, g P L1pX, σpSq,Pϑq mit
ş

X
f dPϑ “

ş

X
g dPϑ

für alle ϑ P Θ. Aufgrund des Faktorisierungssatzes [4, Satz 8.11] existiert eine messbare
Funktion h : pΣ,S q Ñ

`

R,BpRq
˘

mit h ˝ S “ f ´ g. Dann gilt für alle ϑ P Θ

Eϑr|hpSq|s “ Eϑr|f ´ g|s ď Eϑr|f |s ` Eϑr|g|s
f,gPL1

ă 8

sowie
0 “

ż

X

fpxq ´ gpxqdPϑpxq “

ż

X

hpSpxqqdPϑpxq “ EϑrhpSqs.

Aufgrund der Vollständigkeit von S folgt hpSq “ f ´ g “ 0 Pϑ-fast sicher für alle ϑ P Θ.

pX, σpSqq
`

R,BpRq
˘

pΣ,S q

S

f´g

Dh

Abb. 3: Kommutati-
ves Diagram für den
Faktorisierungssatz.

" ðù ": Sei h : Σ Ñ R messbar, sodass Eϑr|hpSq|s ă 8 und EϑrhpSqs “ 0 für alle ϑ P Θ gilt.
Dann können wir h als h “ h` ´h´ zerlegen, wobei h` und h´ nichtnegativ und integrierbar
sind. Aus der Linearität von EϑrhpSqs “ 0 folgt sowie

Eϑrh`pSqs “ Eϑrh´pSqs @ϑ P Θ

und somit nach Voraussetzung Pϑrh`pSq “ h´pSqs “ 1 und somit PϑrhpSq “ 0s “ 1 für alle
ϑ P Θ. l

Lemma 1.4.21 (Konstante Schätzer sind vollständig)
Nimmt S nur einen Wert an, so ist S vollständig.

Beweis. Sei Spxq :“ s für alle x P X. Für eine messbare Funktion h : Σ Ñ R mit Eϑr|hpSq|s ă

8 mit EϑrhpSqs “ 0 für alle ϑ P Θ gilt

0 “ EϑrhpSqs “ Eϑrhpsqs “ hpsq

für alle ϑ P Θ. Somit ist hpsq “ 0, also folgt hpSq “ 0. l

Beispiel 1.4.22 (Bernoulli-Produktmodell)
Im Bernoulli-Produktmodell ist X “ t0, 1un. Die Statistik Spxq :“

řn
k“1 xk ist vollständig,

denn für h : t0, . . . , nu Ñ R ist

EϑrhpSqs “

n
ÿ

m“0

hpmqPϑrS “ ms “

n
ÿ

m“0

hpmq

ˆ

n

m

˙

ϑmp1 ´ ϑqn´m

“ p1 ´ ϑqn
looomooon

ą0

n
ÿ

m“0

hpmq

ˆ

n

m

˙ˆ

ϑ

1 ´ ϑ

˙m

ein Polynom in y :“ ϑ
1´ϑ , welches genau dann für alle ϑ (das heißt, für alle y P p0,8q) Null

ist, wenn hpmq “ 0 für alle m P t0, . . . , nu ist.

Jedoch ist Spxq :“
`

x1,
1
n

řn
k“1 xk

˘

nicht vollständig für n ě 2. Das kann man so sehen: für
h : r0, 1s2 Ñ R, ps1, s2q ÞÑ s1 ´ s2 gilt

EϑrhpSqs “ Eϑ

«

X1 ´
1

n

n
ÿ

k“1

Xk

ff

“ ϑ´
1

n
¨ nϑ “ 0

für alle ϑ P Θ, aber PϑrhpSq “ 0s ă 1 für alle ϑ P p0, 1q, da n ě 2 ist (es ist hpSpxqq “ 0

genau dann wenn x1 “ 1
n´1

řn
k“2 xk ist). ˛
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Satz 1.4.4: Lehmann-Scheffé (1950, 1955)

Seien
`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ein statistisches Modell und T : X Ñ R ein erwartungstreuer
Schätzer für die Kenngröße τ : Θ Ñ R mit EϑrT 2s ă 8. Ist S : pX,Fq Ñ pΣ,S q

suffizient und vollständig, dann ist

T̃ :“ EϑrT | σpSqs

bester Schätzer für τ (nach Satz 1.4.1 kennen wir eine Version von T̃ , welche unab-
hängig von ϑ ist).

17.05.2022Beweis. Existenz. Aus Satz 1.4.1 folgt: T̃ existiert und hängt nicht von ϑ ab und T̃ ist
erwartungstreu mit VϑrT̃ s ď VϑrT s für alle ϑ P Θ.

UMVU. Zunächst folgt aus EϑrT 2s ă 8 wie in (24) EϑrT̃ 2s ă 8 und somit ist VϑrT̃ s ă 8.
Sei nun U ein erwartungstreuer Schätzer für τ . Sei analog zu T̃

Ũ :“ EϑrU | σpSqs.

Nach dem Satz von Rao-Blackwell gilt VϑrŨ s ď VϑrU s für alle ϑ P Θ.
Alternative: Es gilt

T̃ , Ũ P

L1
pX, σpSq, Pϑq und

EϑrT̃ s “ EϑrŨs für
alle ϑ P Θ wegen der
Turmeigenschaft und
der Erwartungstreue
von U und T , also
folgt aus
Lemma 1.4.19 T̃ “ Ũ

Pϑ-fast sicher für alle
ϑ P Θ.

Nach dem Faktorisierungssatz existieren messbare Funktionen t, u : pΣ,S q Ñ
`

R,BpRq
˘

mit
T̃ “ t ˝ S und U “ u ˝ S. Für ϑ P Θ folgt

0 “ τpϑq ´ τpϑq “ EϑrŨ ´ T̃ s “ Eϑrpu´ tqpSqs.

Mit der Vollständigkeit folgt nach Lemma 1.4.19 pu´ tqpSq “ 0 Pϑ-fast sicher für alle ϑ P Θ

und somit T̃ “ Ũ Pϑ-fast sicher.

Also folgt für alle ϑ P Θ

VϑrT̃ s “ VϑrŨ s
1.4.1
ď VϑrU s

und somit ist T̃ bester Schätzer. l

Lemma 1.4.23
Ist ein Modell exponentiell bezüglich einer Statistik T , dann ist T vollständig.

Beweis. Sei die Likelihoodfunktion

ρpx, ϑq “ exp pϑT pxq ´ bpϑqq h̃pxq,

wobei h̃pxq ą 0, für alle x P X und ϑ P Θ. Wir können wieder ohne Beschränkung der
Allgemeinheit apϑq “ ϑ wählen. Ferner sei h : R Ñ R messbar mit Eϑr|hpT q|s ă 8 und
EϑrhpT qs “ 0 für alle ϑ P Θ.

Dann folgt mit µ1 :“ h̃µ0 und ν1 :“ µ1 ˝ T´1 für alle ϑ P Θ

0 “ EϑrhpT qs “

ż

X

hpT pxqqdPϑpxq

“

ż

X

hpT pxqq exp pϑT pxq ´ bpϑqq h̃pxqdµ0pxq

“

ż

X

hpT pxqq exp pϑT pxq ´ bpϑqqdµ1pxq “ e´bpϑq

ż

R
hpyqeϑy dν1pyq

36



1 PARAMETERSCHÄTZUNG

und somit (h “ h` ´ h´)
ż

R
h`pyqeϑy dν1pyq “

ż

R
h´pyqeϑy dν1pyq. (26)

(Jetzt orientieren wir uns an [3].) Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei 0 P Θ. Einsetzen
von ϑ “ 0 gibt

w :“

ż

R
h`pyqdν1pyq “

ż

R
h´pyqdν1pyq ě 0.

Wir unterscheiden in zwei Fälle.

1 Ist w “ 0, folgt h`pyq “ h´pyq “ 0 für ν1-fast alle y P R und somit hpyq “ 0 für
ν1-fast alle y P R. Daraus folgt h

`

T pxq
˘

“ 0 für µ1-fast alle x P X, also h
`

T pxq
˘

“ 0

für Pϑ-fast alle x P X für alle ϑ P Θ.

2 Ist w ą 0, definiere dκ1pyq “
h`

pyq

w dν1pyq, das heißt κ1pAq “
ş

A
h`

pyq

w dν1pyq für

A P BpRq. Analog definiere dκ2pyq “
h´

pyq

w dν1pyq. Dann sind κ1 und κ2 Wahrschein-
lichkeitsmaße auf

`

R,BpRq
˘

und wegen (26) gilt
ż

R
eϑy dκ1pyq “

ż

R
eϑy dκ2pyq

für ϑ P Θ. Auf der linken Seite steht die momenterzeugende Funktion von κ1. Aus dem
Eindeutigkeitssatz für momenterzeugende Funktionen folgt (da die Integrale für ϑ in
einer Umgebung von 0 konvergieren) κ1 “ κ2. Es folgt h`pyq “ h´pyq für ν1-fast alle
y P R und somit wie in 1 h

`

T pxq
˘

“ 0 für Pϑ-fast alle x P X für alle ϑ P Θ. l
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1.5 Konsistenz

Literatur: [2].
Definition 1.5.1 (Konsistente Schätzfolge)
Sei

``

Xn,Fn, pPϑ,nqϑPΘ

˘˘

nPN eine Folge statistischer Modelle mit gleichem Θ. Seien
τ : Θ Ñ Rd eine Kenngröße und Tn : Xn Ñ Rd ein Schätzer für τ für jedes n P N. Die
Folge pTnqnPN ist konsistent konsistent, wenn für alle ε ą 0 und alle ϑ P Θ gilt, dass

Pϑ,nr|Tn ´ τpϑq| ě εs
nÑ8

ÝÝÝÑ 0.

Bemerkung 1.5.2
Von besonderem Interesse ist der Produktfall: Xn “ En Fn “ Ebn und Pϑ,n “ Qbn

ϑ ,
wobei

`

E,E, pQϑqϑPΘ

˘

ein statistisches Modell ist. Der Einfachheit halber betrachten wir
das unendliche Produkt

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

“
`

EN,Eb N, pQb N
ϑ qϑPΘ

˘

und vereinbaren, dass
Tn : X Ñ Rd nur von den ersten n Komponenten abhängt. (In diesem Fall ist die obigen
Konvergenz Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. Konvergenz im p-ten Mittel und fast sichere
Konvergenz implizieren Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.) ˝

Satz 1.5.1: Konsistenz von Stichprobenmittel und Stichproben-
varianz

Seien pE,Eq “
`

R,BpRq
˘

und
ş

R x
2 dQϑpxq ă 8 für alle ϑ P Θ. Im Produktmodell

seien Mn :“ 1
n

řn
k“1Xk das Stichprobenmittel nach n Beobachtungen sowie V ˚

n :“
1

n´1

řn
k“1pXk ´Mnq2 die korrigierte Stichprobenvarianz.

Dann sind Mn bzw. V ˚
n erwartungstreue Schätzer für mpϑq :“

ş

R x dQϑpxq bzw.
vpϑq :“

ş

Rpx ´ mpϑqq2 dQϑpxq und die Folgen pMnqnPN bzw. pV ˚
n qnPN konsistente

Schätzfolgen für m bzw. v.

Beweis. 1 Die Erwartungstreue wurde in Lemma 1.2.16 gezeigt.

2 Konsistenz von Mn. Für ε ą 0 gilt

Pϑ,n
“

|Mn ´mpϑq| ą ε
‰

“ Pϑ,n

«
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

n

n
ÿ

k“1

Xk ´ Eϑ,n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą ε

ff

nÑ8
ÝÝÝÑ 0

nach dem Gesetz der großen Zahlen.

3 Konsistenz von V ˚
n . Vorbetrachtung: Im Hilbertraum pRn, | ¨ |2q ist die orthogonale

Projektion von x P Rn auf den eindimensionalen Unterraum U :“ spantp1, . . . , 1qu

geradeMn :“ pmn, . . . ,mnq, wobeimn :“ 1
n

řn
k“1 xk (denn argminm

řn
k“1pxk´mq2 “

1
n

řn
k“1 xk). Es gilt5

Abb. 4: Die orthogo-
nale Projektion von
x auf den Unter-
raum U .

5Seien X :“ px1, . . . , xnq und M :“ pm, . . . ,mq P U . Per Definition der orthogonalen Projektion ist
X ´ Mn orthogonal zu dem von Mn aufgespannten Unterraum U , insbesondere zu M ´ Mn P U und daher
gilt |X ´M |22 “ |X ´Mn `Mn ´M |22 “ |X ´Mn|22 ` |M ´Mn|22. (Es gilt |x` y|22 “ |x|22 ` |y|22 genau dann,
wenn x K y.)
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n
ÿ

k“1

pxk ´mnq2 “

n
ÿ

k“1

pxk ´mq2 ´ npm´mnq2 (27)

und somit

V ˚
n “

n

n´ 1

1

n

n
ÿ

k“1

pxk ´mnq2

(27)
“

n

n´ 1
loomoon

nÑ8
ÝÝÝÑ1

1

n

n
ÿ

k“1

`

xk ´mpϑq
˘2

looooooooooomooooooooooon

nÑ8
ÝÝÝÑ

GGZ
vpϑq

´
n

n´ 1
loomoon

nÑ8
ÝÝÝÑ1

`

mn ´mpϑq
˘2

looooooomooooooon

nÑ8
ÝÝÝÑ0

nÑ8
ÝÝÝÑ vpϑq.

l

18.05.2022Beispiel 1.5.3 (Verschobene Exponentialverteilung)
Sei

`

Rn,BpRnq, pPbn
ϑ qϑPR

˘

ein statistisches Modell, wobei Pϑ die Dichte ρpϑ, ¨q “ 1
expp¨q

eϑ 1rϑ,8q

hat. Aus Beispiel 1.3.13 wissen wir, dass T pnq

MLpxq “: xp1q der Maximum-Likelihood-Schätzer
für ϑ ist.

Die Folge
`

T
pnq

ML

˘

nPN ist konsistent, da für alle ε ą 0 und alle ϑ P R gilt:

Pbn
ϑ

”

|T
pnq

ML ´ ϑ| ą ε
ı

“ Pbn
ϑ

„

min
1ďkďn

Xk ą ϑ` ε

ȷ

“ PϑrX1 ą ϑ` εsn “ e´εn nÑ8
ÝÝÝÑ 0,

da
PϑrX1 ą ϑ` εs “

ż 8

ϑ`ε

eϑ´x dx “

ż 8

ε

e´x dx “ e´ε.
˛

Satz 1.5.2: Hinreichendes Konsistenz-Kriterium

Gelten Eϑ,nrTns
nÑ8

ÝÝÝÑ τpϑq und Vϑ,nrTns
nÑ8

ÝÝÝÑ 0, so ist Folge pTnqnPN konsistent.

Somit m

Beweis. Für feste ε ą 0 und ϑ P Θ existiert ein Nε,ϑ P N, sodass |Eϑ,nrTns ´ τpϑq| ď ε
2

für alle n ą Nε,ϑ gilt (wegen Eϑ,nrTns
nÑ8

ÝÝÝÑ τpϑq). Für n ą Nε,ϑ gilt mit der Markov-
Ungleichung (M)

Pϑ,nr|Tn ´ τpϑq| ą εs
△‰

ď Pϑ,nr|Tn ´ Eϑ,nrTns| ` |Eϑ,nrTns| ´ τpϑq| ą εs

p‹q

ď Pϑ,n
´

|Tn ´ Eϑ,nrTns| ą
ε

2

¯

` Pϑ,n
´

|Eϑ,nrTns ´ τpϑq| ą
ε

2

¯

(M)
ď

1
ε2

4

Vϑ,nrTns
looomooon

nÑ8
ÝÝÝÑ0

`1t| Eϑ,nrTns´τpϑq|ą ε
2 upnq

looooooooooooomooooooooooooon

“0

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

In p‹q nutzen wir, dass für nichtnegative Zufallsvariablen X und Y und δ ą 0 gilt:

PrX ` Y ą δs ď P
„

X ą
δ

2
oder Y ą

δ

2

ȷ

ď P
„

X ą
δ

2

ȷ

` P
„

Y ą
δ

2

ȷ

.
l
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Bemerkung 1.5.4 (Verschobene Exponentialverteilung, Gameshow)
Die Aussage von Beispiel 1.5.3 folgt auch mit Satz 1.5.2, da wir aus Hausaufgabe 3.2 wissen,

dass EϑrTnMLs “ ϑ` 1
n und VϑrT

pnq

MLs “ 1
n2 gelten.

Die Konsistenzaussage aus Beispiel 1.1.15 folgt auch mit Satz 1.5.2, da wir aus Beispiel 1.1.15
EϑrTnMLs “ n

n`1ϑ` 1
n und VϑrT

pnq

MLs “ n
pn`1q2pn`2q

ϑ2 wissen. ˝

Beispiel 1.5.5 (Konsistente Schätzfolge für das Gameshow-Modell)
Betrachte

`

Rn`,BpRn`q, pPbn
ϑ :“ U r0,ϑsnqϑPp0,8q

˘

und setze Tnpxq :“ p
śn
k“1 xkq

1
n . Dann ist

pTnqnPN eine konsistente Schätzfolge für ϑ
e . ˛

Beweis. Für alle ϑ P p0,8q gilt

EϑrTns
u.i.v.
“ E

”

X
1
n
1

ın

“

˜

ż ϑ

0

1

ϑ
x

1
n dx

¸n

“

˜

1

ϑ

1

1 ` 1
n

x1` 1
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϑ

x“0

¸n

“
1

`

1 ` 1
n

˘nϑ
nÑ8

ÝÝÝÑ
ϑ

e

sowie analog

Eϑ
“

T 2
n

‰

“

˜

ż ϑ

0

1

ϑ
x

2
n dx

¸n

“

˜

1

ϑ

1

1 ` 2
n

x1` 2
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϑ

x“0

¸n

“
1

`

1 ` 2
n

˘nϑ
2 nÑ8

ÝÝÝÑ
ϑ2

e2

und somit

VϑrTns “ EϑrT 2
ns ´ EϑrTns2

nÑ8
ÝÝÝÑ

ϑ2

e2
´
ϑ2

e2
“ 0.

Die Aussage folgt mit Satz 1.5.2. l

Beispiel 1.5.6 (Konsistente Schätzfolgen für besondere Kovarianzmatrizen)
Betrachte das statistische Modell

`

Rn,BpRnq, pN ϑ¨1,CqϑPR
˘

, wobei C “ pCi,jq
n
i,j“1 die Ko-

varianzmatrix mit Ci,j “ ρj ´ i für i ď j ist, wobei ρ0 “ σ2 und ρk P R sind. Weiterhin sei
Mn :“ 1

n

řn
k“1Xk ein Schätzer für ϑ. Es ist Hausaufgabe 5.1 zu zeigen, dass Mn

1 keine konsistente Schätzfolge für ϑ ist, wenn ρj´i “ ρ P p0, σ2s für alle i ă j gilt.

2 eine konsistente Schätzfolge für ϑ ist, wenn ρj´i “ cγj´i mit γ P p´1, 1q für i ă j und
c ě 0. ˛

Beispiel 1.5.7 (Schätzfolge für Funktionen der ersten r Momente)
Seien

`

R,BpRq, pPϑqϑPΘ

˘

ein statistisches Modell und r P N. Zu jedem ϑ P Θ und jedem k P

t1, . . . , ru existiere das k-te Moment mkpϑq :“ EϑrXks von Pϑ. Sei ferner g : Rr Ñ R stetig
und τpϑq :“ g

`

m1pϑq, . . . ,mrpϑq
˘

. Im zugehörigen Produktmodell
`

Rn,BpRnq, pPbnqϑPΘ

˘

ist

Tnpxq :“ g

˜

1

n

n
ÿ

k“1

xk,
1

n

n
ÿ

k“1

x2k, . . . ,
1

n

n
ÿ

k“1

xrk

¸

ein Schätzer für τ und pTnqnPN eine konsistente Schätzfolge für τ (Hausaufgabe 5.2). ˛

Konsistenz von ML-Schätzern
19.05.2022
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Definition 1.5.8 (Relative Entropie)
Seien P und Q Wahrscheinlichkeitsmaße auf pE,Eq und µ0 ein σ-endliches Maß auf pE,Eq

mit P ! µ0 und Q ! µ0. (So ein Maß existiert immer, z.B. µ0 “ P ` Q.) Seien ρ :“ dP
dµ0

und σ :“ dQ
dµ0

. Dann ist

HpP ;Qq :“

ż

E

ρpxq ln

ˆ

ρpxq

σpxq

˙

dµ0pxq

die relative Entropie relative Entropie(oder: Kullback-Leibler-Divergenz/Abstand/Information) von P

bezüglich Q.

Hierbei seien 0 ¨ ln
`

0
0

˘

:“ 0, a ¨ ln
`

a
0

˘

:“ 8 und 0 ¨ ln
`

0
a

˘

:“ 0 für alle a ą 0.

Bemerkung 1.5.9 Es ist zumindest unklar, ob das Integral definiert ist und ob HpP ;Qq

von µ0 abhängt. ˝

Lemma 1.5.10
Es gilt P ! Q genau dann wenn P ptσ “ 0uq “ 0 ist.

Beweis. Es gilt immer Qptσ “ 0uq “
ş

tσ“0u
σpxqdµ0pxq “ 0.

" ùñ ": Sei P ! Q, dann gilt wegen Qptσ “ 0uq “ 0 auch P ptσ “ 0uq “ 0.

" ðù ": Seien P ptσ “ 0uq “ 0 und A P E mit QpAq “ 0. Angenommen, P pAq ą 0. Dann
gilt

0 ă P pAq “ P pAztσ “ 0uq ` P ptσ “ 0uq “ P pAztσ “ 0uq.

Aus P pAztσ “ 0uq ą 0 und P ! µ0 folgt µ0pAztσ “ 0uq ą 0. Es folgt

0 “ QpAq “

ż

A

σpxqdµ0pxq ě

ż

Aztσ“0u

σpxqdµ0pxq ą 0,

was einen Widerspruch darstellt. l

Lemma 1.5.11
Es gilt

HpP ;Qq “

$

&

%

ş

E
dP
dQ pxq ln

´

dP
dQ pxq

¯

dQpxq, wenn P ! Q,

8, sonst.

Insbesondere ist HpP ;Qq unabhängig von µ0 und das Integral ist wohldefiniert und größer
als ´8.

Beweis. Sei P ­! Q. Nach Lemma 1.5.10 folgt P ptσ “ 0uq ą 0. Weiter gilt P ptρ ą 0uq “ 1,
also folgt P ptρ ą 0u X tσ “ 0uq ą 0 und somit µ0ptρ ą 0u X tσ “ 0uq ą 0. Betrachte

HpP ;Qq “

ż

tρ“0u

0 dµ0pxq

loooooooomoooooooon

“0

`

ż

tσ“0uXtρą0u

8 dµ0pxq

looooooooooooomooooooooooooon

“8, da µ0ptρą0uXtσ“0uqą0

`

ż

tσą0uXtρą0u

ρpxq ln

ˆ

ρpxq

σpxq

˙

dµ0pxq.
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Der letzte Summand ist gleich
ż

tσą0uXtρą0u

σpxq
ρpxq

σpxq
ln

ˆ

ρpxq

σpxq

˙

dµ0pxq “

ż

tσą0uXtρą0u

fpxq ln pfpxqq
looooooomooooooon

ěC

dQpxq

für ein C P R und somit nach unten beschränkt. Daher ist HpP ;Qq wohldefiniert und es
folgt HpP ;Qq “ 8.

Seien P ! Q und f :“ dP
dQ . Dann gilt dP

dµ0
“ dP

dQ
dQ
dµ0

µ0-fast sicher. l

Lemma 1.5.12 (Eigenschaften der relativen Entropie)
Es gilt HpP ;Qq ě 0 und HpP ;Qq “ 0 genau dann, wenn P “ Q gilt.

Beweis. 1 Die Aussage HpP ;Qq ě 0 ist klar, wenn P ­! Q gilt. Sei also P ! Q. Da die
Funktion ψpyq :“ y lnpyq1p0,8qpyq strikt konvex ist, folgt mit der Jensen-Ungleichung

HpP ;Qq “

ż

E

dP

dQ
ln

ˆ

dP

dQ

˙

dQ “

ż

E

ψ

ˆ

dP

dQ

˙

dQ ě ψ

ˆ
ż

E

dP

dQ
dQ

˙

“ ψp1q “ 0.

2 Ist P “ Q, so ist dP
dQ ” 1 fast sicher und daher HpP ;Qq “ 0. Sei HpP ;Qq “ 0, dann

gilt P ! Q und somit Q-fast sicher dP
dQ ” C, da ψ strikt konvex ist (aus der vorherigen

Ungleichung). Wegen 1 “ P pEq “
ş

E
dP
dQ pxqdQpxq folgt dP

dQ ” 1 Q-fast sicher und
daher P “ Q. l

Bemerkung 1.5.13 (Anschauung für die Entropie) Im Spezialfall, dass |E| ă 8 gilt
und µ0 das Zählmaß ist, ist die „Entropie von P “

HpP q :“ ´
ÿ

pPE

p lnppq,

welche z.B. die mittlere Anzahl von Bits pro Buchstabe bei optimaler Codierung gibt. Dann
ist HpP ;Qq die Zusatzkosten, die man benötigt, wenn man als (Huffmann-)Codierung die
Häufigkeit in z.B. deutscher Sprache verwendet hat, der Text jedoch in z.B. englisch ist. ˝

Satz 1.5.3: Konsistenz von ML-Schätzern

Sei
`

E,E, pQϑqϑPΘ

˘

ein Standardmodell mit Likelihoodfunktion ρ. Wir betrachten
das (abzählbar) unendliche Produktmodell. Es gelte:

1 Θ ist ein offenes Intervall und für ϑ ‰ ϑ1 ist Qϑ ‰ Qϑ1 .
2 Für jedes n P N und jeden Vektor px1, . . . , xnq P En ist

śn
k“1 ρpxk, ¨q unimodal unimodal,

das heißt für einen ML-Schätzer Tn für ϑ ist
śn
k“1 ρpxk, ¨q wachsend für ϑ ă

Tnpxq und fallend für ϑ ą Tnpxq.

Dann ist die Folge pTnqnPN für ϑ konsistent.

Bemerkung 1.5.14 (Hinreichende Bedingung für 2 ) Die Bedingung 2 ist erfüllt,
wenn ln

`

ρpy, ¨q
˘

für alle y P E konkav ist mit zuerst positiver und am Ende negativer
strikter Veränderung (bzw. Ableitung), denn dasselbe gilt für ln p

śn
k“1 ρpxk, ¨qq, da endliche

Summen konkaver Funktionen konkav sind. ˝
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Bemerkung 1.5.15 (Vererbung der Unimodalität) Das Produkt unimodaler Funktio-
nen ist im Allgemeinen nicht unimodal. ˝

Beweis. (von Satz 1.5.3) Seien ϑ P Θ und ε ą 0, sodass ϑ ˘ ε P Θ. Nach Lemma 1.5.12
und Voraussetzung 1 existiert ein δ P

`

0, HpQϑ;Qϑ˘εq
˘

. Wir zeigen (später)

Qbn
ϑ

«

1

n
ln

˜

ρbn
ϑ

ρbn
ϑ˘ε

¸

ą δ

ff

nÑ8
ÝÝÝÑ 1, (28)

wobei ρbn
ϑ :“

śn
k“1 ρpxk, ϑq.

Wenn (28) gilt, so folgt für n P N

č

σPt´1,1u

#

1

n
ln

˜

ρbn
ϑ

ρbn
ϑ`σε

¸

ą δ

+

Ă
␣

ρbn
ϑ´ε ă ρbn

ϑ ą ρbn
ϑ`ε

(

Ă tϑ´ ε ă Tn ă ϑ` εu,

Die erste Inklusion folgt so: Wenn 1
n ln

ˆ

ρbn
ϑ

ρbn
ϑ`σε

˙

ą δ gilt, dann auch

ρbn
ϑ

ρbn
ϑ`σε

ą enδ ą 1.

Die zweite Inklusion folgt aus der Unimodalität.

Wegen (28) folgt
Pϑrϑ´ ε ă Tn ă ϑ` εs

nÑ8
ÝÝÝÑ 1.

24.05.2022Wir zeigen nun (28) mit ˘ “ `.

1 Fall 1. Qϑ ! Qϑ`ε. Sei f :“ dQϑ

dQϑ`ε
eine Version der Radon-Nikodỳm-Dichte. Auf-

grund der Absolutstetigkeit aller Maße bezüglich µ0 folgt f “
ρϑ
ρϑ`ε

(vgl. Beweis von
1.54) fast sicher.

Dann gilt

1

n
ln

˜

ρbn
ϑ

ρbn
ϑ˘ε

¸

“
1

n

n
ÿ

k“1

ln

ˆ

ρϑ
ρϑ`ε

pXkq

˙

“
1

n

n
ÿ

k“1

ln
`

fpXkq
˘

“: p‹‹q.

Es sind
`

ln
`

fpXiq
˘˘n

k“1
u.i.v. bezüglich Pϑ “ Qbn

ϑ . Wir wollen ein Gesetz der großen
Zahlen anwenden.

Es gilt

Eϑ
“

ln
`

fpX1q
˘‰

“

ż

X

lnpfqdQϑ “

ż

X

f lnpfqdQϑ`ε
1.54
“ H

`

Qϑ;Qϑ`ε

˘

ą δ ą 0.

Wenn zusätzlich H
`

Qϑ;Qϑ`ε

˘

ă 8 gilt, so folgt aus beiden großen Gesetzen der
großen Zahlen

lim
nÑ8

1

n
ln

˜

ρbn
ϑ

ρbn
ϑ˘ε

¸

“ H
`

Qϑ;Qϑ`ε

˘

ą δ

und somit (28).
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Ist H
`

Qϑ;Qϑ`ε

˘

“ 8, dann folgt mit einem „Abschneideargument“ die Behauptung
(28), denn für c ą 0 gilt

Eϑ
“

ln
`

fpX1q
˘

^ c
‰

Ò
cÑ8

H
`

Qϑ;Qϑ`ε

˘

“ 8

(mit dem Satz über monotone Konvergenz und da x ÞÑ x lnpxq nach unten beschränkt
ist). Wähle nun c ą 0 so groß, dass die linke Seite größer als δ ist. Dann folgt, da ln

monoton wachsend ist,

1

n

n
ÿ

k“1

ln
`

fpXkq
˘

ě
1

n

n
ÿ

k“1

`

ln
`

fpXkq
˘

^ c
˘ nÑ8

ÝÝÝÑ Eϑ
“

ln
`

fpX1q
˘

^ c
‰

ą δ

mit dem Gesetz der großen Zahlen, und das zeigt (28).

2 Qϑ ­! Qϑ`ε. Dann gilt Qϑrρϑ`ε “ 0s “ α ą 0 und Qbn
ϑ rρbn

ϑ ą 0s “ 1 (cf. (1.53) mit
anderen Bezeichnungen). Dann folgt

Qbn
ϑ

«

1

n
ln

˜

ρbn
ϑ

ρbn
ϑ`ε

¸

“ 8

ff

“ Qbn
ϑ rρbn

ϑ ą 0 und ρbn
ϑ`ε “ 0s

“ Qbn
ϑ rρbn

ϑ`ε “ 0s

“ 1 ´Qbn
ϑ rρbn

ϑ`ε ą 0s

“ 1 ´Qbn
ϑ

«

n
č

i“1

tρϑ`εpXiq ą 0u

ff

“ 1 ´

n
ź

i“1

Qbn
ϑ rρϑ`εpXiq ą 0s

“ 1 ´ p1 ´Qϑrρϑ`ε “ 0sq
n nÑ8

ÝÝÝÑ
αą0

1.
l

Beispiel 1.5.16 (Konsistente Folge von ML-Schätzern für das Poisson-Modell)
Seien ρpx, ϑq – e´ϑ ϑx

x! , ϑ P Θ :“ p0,8q, E :“ N0 und µ0 das Zählmaß. Die Bedingung 1
ist offensichtlich erfüllt. Wir überprüfen die log-Konkavität der Dichte, um die Bedingung
2 zu verifizieren. Es gilt

ln
`

ρpx, ϑq
˘

“ ´ϑ` x logpϑq ´ logpx!q

und somit ist
B

Bϑ
ln
`

ρpx, ϑq
˘

“
x

ϑ
´ 1

fallend bezüglich ϑ.

Ist pTnqnPN eine ML-Folge, dann folgt aus Satz 1.5.3 die Konsistenz.

Wir berechnen nun den ML-Schätzer. Die Produktdichte ist ρbnpx, ϑq “
śn
k“1 e

´ϑ ϑxk

xk!
und

somit gilt

ln
`

ρbnpx, ϑq
˘

“ ´nϑ`

n
ÿ

k“1

xk logpϑq ´ logpxk!q.

Nullsetzen der Ableitung bezüglich ϑ ergibt

B

Bϑ
ln
`

ρbnpx, ϑq
˘

“ ´n`
1

ϑ

n
ÿ

k“1

xk
!

“ 0.

Also wird ρbnpx, ϑq maximal für ϑ0 :“ 1
n

řn
k“1 xk. ˛
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Beispiel 1.5.17 (Konsistente Folge von ML-Schätzern fürs Gameshow-Modell)
Wir wissen, dass T̃npxq :“ xpnq ein Maximum-Likelihood-Schätzer ist und, dass die Folge
`

T̃n
˘

nPN nach Beispiel 1.1.15 konsistent ist. Die Konsistenz folgt auch mit Satz 1.5.3, denn

n
ź

k“1

ρpxk, ϑq “ ϑ´n 1r0,ϑspxpnqq

ist unimodal für jedes n P N, wie man in Abb. 5 sehen kann.
Abb. 5: Die Like-
lihoodfunktion im
Gameshow-Modell
ist unimodal.

Aber die Dichte ist nicht log-konkav:

ln

ˆ

1

ϑ
1r0,ϑspx1q

˙

“ ´ lnpϑq ` ln
`

1r0,ϑspx1q
˘

˛
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1.6 Bayes-Schätzer

Definition 1.6.1 (A-priori Verteilung, a-posteriori Verteilung)
Seien

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ein Standardmodell und pΘ, T q ein Messraum. Sei ferner die Like-
lihoodfunktion ρ gemeinsam

`

R,BpRq
˘

-messbar auf F b T . Ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ
auf pΘ, T q ist eine a-priori Verteilung a-priori

Verteilung
(oder: Vorbewertung).

Die a-posteriori Verteilung a-posteriori
Verteilung

zur a-priori Verteilung µ ist für x P X ist das Wahrscheinlich-
keitsmaß νx auf pΘ, T q definiert durch

νxpAq “

$

&

%

1
Zx

ş

A
ρpx, ϑqdµpϑq, wenn Zx P p0,8q,

µpAq, wenn Zx P t0,8u,

für A P T , wobei Zx :“
ş

Θ
ρpx, ϑqdµpϑq eine Normalisierungskonstante ist.

Bemerkung 1.6.2 Die a-posteriori Verteilung νx ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß für alle
x P X und hat die Dichte 1

Zx
ρpx, ¨q bezüglich µ, wenn Zx P p0,8q ist und 1 sonst. ˝

Beispiel 1.6.3 (µ “ δϑ0) Ist µ “ δϑ0 für ϑ0 P Θ (drückt aus, dass wir denken, dass ϑ0
genau das richtige ϑ ist), so folgt νx “ µ für alle x P X. ˛

Bemerkung 1.6.4 In diesem Szenario ist Pϑ die bedingte Verteilung der Stichprobe X

gegeben, dass der Parameter ϑ ist, µ die Randverteilung der Parameters und νx die bedingte
Verteilung des Parameters gegeben der Stichprobe X “ x. ˝

Beispiel 1.6.5 (Pϑ “ Binpn, ϑq, µ “ UΘ, νpnq
x “ Betapx ` 1, n ´ x ` 1q)

Seien Θ :“ p0, 1q, X :“ t0, . . . , nu und Pϑptxuq “ ρpx, ϑq :“
`

n
x

˘

ϑxp1 ´ ϑqn´x. Sei µ eine
a-priori Verteilung auf Θ. Für die a-posteriori Verteilung gilt nach Bemerkung 1.6.2

dν
pnq
x

dµ
pϑq “

ρpx, ϑq

Zx
,

wobei Zx :“
ş1

0
ρpx, ϑ̃qdµpϑ̃q.

In Spezialfall, dass µ die Gleichverteilung auf Θ ist, gilt

Zx “

ż 1

0

ˆ

n

x

˙

ϑxp1 ´ ϑqn´x dϑ “

ˆ

n

x

˙

Bpx` 1, n´ x` 1q,

wobei B die Betafunktion ist. Es folgt

dν
pnq
x

dµ
pϑq “

ϑxp1 ´ ϑqn´x

Bpx` 1, n´ x` 1q
,

und das ist die Dichte der Betaverteilung.

Es ist Hausaufgabe 6.2 zu zeigen, dass für alle ε ą 0 gilt:

sup
xPX

νpnq
x

ˆ„

x` 1

n` 2
´ ε,

x` 1

n` 2
` ε

ȷ˙

nÑ8
ÝÝÝÑ 1

Pbn
ϑ

”

x P X : νpnq
x prϑ´ ε, ϑ` εsq ě 1 ´ ε

ı

nÑ8
ÝÝÝÑ 0 @ϑ P r0, 1s.

˛
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Abb. 6: Die Steigung der Dichte der a-posteriori-Verteilung wächst mit n.

Beispiel 1.6.6 (Pϑ “ U r0,ϑs, µ „ Parpk, aq, νpnq
x „ Par

`

maxtxpnq, ku, n ` a
˘

)
Gegeben sei das n-fache Produktmodell von

`

R`,BpR`q, pU r0,ϑsqϑą0

˘

und Parpk, aq für
k, a ą 0 die a-priori Verteilung. Es ist Hausaufgabe 6.1(i) zu zeigen, dass die a-priori Ver-
teilung νx Par

`

maxtxpnq, ku, n` a
˘

-verteilt ist. ˛

Beispiel 1.6.7 (Pϑ “ Binpn, ϑq, µ „ Betapa, bq, νk „ Betapk ` a, n ´ k ` bq)
Betrachte das statistische Modell mit X :“ t0, . . . , nu, F :“ PpXq und Pϑ :“ Binpn, ϑq für
ϑ P Θ :“ p0, 1q. Die a-priori Verteilung sei die Betapa, bq-Verteilung mit a, b ą 0. Es ist
Hausaufgabe 6.1(ii) zu zeigen, dass die a-priori Verteilung νk Betapk ` a, n´ k ` bq-verteilt
ist. ˛

31.05.2022
Definition 1.6.8 (Q)
Wir definieren auf pXˆΘ,F b T q das Wahrscheinlichkeitsmaß Q durch

QpCq :“

ż

C

ρpx, ϑqdµ0pxqdµpϑq, C P F b T ,

welches die gemeinsame Verteilung von x und ϑ beschreibt.

Es ist Q ein Wahrscheinlichkeitsmaß: mit Fubini folgt

QpXˆΘq “

ż

Θ

ż

X

ρpx, ϑqdµ0pxqdµpϑq “

ż

Θ

PϑpXq
loomoon

“1

dµpϑq “ 1,

da Pϑ und µ Wahrscheinlichkeitsmaße sind. Nach Konstruktion hat Q die Dichte ρ bezüglich
des Produktmaßes µ0 b µ.

Für A P F gilt mit Fubini

QpAˆ Θq “

ż

A

ˆ
ż

Θ

ρpx, ϑqdµpϑq

˙

looooooooooomooooooooooon

“Zx

dµ0pxq
(F)
“

ż

Θ

PϑrAsdµpϑq (29)

und für B P T mit Fubini

QpXˆBq “

ż

B

ˆ
ż

X

ρpx, ϑqdµ0pxq

˙

loooooooooooomoooooooooooon

“PϑrXs“1

dµpϑq “ µpBq. (30)

Bezeichnen πX und πΘ die Projektionen von XˆΘ auf X bzw. Θ, so folgt wegen (29) pQ ˝

π´1
X qpAq “

ş

A
Zx dµ0pxq für A P F und wegen (30) Q ˝ π´1

Θ “ µ.

Insbesondere ist Zx ą 0Q˝π´1
X -fast sicher, da pQ˝π´1

X qptx : Zx “ 0uq “
ş

tx:Zx“0u
Zx dµ0pxq “

0. Weiter gilt für C P F b T mit

Cpϑq :“ tx P X : px, ϑq P Cu Cpxq :“ tϑ P Θ : px, ϑq P Cu
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(welche messbare Mengen sind)

QpCq “

ż

C

ρpx, ϑqdµ0pxqdµpϑq “

ż

Θ

ˆ
ż

Cpϑq

ρpx, ϑqdµ0pxq

˙

looooooooooooomooooooooooooon

“PϑpCpϑqq

dµpϑq

aber auch

QpCq “

ż

X

˜

ż

Cpxq

ρpx, ϑqdµpϑq

¸

dµ0pxq “

ż

X Xtx:Zxą0u

˜

ż

Cpxq

ρpx, ϑqdµpϑq

¸

dµ0pxq

“

ż

X Xtx:Zxą0u

˜

ż

Cpxq

ρpx, ϑq

Zx
dµpϑq

¸

looooooooooooomooooooooooooon

“νxpCpxqq

Zx dµ0pxq.

Also ist νx die bedingte Verteilung für ϑ gegeben einer Beobachtung x.

Wir wollen nun das ϑ schätzen.

Definition 1.6.9 (Bayes-Schätzer, FT )
Sei τ : Θ Ñ R messbar mit Eµrτ2s ă 8. Die Statistik T : X Ñ R ist ein Bayes-Schätzer Bayes-Schätzer
für τ zur a-priori-Verteilung µ, wenn

FT :“

ż

X ˆΘ

`

T pxq ´ τpϑq
˘2

dQpx, ϑq

“

ż

Θ

ˆ
ż

X

`

T pxq ´ τpϑq
˘2
ρpx, ϑqdµ0pxq

˙

dµpϑq “

ż

Θ

FϑrT sdµpϑq

minimal ist unter allen Schätzern T für τ .

Bemerkung 1.6.10 Sei ∥¨∥2 die L2-Norm auf pXˆΘ,F b T , Qq. Dann ist

FT “ ∥T pπXq ´ τpπΘq∥22. ˝

Bemerkung 1.6.11 (Endliches Risiko des Bayes-Schätzers)
Existiert ein Bayes-Schätzer für τ , so ergibt der Vergleich mit dem Nullschätzer

FT ď

ż

X ˆΘ

τ2pϑqdQpx, ϑq “

ż

Θ

τ2pϑqdµpϑq “ Eµrτ2s ă 8.
˝

Bemerkung 1.6.12 Es ist naheliegend zu vermuten, dass für den Bayes-Schätzer die For-
mel T pxq “

ş

Θ
τpϑqdνxpϑq gilt, da

ş

Θ
τpϑqdνxpϑq eine Minimalwert der Funktion R Q C ÞÑ

ş

Θ

`

C ´ τpϑq
˘2

dνxpϑq ist. ˝

Satz 1.6.1: Existenz + Eindeutigkeit des Bayes-Schätzers

Der Bayes-Schätzer T für τ zur a-priori-Verteilung µ existiert, ist Q˝π´1
X -fast sicher

eindeutig und es gilt T pxq “
ş

Θ
τpϑqdνxpϑq Q ˝ π´1

X -fast sicher.
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Beweis. 1 Wir zeigen erst, dass
ş

Θ
τpϑqdνxpϑq für Q ˝ π´1

X -fast alle x P X definiert ist
und messbar in x und reellwertig und endlich ist.

Es gilt Q ˝ π´1
X -fast sicher

ż

Θ

τ2pϑqdνxpϑq “

ż

Θ

τ2pϑq
ρpx, ϑq

Zx
dµpϑq

und somit ist dieser Ausdruck nach dem Satz von Fubini messbar in x (aber eventuell
8).

Integration über X mit Zx dµ0pxq ergibt
ż

X ˆΘ

τ2pϑqdQpx, ϑq “

ż

Θ

τ2pϑqdµpϑq ă 8.

Also gilt
ş

Θ
τ2pϑqdµpϑq ă 8 für Q ˝ π´1

X -fast alle x P X.

Damit gilt

T 2pxq “

ˆ
ż

Θ

τpϑqdνxpϑq

˙2 (J)
ď

ż

Θ

τpϑq2 dνxpϑq ă 8

für Q ˝ π´1
X -fast alle x P X.

Weiter ist T messbar (wie in voriger Zeile). Nach Integration über X mit Zx dµ0pxq

folgt
ż

X

T 2pxqZx dµ0pxq ď

ż

X

ż

Θ

τ2pϑqdνxpϑqZx dµ0pxq “

ż

Θ

τ2pϑqdµpϑq ă 8

und
ż

X

T 2pxqZx dQpx, ϑq “

ż

Θ

τ2pϑqdµpϑq ă 8.

Insbesondere gilt FT ă 8.

2 Sei nun S ein Schätzer für τ . Wir zeigen FT ď FS . Ohne Beschränkung der Allgemein-
heit sei FS ă 8.

Es gilt

FS ´FT “

ż

X

ż

Θ

`

S2 ´ 2Sτ ´ T 2 ` 2Tτ
˘

dQpx, ϑq.

Nebenrechnung: es gilt
ż

X

ż

Θ

Tτ dQpx, ϑq “

ż

X

T pxq

ˆ
ż

Θ

τpϑq
ρpx, ϑq

Zx
dµpϑq

looooooomooooooon

“dνxpϑq

˙

looooooooooooooomooooooooooooooon

“T pxq

Zx dµ0pxq

“

ż

X ˆΘ

T 2pxqdQpx, ϑq

und analog
ż

X

ż

Θ

Sτ dQpx, ϑq “

ż

X ˆΘ

SpxqT pxqdQpx, ϑq.
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Einsetzen ergibt

FS ´FT “

ż

X

ż

Θ

S2 ´ 2ST ´ T 2 ` 2T 2 dQpx, ϑq

“

ż

X

ż

Θ

S2 ´ 2ST ` T 2 dQpx, ϑq

“

ż

X

ż

Θ

pS ´ T q2 dQpx, ϑq “

ż

X

ż

Θ

pS ´ T q2Zx dµ0pxq ě 0

und somit FT ď FS , somit ist T ein Bayes-Schätzer.

Wenn auch S ein Bayes-Schätzer ist, dann gilt FS “ FT . Gleichheit gilt genau dann,
wenn Q ˝ π´1

X -fast sicher S “ T gilt. l

Beispiel 1.6.13 (Bayes-Schätzer des E-Werts einer Normalverteilung)
Dieses Beispiel folgt [2, 7.39].

Sei
`

Rn,BpRnq, pNbn
ϑ,vqϑPR

˘

das n-fache Gaußsche Produktmodell mit bekannter Varianz
v ą 0. Dann ist (bezüglich des n-dimensionalen Lebesguemaßes)

ρpx, ϑq “ p2πvq´ n
2 exp

˜

´
1

2v

n
ÿ

k“1

pxk ´ ϑq2

¸

.

Sei die a-priori-Verteilung µ “ Nm,u mit m P R und u ą 0. Je kleiner wir u wählen, desto
sicherer sind wir uns, dass der Erwartungswert nahe bei m liegt.

Wir bestimmen den Bayes-Schätzer für τpϑq :“ ϑ.

Wir schreiben im Folgenden cx, c
1
x und c2

x für von ϑ unabhängig (aber von x abhängige)
Konstanten. Weil µ absolutstetig bezüglich des Lebesgue-Maßes λ ist, gilt

dνx
dλ

pϑq “
dνx
dµ

pϑq
dµ

dλ
pϑq “

ρpx, ϑq

Zx

1
?
2πu

exp

ˆ

´
pϑ´mq2

2u

˙

“ cx exp

˜

´
1

2v

n
ÿ

k“1

pxk ´ ϑq2 ´
pϑ´mq2

2u

¸

.

(31)

Durch Ausmultiplizieren erhalten wir

´
1

2v

n
ÿ

k“1

pxk ´ ϑq2 ´
pϑ´mq2

2u
“ ´

1

2v

n
ÿ

k“1

px2k ´ 2xkϑ` ϑ2q ´
pϑ2 ´ 2ϑm`m2q

2u

“ ´
1

2

ˆ

1

u
`
n

v

˙

ϑ2 `

˜

m

u
`

1

v

n
ÿ

k“1

xk

¸

ϑ` c1
x.

Quadratische Ergänzung liefert dann

´
1

2v

n
ÿ

k“1

pxk ´ ϑq2 ´
pϑ´mq2

2u
“ ´

1
u ` n

v

2

ˆ

ϑ´

ˆ 1
um` 1

v

řn
k“1 xk

1
u ` n

v

˙˙2

` c2
x

und durch Einsetzen in Gleichung (31) folgt

dνx
dλ

pϑq “ c̃x exp

«

´

1
u ` n

v

2

ˆ

ϑ´

ˆ 1
um` 1

v

řn
k“1 xk

1
u ` n

v

˙˙2
ff

.
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Diese Dichte ist bis auf einen konstanten Faktor gleich der Dichte von N
´

1
um` 1

v

řn
k“1 xk

1
u ` n

v

, 1
1
u ` n

v

¯

,
also gilt

νx “ N
ˆ 1
um` 1

v

řn
k“1 xk

1
u ` n

v

,
1

1
u ` n

v

˙

.

Aus Satz 1.6.1 folgt schließlich

T pxq “

ż

Θ

τpϑqdνxpϑq “

ż

Θ

ϑdνxpϑq “

1
um` 1

v

řn
k“1 xk

1
u ` n

v

“ sm` p1 ´ sq
1

n

n
ÿ

k“1

xk,

wobei s “
1
u

1
u ` n

v

, also ist T pxq eine Konvexkombination aus der Voreinschätzung m und
dem empirischen Mittelwert der Beobachtungen. Je mehr Beobachtungen wir machen, de-
sto kleiner wird s, da es sinnvoll ist, weniger auf die Voreinschätzung und mehr auf die
Beobachtungen zu vertrauen. ˛

02.06.2022
Bemerkung 1.6.14 In diesem Fall ist T auch ein MAP-Schätzer. ˝

Definition 1.6.15 (MAP-Schätzer)
Ein Schätzer T heißt Maximum-a-posteriori-Schätzer Maximum-a-

posteriori-
Schätzer

wenn

dνx
dλ

pT pxqq “ sup
ϑPΘ

dνx
dλ

pϑq,

wobei λ das Lebesgue-Maß ist.

Beispiel 1.6.16 (Bayes-Ansätze in der Bildrestauration)
Seien S und I endliche Mengen und S eine Teilmenge der Pixel und I die Menge der
Farben oder Graustufen sowie Θ “ IS die Menge aller möglichen Bilder. Für x P Θ und
y P X “ Θ sei P px, yq die Wahrscheinlichkeit y zu beobachten, wenn das Bild x ist. Hier
ist es unsinnig, beispielsweise Maximum-Likelihood-Schätzer zu verwenden; ein Bayesscher
Ansatz ist notwendig, da nicht alle Bilder gleichwahrscheinlich sind.

Ansatz. Sei µ eine a-priori-Verteilung auf Θ mit µptxuq ą 0 für alle x P Θ. Dann gilt
(Achtung: x und y haben hier die Rollen getauscht)

νypxq “
1

Zy
µpxqP px, yq mit Zy “

ÿ

zPΘ

µptzuqP pz, yq.

Mögliche Wahl von x nach Beobachtung y ist der MAP-Schätzer, der µptxuqP px, yq maxi-
miert. (Ist µ die Gleichverteilung auf Θ, so ist der MAP-Schätzer identisch zu dem Maximum-
Likelihood-Schätzer.)

Fragen. 1. Wie wählt man µ? 2. Wie findet man das Maximum von µptxuqP px, yq?

Zu 1.: wir wählen µptxuq “ 1
Z exp p´Hpxqq, wobei H die „Energie von x“ ist. Diese Dar-

stellung existiert immer, da wir µptxuq ą 0 vorausgesetzt haben. Das Maß µ heißt Gibbs-
Verteilung zur Energiefunktion H, zum Beispiel, z.B. im Fall, dass I eine endliche Teilmenge
reeller Zahlen ist. Eine mögliche Wahl ist

Hpxq “ β
ÿ

ps,tq benachbarte Pixel

pxs ´ xtq
2,
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wobei β ą 0 die inverse Temperatur ist. Dann folgt

νypxq “
1

Zy
exp

`

´Hpxq ln
`

P px, yq
˘˘

.

Es verbleibt nun die Maximierung des Exponenten. ˛

01.06.2022Beispiel 1.6.17 (Pϑ „ Poipϑq, µ „ Γa,r ùñ νx „ Γa`n,r`
řn

k“1 xk
)

Betrachte
`

Nn0 ,PpNn0 q, pPoipϑqbnqϑą0

˘

mit der a-priori-Verteilung µ „ Γa,r für a, r ą 0. Für
x P N0 hat die a-posteriori-Verteilung νx die folgende Dichte bezüglich des Lebesgue-Maßes

ρpx, ϑqfa,rpϑq
ş8

0
ρpx, θqfa,rpθqdθ

“

´

śn
k“1��

1
x!ϑ

xke´ϑ
¯

�
�a
r

Γprq
ϑr´1e´aϑ

ş8

0

´

śn
k“1��

1
x!θ

xke´θ
¯

�
�a
r

Γprq
θr´1e´aθ dθ

“
ϑ
řn

k“1 xk`r´1e´pa`nqϑ

ş8

0
θ
řn

k“1 xk`r´1e´pa`nqθ dθ

“
pa` nqr`

řn
k“1 xk

Γ pr `
řn
k“1 xkq

ϑ
řn

k“1 xk`r´1e´pa`nqϑ,

welche die Dichte der Γa`n,r`
řn

k“1 xk
-Verteilung ist.

Der Bayes-Schätzer ist T pnq

B pxq “
ş8

0
ϑdνxpϑq “

r`
řn

k“1 xk

a`n genau der Erwartungswert von
νx.

Nullsetzen der Ableitung nach ϑ der Dichte von νx ergibt

pa` nqr`
řn

k“1 xk

Γ pr `
řn
k“1 xkq

˜

r `

n
ÿ

k“1

xk ´ 1 ´ ϑpa` nq

¸

ϑr`
řn

k“1 xk´2e´pa`nqϑ !
“ 0

also ist der Maximum-a-posteriori-Schätzer T pnq

MAPpxq “ 1
a`n pr `

řn
k“1 xk ´ 1q.

Die Schätzfolgen
`

T
pnq

MAP

˘

nPN und
`

T
pnq

B

˘

nPN sind asymptotisch erwartungstreu, jedoch sind
die einzelnen Schätzer nicht erwartungstreu: für n P N und ϑ P Θ gilt

Eϑ
”

T
pnq

B

ı

“
1

a` n

˜

E

«

n
ÿ

k“1

Xk

ff

` r

¸

“
nϑ` r

a` n
nÑ8

ÝÝÝÑ ϑ

und analog

Eϑ
”

T
pnq

MAP

ı

“
nϑ` r ´ 1

a` n
nÑ8

ÝÝÝÑ ϑ.

Ferner folgt

Vϑ
”

T
pnq

B

ı

“
1

pa` nq2
Vϑ

«

n
ÿ

k“1

Xk ` r

ff

“
1

pa` nq2

n
ÿ

k“1

VϑrXks “
n

pa` nq2
ϑ

nÑ8
ÝÝÝÑ 0

und analog
Vϑ

”

T
pnq

MAP

ı

“
n

pa` nq2
ϑ

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Somit sind beide Schätzfolgen konsistent. ˛
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2 KONFIDENZBEREICHE

2 Konfidenzbereiche

2.1 Grundlagen

02.06.2022Wir wollen wissen, wie genau τ : Θ Ñ Σ von einem Schätzer T : X Ñ Σ geschätzt wird.

Definition 2.1.1 (Konfidenzbereich)
Seien

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ein statistisches Modell, τ : Θ Ñ Σ eine Kenngröße und α P p0, 1q.
Eine Abbildung C : X Ñ PpΣq ist ein Konfidenzbereich Konfidenzbe-

reich
für τ zum Irrtumsniveau α (oder

zum Sicherheitsniveau 1 ´ α), wenn

inf
ϑPΘ

Pϑrx P X : τpϑq P Cpxqs ě 1 ´ α,

wobei wir annehmen, dass tx P X : s P Cpxqu P F für alle s P Σ gilt.

Ist Σ Ă R, und Cpxq ein Intervall für jedes x P X, so ist C ein Konfidenzintervall.

Bemerkung 2.1.2 Die Funktion C heißt auch Bereichsschätzer im Gegensatz zum Punkt-
schätzer T . ˝

Bemerkung 2.1.3 Man kann immer Cpxq “ Σ wählen, aber das ist uninteressant, statt-
dessen will man Cpxq möglichst „klein“ wählen. ˝

Bemerkung 2.1.4 Es ist nicht verboten, Cpxq “ H für x P X zu wählen (sogar auf nicht-
Nullmengen). ˝

Bemerkung 2.1.5 Typische Werte für α sind 0, 05 oder 0, 1. ˝

Warnung. Hat man ein konkretes x0 P X beobachtet, so sollte man nicht sagen „τpϑq liegt
mit der Mindestwahrscheinlichkeit 1 ´ α in Cpx0q“.

Beispiel 2.1.6 (Verschobene Exponentialverteilung)
Betrachte das statistische Modell

`

R,BpRq, pPϑqϑPR
˘

, wobei Pϑ die Dichte

ρpx, ϑq “ e´x`ϑ 1rϑ,8qpxq

bezüglich des Lebesgue-Maßes hat.

• Konfidenzintervalle der Form p´8, bs. Wir wollen ein b ą 0 finden, sodass

Pϑ
“

x P R : ϑ P p´8, x´ bs
‰

ě 1 ´ α

gilt.

Für ϑ P R gilt

Pϑ
“

x P R : ϑ P p´8, x´ bs
‰

“ Pϑrx´ b ě ϑs “ Pϑrx ě ϑ` bs

“

ż 8

ϑ`b

e´x`ϑ 1rϑ,8qpxqdx “

ż 8

b

e´y dy “ e´b.

Wir wählen deshalb b :“ ´ lnp1 ´ αq.

• Konfidenzintervall der Form ra, xs.
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Wir wollen ein a ą 0 finden, sodass

Pϑ
“

x : ϑ P rx´ a, xs
‰

ě 1 ´ α

gilt.

Für ϑ P R gilt

Pϑ
“

x : ϑ P rx´ a, xs
‰

“ Pϑ
“

x´ a ď ϑ ď x
‰

“ Pϑ
“

ϑ ď x ď ϑ` a
‰

“

ż ϑ`a

ϑ

e´x`ϑ 1rϑ,8qpxqdx “

ż a

0

e´x dx “ 1 ´ e´a,

also wählen wir a :“ ´ lnpαq.

• Konfidenzintervall minimaler Länge. Wir wollen a, b ě 0 finden, sodass Pϑ
“

x :

ϑ P rx´ a, x´ bs
‰

ě 1 ´ α und a´ b minimal ist.

Für ϑ P R gilt

Pϑ
“

x : ϑ P rx´ a, x´ bs
‰

“ Pϑ
“

x : x´ a ď ϑ ď x´ bs
‰

“ Pϑ
“

x : ϑ` b ď x ď ϑ` as
‰

“

ż ϑ`a

ϑ`b

e´x`ϑ 1rϑ,8qpxqdx “

ż a

b

e´y dy “ e´b ´ e´a.

Daher setzen wir 1 ´ α “ e´b ´ e´a und erhalten a “ ´ lnpe´b ´ 1 ` αq unter der
Bedingung e´b ą 1 ´ α.

Die Länge des Konfidenzintervalls ist

ℓpbq :“ a´ b “ ´ lnpe´b ´ 1 ` αq ´ b.

Für b ă ´ lnp1 ´ αq gilt

ℓ1pbq “
e´b

e´b ´ 1 ` α
loooooomoooooon

ą1

´1 ą 0.

Also ist die Länge minimal für b “ 0 und das Konfidenzintervall rx` lnpαq, xs. ˛

Beispiel 2.1.7
Gegeben sei das statistische Modell

`

R,BpRq, pPϑqϑPR
˘

, wobei für die festen Parameter a, b ą

0 die Dichte des Wahrscheinlichkeitsmaßes Pϑ

ρpϑ, xq “
ab

a` b

´

e´a|x´ϑ| 1txăϑupx, ϑq ` e´b|x´ϑ| 1txěϑupx, ϑq

¯

ist. Es ist Hausaufgabe 7.2, ein Konfidenzintervall für ϑ zum Niveau α P p0, 1q mit minimaler
Länge zu konstruieren. ˛
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2.2 Konstruktionsmethode im Standardmodell mit
τ “ id

Seien
`

X,F , pPϑqϑPΘq ein Standardmodell mit Likelihoodfunktion ρ, τ :“ idΘ und α P p0, 1q.
Für ϑ P Θ setzen wir Cϑ :“ tx P X : ρpx, ϑq ě cϑu, wobei die „kritische Größe“ cϑ ě 0 so
gewählt ist, dass PϑrCϑs ě 1 ´ α. (Es gilt Cϑ P F als Urbild der messbaren Abbildung
ρp¨, ϑq.) Abb. 7: Die Idee ist,

für alle ϑ die Schnit-
te zu konstruieren
und damit die x-
Schnitte Cpxq zu er-
halten.

Definiere nun C̃ :“ tpx, ϑq : x P Cϑu und dann

Cpxq :“ tϑ P Θ : x P Cϑu “ tϑ P Θ : px, ϑq P C̃u.

Dann gilt

Pϑrx P X : ϑ P Cpxqs “ Pϑrx P X : px, ϑq P C̃s “ PϑrCϑs ě 1 ´ α

für alle ϑ P Θ. Somit ist C ein Konfidenzbereich.
Beispiel 2.2.1 (Schadstoffausstoß von Kraftwerken [2, Bsp. 8.3])
Von N :“ 10 Kraftwerken werden bei n :“ 4 zufällig ausgewählten der Schadstoffausstoß
gemessen. Gesucht ist ein Konfidenzbereich für die Anzahl ϑ der Kraftwerke, mit zu hohem
Ausstoß. Wir wählen Θ :“ t0, . . . , Nu und X :“ t0, . . . , nu sowie α :“ 1

5 . Die Likelihoodfunk-
tion ist

ρpx, ϑq “

`

ϑ
x

˘`

N´ϑ
n´x

˘

`

N
n

˘ „ HypN,ϑ,n .

ϑ

x
0 1 2 3 4

6 1 24 90 80 15
5 5 50 100 50 5
4 15 80 90 24 1
3 35 105 63 7 0
2 70 112 28 0 0
1 126 84 0 0 0
0 210 0 0 0 0

Tabelle 1: Die Tabelle wird symmetrisch (ρpx, ϑq “ ρpn ´ x,N ´ ϑq) fortgeführt, sie zeigt
die Werte

`

N
n

˘

ρpx, ϑq für x P X und ϑ P Θ.

Um Cϑ zu erhalten, summieren wir in absteigender Reihenfolge der Größe nach die Einträge
der ϑ-Zeile, bis p1 ´ αq

`

N
n

˘

“ 4
5 ¨ 210 “ 168 erreicht wird, z.B. ist für ϑ “ 6 der größte

Wert in der Zeile, 90, kleiner als 168, aber 90 ` 80 ą 168, also markieren wir diese beiden
Einträge blau. Also ist Cpxq die Menge aller ϑ P Θ, sodass ρpx, ϑq blau markiert ist. Somit
sind Cp0q “ t0, 1, 2u, Cp1q “ t1, . . . , 5u, Cp2q “ t3, . . . , 7u, Cp3q “ t5, . . . , 9u und Cp4q “

t8, 9, 10u. ˛

07.06.2022
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Beispiel 2.2.2 (Konfidenzintervall für den E-Wert im Gauß-Modell)
Betrachte das Gaußsche Produktmodell

`

Rn,BpRnq, pNbn
m,vqmPR, vą0

˘

für n ě 2.

Gesucht ist ein Konfidenzintervall für den τpϑq :“ τ “ pm, vq. Für ϑ “ pm, vq bezeichnen
wir mpϑq “ m.

Wir modifizieren die Konstruktion in Beispiel 2.2.1 dahingehend, was wir für m P R wollen
wir Cm P BpRnq wählen mit PϑpCmpϑqq ě 1´α (möglichst "“"). Dann sei Cpxq :“ tm P R :

x P Cmu für x P Rn. Dann gilt

Pϑrtx P Rn : mpϑq P Cpxqus “ Pϑrtx : x P Cmpϑqs ě 1 ´ α.

Wir definieren die Statistik Tmpxq :“
`

Mpxq ´ m
˘

b

n
V ˚pxq

für m P R und x P Rn, wobei

Mpxq :“ 1
n

řn
k“1 xk der empirische Mittelwert und V ˚pxq :“ 1

n´1

řn
k“1

`

xk ´ Mpxq
˘2 die

empirische Varianz sind.

Behauptung. Die Verteilung von Tmpϑqpxq unter Pϑ hängt nicht von ϑ ab.

Beweis. Sind X1, . . . , Xn unabhängig Nm,v-verteilt, so haben sie die Darstellung Xk “

m`
?
vYk, wobei Y1, . . . , Yn Np0, 1q-verteilt sind. Es folgt

Tmpx1, . . . , xnq “
`

Mpxq ´m
˘

c

n

V ˚pxq

“

˜

��m`

?
v

n

n
ÿ

k“1

Yk ´��m

¸

g

f

f

e

npn´ 1q

řn
k“1

´?
vYk `��m´

´

��m`
?
v
n

řn
k“1 Yk

¯¯2

“

˜

1
?
n

n
ÿ

k“1

Yk

¸

d

n´ 1
řn
k“1

`

Yk ´ 1
n

řn
k“1 Yk

˘2 “ T0pY1, . . . , Ynq.

Das heißt die Verteilung Q von TmpϑqpXq unter Pϑ hängt nicht von ϑ ab. l

Q heißt tn´1-Verteilung (oder t-Verteilung mit n´1 Freiheitsgraden). Es gilt QpAq “ Qp´Aq

und Q hat eine Dichte (cf. später), welche auf r0,8q fallend ist.

Konstruktion von Cm. Zu α P p0, 1q wähle ein Intervall I Ă R der Form r´t, ts mit
Qpr´t, tsq “ 1 ´ α (dies können wir nur machen, da wir eine Dichte haben). Sei Cm :“

T´1
m pr´t, tsq. Dann folgt für ϑ P Θ :“ RˆRą0

PϑrCmpϑqs “ Pϑr|Tmpϑq| ď ts “ Qpr´t, tsq “ 1 ´ α.

Also ist Cpxq :“ tm P R : x P Cmu ein Konfidenzintervall für mpϑq zu α.

Für x P Rn gilt
Cpxq “ tm P R : x P Cmu “ tm P R : |Tmpxq| ď tu

“

«

Mpxq ´ t

c

V ˚pxq

n
,Mpxq ` t

c

V ˚pxq

n

ff

.

˛

08.06.2022Beispiel 2.2.3 (Konfidenzbereiche für die Normalverteilung)
Wir nehmen n unabhängige Messwerte, welche normalverteilt mit unbekannten Erwartungs-
wert n sind.
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1 Wir sind sicher, dass wir die Varianz v ą 0 kennen. Welchen Konfidenzbereich für m
zum Niveau α P p0, 1q wählen wir?

2 Die Varianz ist doch unbekannt. Wie groß ist das Niveau für den in a) gewählten
Bereich?

1 Wir betrachten das Stichprobenmittel M :“ 1
n

řn
k“1Xk und transformieren es zu Tm,

sodass die Verteilung von Tm nicht von m oder v abhängt.

Wir wählen Tm :“
a

n
v pM ´mq „ N 0,1. Sei qα

2
das α

2 -Fraktil der Standardnormalver-
teilung (das heißt N 0,1

`

rqα
2
,8q

˘

“ α
2 . Dann gilt

Pm
`

Tm P
“

´qα
2
, qα

2

‰˘

“ 1 ´ α

und

1 ´ α “ Pm
ˆ

´qα
2

ď

c

n

v
pM ´mq ď ´qα

2

˙

ď Pm
ˆ

M ´

c

v

n
qα

2
ď m ď M `

c

v

n
qα

2

˙

“ Pm
ˆ

m P

„

M ´

c

v

n
qα

2
,M `

c

v

n
qα

2

ȷ˙

.

Wir wählen den Konfidenzbereich

Cαpxq “

„

M ´

c

v

n
qα

2
,M `

c

v

n
qα

2

ȷ

.

2 Bei unbekannter Varianz können wir Tm nicht wie in a) wählen. In den Vorlesung
wurde Tm :“

a

n
V ˚ pM ´mq gewählt, wobei V ˚ die korrigierte Stichprobenvarianz ist.

Es gilt Tm „ tn´1. Sei tα
2

das α
2 -Fraktil der tn´1-Verteilung. Dann ist

Cbpxq “

«

Mn ´

c

v˚

n
tα

2
,Mn ´

c

v˚

n
tα

2

ff

ein Konfidenzinterval zum Nivea α.

Für den Konfidenzbereich aus 1 gilt dann

Cαpxq “

„

Mn ´

c

v

n
qα

2
,Mn `

c

v

n
qα

2

ȷ

“

«

Mn ´

ˆ
c

v

v˚
qα

2

˙

c

v˚

n
,Mn `

ˆ
c

v

v˚
qα

2

˙

c

v˚

n

ff

und Cα ist ein Konfidenzbereich zum Niveau

α̃ “ 2tn´1

ˆ„

qα
2

c

v

v˚
,8

˙˙

.
˛

Beispiel 2.2.4 (Schlafmittel)
Es sollen zwei Schlafmittel miteinander verglichen werden. Es werden n :“ 10 Patienten
beide Schlafmittel in unterschiedlichen Nächten gegeben und die Differenz der Schlafdauer
gemessen. Alle Patienten mit den zweiten Schlafmittel haben mindestens genau so lange
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Patient 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Differenz 1.2 2.4 1.3 1.3 0.0 1.0 1.8 0.8 4.6 1.4

geschlafen wie mit dem ersten. Wir nehmen an, dass die Messwerte normalverteilt sind. Das
Stichprobenmittel und die korrigierte Stichprobenvarianz sind

M “
1

10

10
ÿ

k“1

Xk “ 1.58 und V ˚ “
1

9

10
ÿ

k“1

pXk ´Mq2 “ 1.513.

Mit dem Irrtumsniveau α “ 0.05 erhalten wir für die t9-Verteilung das α
2 -Fraktil t “ 2.262.

Ein Konfidenzbereich zum Nivea α ist

Cpxq “

«

M ´ t

c

V ˚

10
,M ` t

c

V ˚

10

ff

“ r1.58 ´ 0.88, 1.58 ` 0.88s “ r0.7, 2.46s.

˛

Beispiel 2.2.5 (Konfidenzbereich im Binomialmodell)
Seien X :“ t0, . . . , nu, Θ :“ t0, 1q sowie Pϑ :“ Bn,ϑ.

1. Methode: Markov-Ungleichung. Der beste Schätzer für ϑ ist T pxq :“ x
n . Eine

natürliche Wahl ist
“

x
n ´ ε, xn ` ε

‰

für ein geeignetes ε ą 0. Mit der Markov-Ungleichung
folgt

Pϑ pϑ R Cpxqq “ Pϑ
´
ˇ

ˇ

ˇ

x

n
´ ϑ

ˇ

ˇ

ˇ
ă ε

¯

ď
1

ε2
Vϑ

”x

n

ı

“
ϑp1 ´ ϑq

nε2
ď

1

4nε2
!

ď α

für alle ϑ P p0, 1q. Wir wählen ε “ 1
2

?
nα

. Für n “ 1000 und α “ 0.025 ist also ε “ 0.1.

2. Methode: Normalapproximation. Wir nehmen an, dass n so groß ist, dass wir den
zentralen Grenzwertsatz anwenden können. Wie zuvor wählen wir Cpxq :“

“

x
n ´ ε, xn ` ε

‰

.
Dann gilt

Pϑrϑ P Cpxqs “ Pϑ
´
ˇ

ˇ

ˇ

x

n
´ ϑ

ˇ

ˇ

ˇ
ă ε

¯

“ Pϑ

˜
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x´ nϑ
a

nϑp1 ´ ϑq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε

c

n

ϑp1 ´ ϑq

¸

« Φ

ˆ

ε

c

n

ϑp1 ´ ϑq

˙

´ Φ

ˆ

´ε

c

n

ϑp1 ´ ϑq

˙

“ 2Φ

ˆ

ε

c

n

ϑp1 ´ ϑq

˙

´ 1 ě 2Φ
`

2ε
?
n
˘

´ 1,

wobei Φ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Sei α “ 0.025. Wir wählen einen Sicherheitszuschlag von 0.02 für den Approximationsfehler
und erhalten

2Φ
`

2ε
?
n
˘

´ 1 ě 0.975 ` 0.02 ðñ ε ě
1

2
?
n
Φ´1p0.995q “

1

2
?
n

¨ 2.575.

Wählen wir n “ 1000, erhalten wir ε ě 0.0407.

Verglichen mit der ersten Methoden ist das Konfidenzintervall hier nur halb so groß. ˛
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3 Rund um die Normalverteilung: χ2, F - und
t-Verteilungen
Literatur zur mehrdimensionalen Normalverteilung: [4, 7.12-7.19].

Definition 3.0.1 (Gammaverteilung)
Für α, r ą 0 ist das Wahrscheinlichkeitsmaß Γα,r auf

`

p0,8q,B
`

p0,8q
˘˘

mit der Dichte

γα,rpxq :“
αr

Γprq
xr´1e´αx, x ą 0,

die Gammaverteilung Gammavertei-
lung

mit Skalenparameter α und Formparameter r, wobei

Γprq :“

ż 8

0

yr´1e´y dy.

Die Gammaverteilung mit r “ 1 ist die Exponentialverteilung.
Abb. 8: Die Dichte
γa,r für verschiede-
ne a, r ą 0. Von Sin-
ner1 - Eigenes Werk, CC
BY-SA 3.0, https : / /
commons . wikimedia . org /
w/index.php?curid=3546723.

Definition 3.0.2 (Betaverteilung)
Für a, b ą 0 ist das Wahrscheinlichkeitsmaß Ba,b auf

`

p0, 1q,B
`

p0, 1q
˘˘

mit der Dichte

βa,bpsq :“
1

Bpa, bq
sa´1p1 ´ sqb´1, s P p0, 1q,

die Betaverteilung Betaverteilungzu a, b, wobei

Bpa, bq :“

ż 1

0

sa´1p1 ´ sqb´1 ds.

Abb. 9: Die Dichte
βa, b für verschiede-
ne a, b ą 0.

Lemma 3.0.3 (X „ N p0, 1q ùñ X2 „ Γ 1
2 ,

1
2
)

Ist X N p0, 1q-verteilt, so ist X2 Γ 1
2 ,

1
2
-verteilt.

Beweis. Seien φ0,1pxq :“ 1?
2π
e´ 1

2x
2

für x P R die Dichte von X und T : p0,8q Ñ p0,8q,
x ÞÑ x2 ein Diffeomorphismus. Also hat |X| auf p0,8q die Dichte 2φ0,1. Nach dem Trans-
formationssatz hat X2 “ T p|X|q die Dichte

ρT pyq “ 2φ0,1

`

T´1pyq
˘

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d

dy
T´1pyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 2φ0,1p
?
yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d

dy

?
y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 2φ0,1p
?
yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2
?
y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

?
y
φ0,1p

?
yq “

1
?
2π
y´ 1

2 e´ 1
2y,

und das ist die Dichte einer Γ 1
2 ,

1
2
-Verteilung. l

Lemma 3.0.4 (X „ Γα,r, Y „ Γα,s ùñ X ` Y „ Γα,r`s, X
X`Y

„ Br,s)
Sind α, r, s ą 0 sowie X und Y unabhängig mit den Verteilungen Γα,r und Γα,s, so sind
X ` Y und X

X`Y unabhängig mit den Verteilung Γα,r`s resp. Br,s.
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Beweis. Die gemeinsame Verteilung von X und Y auf p0,8q2 hat die Dichte

ρpx, yq “ γα,rpxqγα,spyq “
αr`s

ΓprqΓpsq
xr´1ys´1e´αpx`yq.

Wir definieren die Transformation T px, yq :“
´

x` y, x
x`y

¯

für x, y ą 0. Dann ist T ein
Diffeomorphismus von p0,8q2 nach p0,8qˆp0, 1q, denn die Abbildung ist offensichtlich glatt
und das Gleichungssystem x ` y “ u und x

x`y “ v für u P p0,8q und v P p0, 1q eindeutig
lösbar: x “ uv und y “ pup1´ vq und somit T´1pu, vq “

`

uv, up1´ vq
˘

(offensichtlich glatt).

Es gilt

DT´1pu, vq “

˜

v u

1 ´ v ´u

¸

und somit det
`

DT´1pu, vq
˘

“ ´uv ´ p1 ´ vqu “ ´u.

Also ist die Dichte von
´

X ` Y, X
X`Y

¯

“ T pX,Y q

ρpu, vq “ ρpT´1pu, vq
˘
ˇ

ˇdet
`

DT´1pu, vq
˘
ˇ

ˇ “ ρ
`

uv, up1 ´ vq
˘

u

“
αr`s

ΓprqΓpsq
puvqr´1

`

up1 ´ vq
˘s´1

e´αpuv`up1´vqqu

“
αr`s

Γprq
ur`s´1e´αu 1

Γpsq
vr´1p1 ´ vqs´1 “ γα,r`spuqβr,spvq.

Somit sind X ` Y und X
X`Y unabhängig verteilt mit den entsprechenden Verteilungen. l

Korollar 3.0.5
Für α, r, s ą 0 gilt γα,r ˚ γα,s “ γα,r`s.

Korollar 3.0.6 (Summe quadrierter Normalverteilungen)
Sind X1, . . . , Xn unabhängig N p0, 1q-verteilt, so ist

řn
k“1X

2
k Γ

`

1
2 ,

n
2

˘

-verteilt.

Definition 3.0.7 (χ2-Verteilung)
Die χ2

n-Verteilung χ2
n-Verteilung(mit n Freiheiten) ist die Γ

`

1
2 ,

n
2

˘

-Verteilung.

Bemerkung 3.0.8 Die χ2
n-Verteilung hat die Dichte 1

Γpn
2 q2

n
2
x

n
2 ´1e´ 1

2x für x ą 0. ˝

09.06.2022

Satz 3.0.1: Fisher-Verteilung

Seien X1, . . . , Xm sowie Y1, . . . , Yn unabhängig N p0, 1q-verteilt. Dann hat die Zufalls-
variable Fm,n :“ 1

m

řm
k“1X

2
k{ 1

n

řn
j“1 Y

2
j die Dichte

fm,npxq :“
m

m
2 n

n
2

B
`

m
2 ,

n
2

˘

x
m
2 ´1

pn`mxq
m`n

2

, x ą 0.

Abb. 10: Die
Dichte der Fis-
her-Verteilung
für verschiedene
m,n P N.
Von Caustic, CC BY-SA
3.0, https : / / commons .
wikimedia.org/w/index.php?
curid=3757043.
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3 RUND UM DIE NORMALVERTEILUNG: χ2, F - UND T -VERTEILUNGEN

Beweis. Nach Korollar 3.0.6 ist die Zufallsvariable X :“
řm
k“1X

2
k Γ 1

2 ,
m
2
-verteilt und die

Zufallsvariable Y :“
řn
j“1 Y

2
j Γ 1

2 ,
n
2
-verteilt. Weiter sind X und Y unabhängig. Nach Lem-

ma 3.0.4 ist Z :“ X
X`Y Bm

2 ,
n
2
-verteilt. Es ist

Fm,n “
n

m

X

Y
“

n

m

Z

1 ´ Z
“: T pZq,

wobei T : p0, 1q Ñ p0,8q, z ÞÑ n
m

z
1´z (strikt monoton wachsend und somit) ein Diffeomor-

phismus mit T´1pyq “
my

n`my für y ą 0 ist. Also hat Fm,n die Dichte von

βm
2 ,

n
2

`

T´1pyq
˘

¨
mn

pn`myq2
“ fm,npyq, y ą 0,

wobei mn
pn`myq2

die Funktionaldeterminante ist. l

Definition 3.0.9 (Fisher-Verteilung)
Die Verteilung Fm,n von Fm,n heißt Fisher-Verteilung Fisher-

Verteilung
mit m und n Freiheitsgraden.

Bemerkung 3.0.10 Es gilt Fm,n “ Bm,n ˝T´1 (Fisher-Verteilung ist Bildmaß der Beta-
Verteilung unter T ), wobei T wie oben ist. ˝

Korollar 3.0.11
Seien X,Y1, . . . , Yn unabhängig N p0, 1q-verteilt. Dann hat die Zufallsvariable Z :“ X?

1
n

řn
j“1 Y

2
j

die Dichte

τnpxq “
1

?
nB

`

1
2 ,

n
2

˘

ˆ

1 `
x2

n

˙´
n`1
2

, x P R .

Beweis. Nach Satz 3.0.1 hat Z2 die Dichte f1,npxq für x ą 0. Nach dem Transformationssatz
(mit Φ: p0,8q Ñ p0,8q, z ÞÑ

?
z und pΦ´1q1pzq “ 2z) hat |Z| die Dichte f1,npy2q ¨ 2y für

y ą 0. Aufgrund der Symmetrie hat Z die Dichte f1,npy2q|y| für y P R. l

Definition 3.0.12 (Student t-Verteilung)
Das Wahrscheinlichkeitsmaß tn auf

`

R,BpRq
˘

mit Dichte τn heißt Student t-Verteilung Student
t-Verteilungmit n Freiheitsgraden.

Bemerkung 3.0.13 Im Moment ist unklar, ob die Verteilung mit der in Kapitel zwei defi-
nierten übereinstimmt. ˝

Abb. 11: Die Dich-
te der tν -Verteilung
für verschiedene ν.
Von Skbkekas - Eigenes
Werk, CC BY 3.0, https :
//commons.wikimedia.org/w/
index.php?curid=9546828.

Bemerkung 3.0.14 Die Funktion τ1pxq :“ 1
π

1
1`x2 für x P R ist die Dichte der Standard-

Cauchy-Verteilung. ˝

Bemerkung 3.0.15 (limnÑ8 tn) Für n Ñ 8 konvergiert die tn-Verteilung schwach gegen
N p0, 1q, was aus Anwendung des schwachen Gesetzes der großen Zahlen auf den Nenner oder
aus der gleichmäßigen Konvergenz der Dichten folgt. ˝

Satz 3.0.2: Student (1908) [2, Satz 9.17]

Im Modell
`

Rn,BpRqn, pNbn
m,vqmPR,vą0

˘

für n ě 2 gilt für ϑ :“ pm, vq P Rˆp0,8q “:

Θ bezüglich Pϑ :“ Nbn
m,v für den empirischen Mittelwert MpXq :“ 1

n

řn
k“1Xk sowie

die korrigierte empirische Varianz V ˚pXq :“ 1
n´1

řn
j“1

`

Xj ´MpXq
˘2
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1 M und V ˚ sind unabhängig.
2 M ist N

`

m, vn
˘

-verteilt und n´1
v V ˚ ist χ2

n´1-verteilt.
3 Tm :“

a

n
V ˚ pM ´mq ist tn´1-verteilt (hier ist der Zusammenhang mit Kapitel

zwei).

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit seien m “ 0 und v “ 1, andernfalls können
wir Xk durch Yk :“ 1?

v

`

Xk ´ m
˘

ersetzen und beachten, dass sich m in der Definition von
V ˚ weghebt (d.h. MpY q “ 1?

v
pMpXq ´ mq, V ˚pY q “ 1

vV
˚pXq), und dass sich

?
v in der

Definition von Tm wegkürzt (d.h. TmpY q “ TmpXq).

1 Sei C eine orthogonale n ˆ n-Matrix mit erster Zeile 1?
n

p1, . . . , 1q. Dann gilt C ¨

p1, . . . , 1qT “ p
?
n, 0, . . . , 0qT. Sei nun Y :“ CX, wobei X P Rn N p0, Inq-verteilt

ist. Dann ist (cf. [4]) Y auch N p0, Inq-verteilt. Insbesondere sind die Komponenten
Y1, . . . , Yn unabhängig N p0, 1q-verteilt. Es gilt MpXq “ 1?

n

řn
k“1

1?
n
Xk “ 1?

n
Y1 und

somit

pn´ 1qV ˚pXq “

n
ÿ

k“1

`

Xk ´MpXq
˘2

“

n
ÿ

k“1

X2
k ´ 2MpXqXk `MpXq2

“

n
ÿ

k“1

X2
k ` nMpXq2 ´ 2MpXq

n
ÿ

k“1

Xk “

n
ÿ

k“1

X2
k ´ nMpXq2

“

n
ÿ

j“1

Y 2
j ´ Y 2

1 “

n
ÿ

j“2

Y 2
j ,

(32)

da
řn
k“1X

2
k “ }X}22 “ }CX}22 “ }Y }22 “

řn
k“1 Y

2
k wegen der Orthogonalität von C

gilt. Also folgt die Unabhängigkeit.

2 Der erste Teil ist klar und der zweite folgt aus (32).

3 Es gilt
c

n

V ˚
pM ´mq “

a

n
v pM ´mq

b

1
n´1

n´1
v V ˚

1
„
2

N p0, 1q
b

1
n´1χ

2
n´1

Def. 3.0.12
“ tn´1.

l

62



4 HYPOTHESENTESTS

4 Hypothesentests

4.1 Grundlagen

Definition 4.1.1 (Test, Nullhypothese, Alternative, Gütefunktion)
Seien

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ein statistisches Modell und Θ “ Θ0 \ Θ1 mit Θ0 ‰ H ‰ Θ1. Wir
bezeichnen Θ0 als Nullhypothese Nullhypotheseund Θ1 als Alternative.

• Eine Statistik φ : X Ñ r0, 1s heißt Test Testvon Θ0 gegen Θ1 und nicht-randomisiert,
wenn φpXq Ă t0, 1u und sonst randomisiert. Ist φ nicht-randomisiert, heißt die Menge
tx P X : φpxq “ 1u Ablehnungsbereich Ablehnungsbe-

reich
(oder Verwerfungsbereich) der Nullhypothese.

• Ferner heißt supϑPΘ0
Eϑrφs Fehler erster Art Fehler erster Artvon φ und φ heißt (zufälliger) Test zum

(Irrtums)niveau α P p0, 1q, wenn supϑPΘ0
Eϑrφs ď α.

• Die Gütefunktion Gütefunktiondes Tests φ ist Gφ : Θ Ñ r0, 1s, ϑ ÞÑ Eϑrφs . Für ϑ P Θ1 heißt
Gφpϑq (die Wahrscheinlichkeit, die Alternative zu akzeptieren) Macht von φ an der
Stelle ϑ und βφpϑq :“ 1 ´Gφpϑq Fehler zweiter Art Fehler zweiter

Art
an der Stelle ϑ P Θ1.

14.06.2022

Bemerkung 4.1.2 Ist φpxq “ 1, so heißt das, dass die Alternative akzeptiert wird und
φpxq “ 0 heißt, dass die „Nullhypothese akzeptiert wird“ (besser: die Nullhypothese wird
nicht verworfen). Ist φpxq “ 0 (und der Test noch so gut und n sehr groß) sollte man nicht
sagen „die Nullhypothese ist mit großer Sicherheit korrekt“.

Ist φpxq P p0, 1q, so heißt das, dass man sich mit Wahrscheinlichkeit φpxq für die Alternative
entscheidet. ˝

In vielen Fällen besteht Θ0 nur aus einem Element (z.B. „Ein Würfel ist fair“). Oft konstruiert
man zu einem gegeben Irrtumsniveau einen Test und wählt dann (wenn möglich) den mit
der größten Macht.
Bemerkung 4.1.3 Oft entspricht Θ0 dem „Normalfall“ und Θ1 einer ungewöhnlichen Ab-
weichung. ˝

Bemerkung 4.1.4 (Tests als Schätzer) Einen nicht-randomisierten Test φ kann man als
Schätzer für die Kenngröße τ :“ 1Θ1

auf Θ interpretieren. ˝ Ist dieser Schät-
zer erwatungs-
treu?

Beispiel 4.1.5 (Ist ein Würfel fair?)
Ein Würfel wir n mal unabhängig geworfen. Wir wollen herausfinden, ob er fair ist. Seien
dafür X :“ t1, . . . , 6un, F :“ PpXq und Θ die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf
t1, . . . , 6u. (Wir identifizieren diese Maße mit ihren Zähldichten.) Seien ϑ0 :“ 1

6 p1, . . . , 1q,
und Θ0 :“ tϑ0u sowie Θ1 :“ ΘzΘ0 und Pϑ :“ ϑbn.

Ein „vernünftiger“ Test φ sieht so aus: wir setzen φpxq “ 1 wenn die relativen Häufigkeiten,
mit denen 1, . . . , 6 auftreten, nicht nahe bei ϑ0 liegen, und φpxq “ 0 sonst. ˛

Bemerkung 4.1.6 Man muss immer das Modell sowie α und φ festlegen, bevor man Be-
obachtungen durchführt. ˝
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4 HYPOTHESENTESTS

Beispiel 4.1.7 (Qualitätskontrolle (cf. [2, (10.1)]))
Es werden N :“ 10.000 Orangen an einen Händler geliefert, welcher die Lieferung nur ak-
zeptiert, wenn höchstens fünf Prozent der Orangen faul sind. Der Händler entnimmt eine
Stichprobe mit n :“ 50 Orangen, von welchen x P t0, . . . , nu faul sind.

Wir wählen X :“ t0, . . . , nu, Θ :“ t0, . . . , Nu, Θ0 :“ t0, . . . , 1
20Nu, Θ1 :“ t 1

20N ` 1, . . . , Nu

und

Pϑpxq “

`

ϑ
x

˘`

N´ϑ
n´x

˘

`

N
n

˘ .

Es ist naheliegend, die Nullhypothese abzulehnen, wenn mehr als c P N0 Orangen in der
Stichprobe faul sind und sonst nicht abzulehnen.

Der Händler wählt c so, dass der Fehler erster Art höchstens α ist. ˛

Beispiel 4.1.8 (Münzwurf-Glücksspieler)
Einem Glücksspieler wird vorgeworfen beim Münzspiel zu betrügen und anstatt einer fairen
Münze eine Münze mit Erfolgswahrscheinlichkeit p “ 0.75 zu verwenden. Diese Anschuldi-
gung soll nun mit n Münzwürfen überprüft werden. ˛

Allgemein Beispiel (Münzwurf-Glücksspieler)
Statistisches Modell

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

X “ t0, . . . , nu, F “ PpXq, Θ “ t 1
2 ,

3
4u,

Pϑptkuq “
`

n
k

˘

ϑkp1 ´ ϑqn´k

Nullhypothese und Alternative: Zerle-
ge Θ “ Θ0 \ Θ1.
Nullhypothese: H0 : ϑ P Θ0. Bedeutung:
Der Parameter ϑ ist für mich akzeptabel.
Wir sind im (gewünschten) Normalfall.
Alternative: H1 : ϑ P Θ1. Bedeutung: Der
Parameter ϑ ist für mich problematisch. Es
liegt eine Abweichung vom Normalfall vor.

Wir wählen die Zerlegung nach dem Prinzip
„im Zweifel für den Angeklagten“. Der Nor-
malfall ist hier, das kein Betrug begangen
wurde, das heißt Θ0 :“ t 1

2u und Θ1 :“ t 3
4u.

Nullhypothese: ϑ “ 1
2 . Der Spieler hat

nicht betrogen und mit fairer Münze ge-
spielt.
Alternative: ϑ “ 3

4 . Der Spieler hat be-
trogen.

Fehlerarten. Fehler erster Art (gravieren-
der / peinlicher Fehler): Entscheidung für
Alternative, obwohl Nullhypothese stimmt.
Fehler zweiter Art: Entscheidung für Null-
hypothese obwohl die Alternative stimmt.

Fehler erster Art: Der Spieler wird wegen
Betrugs bestraft, obwohl er unschuldig ist.
Fehler zweiter Art: Der Spieler wird nicht
bestraft, obwohl er betrogen hat.

Entscheidungsregel: Test φ : X Ñ r0, 1s.
Bei Beobachtung x P X entscheidet man
nach folgender Regel: ist φpxq “ 0, wählt
man die Nullhypothese, ist φpxq “ 1, die
Alternative und ist φpxq P p0, 1q wählen wir
mit Wahrscheinlichkeit φpxq die Alternati-
ve.

Wähle einen Schwellenwert c P X und setze
φpxq :“ 1xąc. Der Spieler wird nicht be-
straft, wenn weniger als c von n Würfen er-
folgreich sind, aber bestraft wenn dem nicht
so ist. Hierbei hängen c und φpxq vom Irr-
tumsniveau ab.

Tabelle 2: Aufbau eines Hypothesentests.
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4 HYPOTHESENTESTS

Definition 4.1.9 (Bester Test)
Ein Test φ von Θ0 gegen Θ1 heißt (gleichmäßig) bester Test bester Test(engl.: UMP - uniformly most
powerful) zum Niveau α, wenn der Fehler erster Art höchstens α ist und für jeden Test ψ
mit Niveau α gilt:

Gφpϑq ě Gψpϑq @ϑ P Θ1

Definition 4.1.10 (Unverfälschter Test)
Ein Test φ heißt unverfälscht unverfälschtzum Niveau α, wenn Gφpϑ0q ď α ď Gφpϑ1q für alle ϑ0 P Θ0

und ϑ1 P Θ1.

Bemerkung 4.1.11 (Beziehungen zwischen Tests und Konfidenzbereichen)
Sei

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ein statistisches Modell. Ist C : X Ñ PpΘq ein Konfidenzbereich zum
Irrtumsniveau α P p0, 1q und ϑ0 P Θ, so ist tx P X : ϑ0 R Cpxqu der Ablehnungsbereich eines
Test von H0 : ϑ “ ϑ0 gegen H1 : ϑ ‰ ϑ0 zum Niveau α. Ist umgekehrt für jedes ϑ0 P Θ ein
nicht-randomisierter Test für H0 : ϑ “ ϑ0 gegen H1 : ϑ ‰ ϑ0 zum Niveau α gegeben, so lässt
sich daraus ein Konfidenzbereich zum Irrtumsniveau α gewinnen (HA 9.1, [2, Aufg. 10.1]).˝
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4.2 Neyman-Pearson-Lemma

Definition 4.2.1 (Neyman-Pearson Test)
Seien Θ :“ t0, 1u mit Θk :“ tku für k P t0, 1u sowie P0 und P1 Wahrscheinlichkeitsmaße
auf pX,Fq mit P0 ‰ P1. Seien µ ein σ-endliches Maß auf pX,Fq mit P0,P1 ! µ (z.B.
µ “ 1

2 pP0 ` P1q) und ρ die zugehörigen Likelihoodfunktion sowie

Rpxq :“

$

&

%

ρpx,1q

ρpx,0q
, wenn ρpx, 0q ą 0,

8, sonst

der Likelihood-Quotient Likelihood-
Quotient

.

Ein Test φ ist ein Neyman-Pearson Test (NPT), wenn ein c P r0,8q existiert mit

φpxq

$

’

’

&

’

’

%

“ 1, Rpxq ą c,

“ 0, Rpxq ă c,

P r0, 1s, Rpxq “ c.

Je größer Rpxq ist,
desto eher wird man
sich für die
Alternative P1

entscheiden.

Satz 4.2.1: Neyman-Pearson Lemma (1932)

Sei α P p0, 1q.
1 Es existiert ein Neyman-Pearson Test φ mit E0rφs “ α.
2 Jeder Neyman-Pearson Test mit E0rφs “ α ist ein bester Test zum Niveau

α.

Beweis. 1 Wähle ein c P r0,8q, sodass P0rRpxq ą cs ď α und P0rRpxq ě cs ě α. Dann
ist c das α-Fraktil von P0 ˝ R´1. Dieses c existiert, denn unter der Nullhypothese ist
ρpx, 0q fast sicher positiv, das heißt ρpx, 0q ą 0 gilt P0-fast sicher.

Fall 1: P0rRpxq “ cs “ 0. Dann folgt P0rRpxq ą cs “ α und für φ :“ 1tRącu ist ein
Neyman-Pearson Test.

Fall 2: P0rRpxq “ cs ą 0. Dann gilt γ :“ α´P0rRpxqącs

P0rRpxq“cs
P p0, 1s, da P0rRpxq ą cs `

P0rRpxq “ cs “ P0rRpxq ě cs ě α. Wir definieren

φpxq :“

$

’

’

&

’

’

%

1, Rpxq ą c,

0, Rpxq ă c,

γ, Rpxq “ c.

Dann ist φ ein Neyman-Pearson Test und E0rφs “ 1 ¨P0rRpXq ą cs `γ ¨P0rRpXq “

cs “ α.

2 Sei φ ein Neyman-Pearson Test mit E0rφs “ α mit Schwellenwert c P r0,8q und ψ
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ein beliebiger Test zum Niveau α. Dann gilt

E1rφs ´ E1rψs “

ż

X

φpxqdP1pxq ´

ż

X

ψpxqdP1pxq

“

ż

X

φpxq ´ ψpxqdP1pxq “

ż

X

`

φpxq ´ ψpxq
˘

ρpx, 1qdµpxq.

Gilt φpxq ´ ψpxq ą 0 für ein x P X, dann ist φpxq ą 0 und somit Rpxq ě c, also
ρpx, 1q ě cρpx, 0q (auch wenn Rpxq “ 8). Ist φpxq ´ ψpxq ă 0 für x P X, dann ist
φpxq ă 1 und somit Rpxq ď c, also ρpx, 1q ď cρpx, 0q.

Also folgt
ż

X

`

φpxq ´ ψpxq
˘

ρpx, 1qdµpxq ě c

ż

X

`

φpxq ´ ψpxq
˘

ρpx, 0qdµpxq

“ c
loomoon

ě0

`

E0rφs
loomoon

“α

´ E0rψs
loomoon

ďα

˘

loooooooooomoooooooooon

ě0

ě 0.

l

15.06.2022Beispiel 4.2.2 (Münzwurf-Glücksspieler)
Die Dichte bezüglich des Zählmaßes auf t0, . . . , nu ist ρpx, ϑq “

`

n
x

˘

ϑxp1 ´ ϑqn´x. Dann ist

Rpxq “
ρ
`

x, 34
˘

ρ
`

x, 12
˘ “ �

�
`

n
x

˘

3x 1
4n

�
�
`

n
x

˘

1
2n

“ 3x2´n.

Für n “ 10 wollen wir den besten Test zum Niveau α “ 1
100 bestimmen.

Für c P r0,8q gilt

P0rRpxq ą cs “ P0r3x2´10 ą cs “ P0r3x ą 210cs “ P0

„

x ą
1

lnp3q
lnp210cq

ȷ

.

Wir wählen also c so, dass 1
lnp3q

lnp210cq ein α-Fraktil von P0 ist.

Es gilt

P0pX “ kq “

ˆ

10

k

˙

2´10

und somit

P0pX “ 10q “
1

1024
« 0.001 und P0pX “ 9q “

5

512
« 0.010

und daher P0pX P t9, 10uq « 0.011. Somit ist 9 das α-Fraktil von P0 (das heißt P0pX ą

9q ă α ă P0pX ě 9q). Wir wählen c P r0,8q, sodass 1
lnp3q

lnp210cq “ 9 ist (das heißt
c “ 2´1039 “ 19683

1024 « 19.2) und

γ “
α ´ P0pR ą cq

P0pR “ cq
“
α ´ P0pX ą 9q

P0pX “ 9q
“

1
100 ´ 5

512
1

1024

“
6

25
.

Somit ist der beste Test

φpxq “

$

’

’

&

’

’

%

1, wenn Rpxq ą c,

6
25 , wenn Rpxq “ c,

0, wenn Rpxq ă c,

“

$

’

’

&

’

’

%

1, wenn X ą 9,

6
25 , wenn X “ 9,

0, wenn X ă 9,
˛

16.06.2022
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Satz 4.2.2: Lemma von Stein (1952)

Im unendlichen Produktmodell
`

X,F , pPϑqϑPt0,1u

˘

“
`

EN,Ebn, pQbn
ϑ qϑPt0,1u

˘

mit
Q0 ‰ Q1 betrachten wir für jedes n P N den Neyman-Pearson Test φn mit
E0rφns “ α, wobei α P p0, 1q fest ist. Dann gilt

lim
nÑ8

1

n
ln p1 ´ E1rφnsq “ ´HpQ0, Q1q

Insbesondere konvergiert E1rφns exponentiell gegen 1.

Beweis. Siehe [2, 10.4]. l

Wir sehen nun, das die obigen Aussage nicht mehr richtig ist, wenn wir zweiseitige Testpro-
bleme betrachten (und dafür brauchen wir mindestens drei Wahrscheinlichkeitsmaße).

Beispiel 4.2.3 (Münzwurf)
Seien Θ “

␣

1
4 ,

1
2 ,

3
4

(

, X “ t0, 1u und Pϑpt1uq “ ϑ sowie Pϑpt0uq “ 1 ´ ϑ.

Fall (a): Θ0 “ t 1
2u und Θ1 :“

␣

1
4 ,

3
4

(

. Wir zeigen, dass es keinen besten Test zum Niveau
α P p0, 1q gibt. Sei φ : X Ñ r0, 1s ein Test zum Niveau α. Dann gilt α ě E0rφs “ 1

2φp0q `

1
2φp1q. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei φp1q ě φp0q. Wenn φ ein bester Test zum
Niveau α ist, dann wähle ψ : X Ñ r0, 1s mit ψp0q ą ψp1q und ψp0q ` ψp1q “ 2α. Es folgt

Gψ

ˆ

1

4

˙

“ E 1
4

rψs “
1

4
ψp1q `

3

4
ψp0q “

1

4
pψp1q ` ψp0qq

loooooooomoooooooon

“ α
2

`
1

2
ψp0q

loomoon

ą α
2

ą α

sowie
Gφ

ˆ

1

4

˙

“ E 1
4

rφs “
1

4
φp1q `

3

4
φp0q “

1

4
pφp1q ` φp0qq

loooooooomoooooooon

ď α
2

`
1

2
φp0q

loomoon

ď α
2

ď α.

Es folgt Gφp 1
4 q ă Gψp 1

4 q, es gibt also keinen besten Test.

Fall (b): Θ0 “ t 1
4u und Θ1 :“

␣

1
2 ,

3
4

(

. Sei φ ein Test mit E 1
4

rφs “ 1
4φp1q` 3

4φp0q “ α. Wähle
φp1q maximal unter den Nebenbedingungen 1

4φp1q ` 3
4φp0q “ α und φp1q, φp0q P r0, 1s.

Wir zeigen, dass φ ein bester Test ist. Für p P r 14 , 1s (insbesondere für p P t 1
2 ,

3
4u gilt für

jeden Test ψ zum Niveau α

Eprφs “ p ¨ φp1q ` p1 ´ pqφp0q “ p
`

4α ´ 3φp0q
˘

` p1 ´ pqφp0q

“ 4αp` p1 ´ 4pqφp0q ě 4αp` p1 ´ 4pq
looomooon

ď0

ψp0q ě Eprψs.

Also ist φ ein bester Test. ˛
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4 HYPOTHESENTESTS

4.3 Beste einseitige Tests

Definition 4.3.1 (Wachsende Likelihoodquotienten)
Ein Standardmodell

`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

mit Θ Ă R hat wachsende Likelihoodquotienten
wachsende Like-
lihoodquotienten

bezüglich einer Statistik T : X Ñ R, wenn für alle ϑ1 ă ϑ2 und Rϑ2:ϑ1
pxq :“ ρpx,ϑ2q

ρpx,ϑ1q

gilt, dass Rϑ2:ϑ1
pxq “ fϑ2:ϑ1

pT pxqq für eine streng wachsende Funktion fϑ2:ϑ1
: R Ñ R gilt.

Beispiel 4.3.2 (Exponentielles Modell hat wachsende Likelihoodquotienten)
Jedes exponentielle Modell bezüglich T hat wachsende Likelihoodquotienten bezüglich T

oder ´T , denn

Rϑ2:ϑ1
pxq “

ρpx, ϑ2q

ρpx, ϑ1q
“

exp papϑ2qT pxq ´ bpϑ2qq�
��hpxq

exp papϑ1qT pxq ´ bpϑ1qq���hpxq

“ exp
``

apϑ2q ´ apϑ1q
˘

T pxq ` bpϑ1q ´ bpϑ2q
˘

.

Also ist für ϑ2 ą ϑ1 Rϑ2:ϑ1
“ fϑ2:ϑ1

pT pxqq mit y ÞÑ fϑ2:ϑ1
pyq streng wachsend, wenn a

streng wachsend ist. Ist a hingegen streng fallend, ersetze a durch ´a und T durch ´T . ˛

Satz 4.3.1: Wachsende Likelihoodquotienten ùñ D bester Test
für einseitiges Testproblem

Sei
`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

ein Standardmodell mit Θ Ă R und wachsenden Likelihood-
quotienten. Dann existiert ein bester Test zum Niveau α P p0, 1q für das einseitige
Testproblem H0 : ϑ ď ϑ0 P Θ gegen H1 : ϑ ą ϑ0. Dieser hat die Gestalt

φpxq “

$

’

’

&

’

’

%

1, wenn T pxq ą c,

γ, wenn T pxq “ c,

0, wenn T pxq ă c,

wobei sich c und γ aus der Bedingung Gφpϑ0q “ α ergeben. Die Gütefunktion von φ
ist monoton wachsend.

Beweis. Sei α P p0, 1q. Dann lassen sich c und γ durch Eϑ0rφs “ Pϑ0rT pxq ą cs `

γPϑ0pT pxq “ cq
!

“ α bestimmen.

Sei ϑ1 ą ϑ0. Wir zeigen, dass φ ein Neyman-Pearson Test zu ϑ0 und ϑ1 zum Niveau α

und damit bester Test zwischen ϑ0 und ϑ1 ist. Da Rϑ1:ϑ0
eine streng wachsende Funktion

von T pxq ist, gilt

φpxq “

$

’

’

&

’

’

%

1, wenn Rϑ1:ϑ0
ą fϑ1:ϑ0

pcq,

γ, wenn Rϑ1:ϑ0 “ fϑ1:ϑ0pcq,

0, wenn Rϑ1:ϑ0
ă fϑ1:ϑ0

pcq,

also ist φ ein Neyman-Pearson Test.

Ebenso ist φ für das eben berechnete c und γ ein Neyman-Pearson Test zwischen ϑ und
ϑ für ϑ ă ϑ zum Niveau

Eϑrφs “ PrT pxq ą cs ` γPϑrT pxq “ cs “: β
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4 HYPOTHESENTESTS

Damit ist φ auch bester Test zwischen ϑ und ϑ, also insbesondere besser als der konstante
Test ψ ” β (welcher Niveau β hat). Also gilt

Gφpϑq ě Gψpϑq “ β “ Gφpϑq

und damit ist ϑ ÞÑ Gφpϑq monoton wachsend. Weiter gilt

sup
ϑďϑ0

Eϑrφs “ sup
ϑďϑ0

Gφpϑq “ Gφpϑ0q “ α,

also hat φ das Niveau α für H0 gegen H1.

Sei nun ψ ein weiterer Test von H0 gegen H1 zum Niveau α und ϑ1 ą ϑ0 beliebig. Dann ist
ψ insbesondere ein Test von ϑ0 gegen ϑ1 zum Niveau α.
Da φ wie oben gezeigt in dieser Situation bester Test zum Niveau α ist, gilt insbesondere
Eϑ1rφs ě Eϑ1rψs. Da ϑ1 ą ϑ0 beliebig war, ist φ sogar bester Test von H0 gegen H1 zum
Niveau α. l

Bemerkung 4.3.3 Der Satz 4.3.1 gilt analog für H0 : ϑ ě ϑ0 gegen H1 : ϑ ă ϑ0. In diesem
Fall muss Rϑ2:ϑ1 streng monoton steigend in T für ϑ2 ă ϑ1 sein. ˝

Beispiel 4.3.4 (Einseitiger Gauß-Test mit bekanntem Erwartungswert)
Sei

`

Rn,BpRqbn, pNbn
m,ϑqϑą0

˘

das Gauß-Produktmodell mit bekanntem Mittelwert m P R.
Seien H0 : ϑ ě ϑ0 und H1 : ϑ ă ϑ0. Dann ist die Likelihoodfunktion ρ1 für n “ 1

ρ1px, ϑq “
1

?
2πϑ

exp

ˆ

´
1

2ϑ
px´mq2

˙

“ exp

ˆ

´
1

2ϑ
px´mq2 ´

1

2
lnp2πϑq

˙

.

Sei T1pxq :“ px ´ mq2. Dann ist das Modell für n “ 1 exponentiell bezüglich T1 und somit
ist das Produktmodell ebenfalls exponentiell bezüglich T pxq :“ 1

n

řn
k“1 T1pxkq. Somit ist

Satz 4.3.1 anwendbar und der beste Test φ zum Niveau α P p0, 1q hat den Verwerfungsbereich
#

n
ÿ

k“1

pxk ´mq2 ă nc

+

,

wobei c so ist, dass Pϑ0

`
řn
k“1pXk ´mq2 ă nc

˘ !
“ α. MitXk´m “

?
ϑ0Yk, wobei Y1, . . . , Yn „

N p0, 1q unabhängig unter P sind, gilt

Pϑ0

˜

n
ÿ

k“1

pXk ´mq2 ă nc

¸

“ P

˜

n
ÿ

k“1

Y 2
k ă

nc

ϑ0

¸

“ F

ˆ

nc

ϑ0

˙

,

wobei F die Verteilungsfunktion einer χ2
n-verteilten Zufallsvariable ist. Somit ist c “ nϑ0F

´1pαq.˛
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4.4 Likelihood-Quotiententest

21.06.2022
Definition 4.4.1 (Likelihood-Quotiententest)
In einem Standardmodell sei

Rpxq :“
supϑPΘ1

ρpx, ϑq

supϑPΘ0
ρpx, ϑq

.

Ein Test

φpxq “

$

&

%

1, wenn Rpxq ą a,

0, wenn Rpxq ă a.

mit a ě 0 heißt Likelihood-Quotiententest (LQ-Test).

Ist R groß, spricht viel für Θ1, da es dann ein ϑ1 P Θ1 gibt, sodass ρpx, ϑ1q " ρpx, ϑq für alle
ϑ P Θ0 gilt.
Bemerkung 4.4.2 LQ-Tests sind nicht immer beste Tests, auch wenn welche existieren
(analog zu Maximum-Likelihood-Schätzern, welche nicht immer beste Schätzer sind), aber
oft „gut“. ˝
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4.5 Einseitige Gauß-Tests

22.06.2022Beispiel 4.5.1 (Einseitiger Gauß-Test mit bekannter Varianz)
Betrachte

`

Rn,BpRnq, pNbn
m,vqmPR

˘

mit bekannter Varianz v ą 0. Für m0 P R testen wir
H0 : m ď m0 gegen H1 : m ą m0 zum Niveau α P p0, 1q.

Für m2 ą m1 ist der Likelihoodquotient

Rm2,m1pxq “
ρpx,m2q

ρpx,m1q
“

exp
`

´ 1
2v

řn
k“1pxk ´m2q2

˘

exp
`

´ 1
2v

řn
k“1pxk ´m1q2

˘

“ exp

˜

1

v
pm2 ´m1q

n
ÿ

k“1

xk ´ n
m2

2

2v
` n

m2
1

2v

¸

und somit R eine wachsende Funktion von Mpxq :“ 1
n

řn
k“1 xk. Somit hat der beste Test

die Form φpxq “ 1Mpxqąc, wobei c P R so gewählt ist, dass

α “ Em0rφs “ Pm0

“

MpXq ą c
‰

“ Pm0

«

MpXq ´m0
a

v
n

ą

c

n

v
pc´m0q

ff

“ 1 ´ Φ

ˆ
c

n

v
pc´m0q

˙

,

wobei Φ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Wir lösen nach c auf und
erhalten den Test

φpxq “ 1
tMpxqąm0`

?
v
nΦ´1p1´αqu

.
˛

Beispiel 4.5.2 (Einseitiger Gauß-Test mit bekanntem Erwartungswert)
Betrachte

`

Rn,BpRnq, pNbn
m,vqvą0

˘

mit bekanntem Erwartungswert m P R. Wir haben be-
reits gezeigt, dass

φpxq “ 1t
řn

k“1pXk´mq2ăvχ2
n,αu,

wobei χ2
n,α das α-Quantil der χ2

n-Verteilung ist, ein gleichmäßig bester Test zum Niveau α

von H0 : v ě v0 gegen H1 : v ă v0 ist. ˛

Bemerkung 4.5.3 In den vorigen Beispielen war ein Parameter der Normalverteilung be-
kannt. Bei der Durchführung von Experiment sind aber üblicherweise beide Parameter un-
bekannt. Hierfür liefert Satz 4.3.1 jedoch keinen besten Test, da nicht Θ Ă R gilt. Eine
natürliche Modifikation der Tests ist, den unbekannten Parameter, welcher nicht getestet
wird, durch seinen erwartungstreuen Schätzer zu ersetzen. Eine weitere Konstruktionsmög-
lichkeit für diese Tests ist der verallgemeinerte Likelihood-Quotient

Rpxq “
supϑPΘ1

ρpx, ϑq

supϑPΘ0
ρpx, ϑq

mit dem Likelihood-Quotienten-Test

φpxq “

$

&

%

1, wenn Rpxq ą c,

0, wenn Rpxq ą c.

Die Optimalität dieser Tests zu beweisen kann aufwendig sein (cf. [2, 10.4]). Wir beschränken
uns auf die Konstruktion und die Aussagen. ˝

72



4 HYPOTHESENTESTS

Beispiel 4.5.4 (χ2-Test für die Varianz)
Betrachte

`

Rn,BpRnq, pNbn
m,vqmPR,vą0

˘

und Θ0 :“ tpm, vq P Rˆp0,8q : v ď v0u sowie
Θ1 :“ tpm, vq P Rˆp0,8q : v ą v0u. Der verallgemeinerte Likelihood-Quotient ist

Rpxq “
supmPR,vąv0 ρpx, pm, vqq

supmPR,vďv0 ρpx, pm, vqq
“

supmPR,vąv0 v
´ n

2 exp
´

´
řn
k“1

pXk´mq
2

2v

¯

supmPR,vďv0 v
´ n

2 exp
´

´
řn
k“1

pXk´mq2

2v

¯ .

Für Mpxq “ 1
n

řn
k“1 xk gilt

sup
mPR

exp

˜

´

n
ÿ

k“1

pxk ´mq2

2v

¸

“ exp

˜

´

n
ÿ

k“1

`

xk ´Mpxq
˘2

2v

¸

.

Wir setzen V pxq “ 1
n

řn
k“1

`

xk ´Mpxq
˘2. Dann gilt

Rpxq “

supvąv0 v
´ n

2 exp
´

´nV pxq

2v

¯

supvďv0 v
´ n

2 exp
´

´nV pxq

2v

¯

“

$

&

%

exp
´

n
2

´

V pxq

v0
´ ln

´

V pxq

v0

¯

´ 1
¯¯

, wenn V pxq ą v0,

exp
´

´n
2

´

V pxq

v0
´ ln

´

V pxq

v0

¯

´ 1
¯¯

, wenn V pxq ď v0.

Somit ist Rpxq strikt monoton wachsend in V pxq und der Likelihood-Quotiententest hat die
Form φpxq “ 1tV pxqącu. Wir haben bereits gezeigt, dass 1

vV pXq „ χ2
n´1. Es kann gezeigt

werden, dass
φpXq “ 1"

řn
k“1

`

xk´Mpxq

˘2
ąv0χ2

n´1;1´α

*,

wobei χ2
n´1,1´α das α-Fraktil der χ2

n´1-Verteilung ist, ein gleichmäßig bester Test ist. ˛

Bemerkung 4.5.5 Für den rechtsseitigen Test mit Θ0 “ tpm, vq P Rˆp0,8q : v ě v0u und
Θ1 :“ tpm, vq P Rˆp0,8q : v ă v0u existiert allerdings kein gleichmäßig bester Test. Hierfür
muss man sich auf den unverfälschten Test einschränken. ˝

Beispiel 4.5.6 (t-Test für den Erwartungswert)
Betrachte

`

Rn,BpRnq, pNbn
m,vqmPR,vą0

˘

und Θ0 :“ tpm, vq P Rˆp0,8q : m ď m0u sowie
Θ1 :“ tpm, vq P Rˆp0,8q : m ą m0u. Der verallgemeinerte Likelihood-Quotient ist

Rpxq “

$

’

&

’

%

´

V
Ṽ

¯´ n
2

, wenn Mpxq ď m0,
´

V
Ṽ

¯
n
2

, wenn Mpxq ą m0,

wobei Ṽ pxq :“ 1
n

řn
k“1pxk ´mq2 und V pxq :“ 1

n

řn
k“1

`

xk ´Mpxq
˘2.

Außerdem gilt

Ṽ

V
“ 1 `

1

n´ 1
T 2
m0

mit Tm0 “

c

n

V ˚

`

Mpxq ´m0

˘

.

Dann ist R strikt monoton wachsend in Tm0
und der Likelihood-Quotienten-Test hat die

Form
φpxq “ 1tTm0 pxqącu .
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Wir wissen bereits, dass Tm0 tn´1-verteilt ist. Es kann gezeigt werden, dass

φpxq “ 1tTm0
pxqątn´1,1´αu

der gleichmäßig beste Test zum Niveau α innerhalb der Klasse der unverfälschten Tests ist,
wobei tn´1,1´α ist das α-Fraktil der tn´1-Verteilung ist. ˛
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5 Asymptotische Tests und Rangtest

5.1 Anpassungstests

Wie testet man, ob ein Würfel fair ist? Wir betrachten allgemeiner E “ t1, . . . , su für s ě 2.
Dann ist Θ :“ tϑ “

`

ϑpkq
˘

kPE
P r0, 1ss :

řs
k“1 ϑpkq “ 1u die Menge aller Wahrscheinlich-

keitsmaße auf E.

Das zugehörige unendliche Produktmodell ist
`

Eb N,PpEqb N, pϑb NqϑPΘ

˘

. Für gegebenes
ρ P Θ mit ρpkq ą 0 für alle k P E (z.B. ρ “

`

1
6 , . . . ,

1
6

˘

beim Würfel) soll die Hypothese Können wir diese
Prozedur auch
anwenden, wenn
ρpkq “ 0 gilt?

H0 : ϑ “ ρ gegen die Alternative H1 : ϑ ‰ ρ getestet werden. Seien Θ0 :“ tρu und
Θ1 :“ Θztρu.

Seien Xn das (E-wertige) Ergebnis des n-ten Wurfes und hnpkq :“ #tj ď n : Xj “ ku die
absoluten Häufigkeiten und Lnpkq :“ 1

nhnpkq die relativen Häufigkeiten. Dann ist Ln ein
zufälliges Wahrscheinlichkeitsmaß.

Wir betrachten für festes n P N den LQ-Test

Rnpxq “ Rnpx1, . . . , xnq “
supϑPΘ1

śs
k“1 ϑpkqhnpkq

śs
k“1 ρpkqhnpkq

“
supϑPΘ

śs
k“1 ϑpkqhnpkq

śs
k“1 ρpkqhnpkq

,

wobei die letzte Gleichung aus der Stetigkeit des Zählers in ϑ und der Dichtheit Θ1 Ă Θ

folgt.

Der Zähler ist gleich
śs
k“1 Lnpkqhnpkq (das ist leicht zu überprüfen6, cf. [2, Bsp. 7.7]). Daher

gilt

Rnpxq “

s
ź

k“1

ˆ

Lnpkq

ρpkq

˙hnpkq

und somit

ln pRnpxqq “ n
s
ÿ

k“1

Lnpkq ln

ˆ

Lnpkq

ρpkq

˙

“ nHpLn; ρq.

Somit hat der LQ-Test die Form

φn “

$

&

%

1, wenn nHpLn; ρq ą c,

0, wenn nHpLn; ρq ă c.

für ein c “ cn P R.

Wie kann man zu gegebenen α P p0, 1q und n P N das c so berechnen, dass φn Niveau α hat?

Nota bene. Es ist phnpkqqsk“1 P t0, . . . , nus unter Pρ multinomial verteilt: für k1, . . . , ks P

t0, . . . , nu mit
řs
j“1 kj “ n gilt

Pρ
`

phnpjqqsj“1 “ pkjq
s
j“1

˘

“
n!

k1! ¨ . . . ¨ ks!

s
ź

j“1

pρpjqq
kj .

6Ist ϑpkq “ 0 für ein k P E, so ist die zu maximierende Funktion gleich Null. Wir können also annehmen,
dass stets ϑpkq ą 0 gilt. Wir maximieren stattdessen ln

`
śs

k“1 ϑpkqhnpkq
˘

“ n
řs

k“1 Lnpkq ln
`

ϑpkq
˘

unter der
Nebenbedingung

řs
k“1 ϑpkq “ 1. Die Lagrange-Funktion ist Lpϑ, λq :“

řs
k“1

`

nLnpkq ln
`

ϑpkq
˘

` λϑpkq
˘

´

λ. Nullsetzen der ϑ-Ableitung von L ergibt 1
n
λ “

Lnpkq

ϑpkq
für alle k P E. Also ist Lnpkq

ϑpkq
konstant, wir nennen

diese Konstante Cn ą 0. Mit der Nebenbedingung folgt 1 “
řs

k“1 ϑpkq “ 1
Cn

řs
k“1 Lnpkq “ 1

Cn
und somit

Cn “ 1, also ϑpjq “ Lnpjq.

75



5 ASYMPTOTISCHE TESTS UND RANGTEST

Damit kann man prinzipiell das c zu α berechnen. Für große n ist dies aber mit sehr viel
Aufwand verbunden.

Lemma 5.1.1 (Asymptotik für nHpLn; ρq)
Sei

Dn,ρ :“
s
ÿ

k“1

`

hnpkq ´ nρpkq
˘2

nρpkq
“ n

s
ÿ

k“1

ρpkq

ˆ

Lnpkq

ρpkq
´ 1

˙2

.

Dann gilt

nHpLn; ρq ´
1

2
Dn,ρ

nÑ8
ÝÝÝÑ 0 in Pρ-Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Es gilt

nHpLn; ρq ´
1

2
Dn,ρ “ n

s
ÿ

k“1

ρpkq

˜

Lnpkq

ρpkq
ln

ˆ

Lnpkq

ρpkq

˙

´
1

2

ˆ

Lnpkq

ρpkq
´ 1

˙2
¸

p‹q
“ n

s
ÿ

k“1

ρpkq

˜

1 ´
Lnpkq

ρpkq
`
Lnpkq

ρpkq
ln

ˆ

Lnpkq

ρpkq

˙

´
1

2

ˆ

Lnpkq

ρpkq
´ 1

˙2
¸

“: n
s
ÿ

k“1

ρpkqgpYk,nq

wobei wir in p‹q verwenden, dass
řs
k“1 ρpkq “

řs
k“1 Lnpkq “ 1 gilt sowie Yk,n :“ Lnpkq

ρpkq
und

gpxq “ 1 ´ x` x lnpxq ´
1

2
px´ 1q2.

Dann ist g auf p0,8q glatt mit gp0q “ 1
2 , gp1q “ 0, g1p1q “ g2p1q “ 0. Also ist

gp1 ` xq “ Op|x|3q x Œ 0.

Es gilt

Eρ
`

npYk,n ´ 1q2
˘

“ nEρ

«

ˆ

Lnpkq

ρpkq
´ 1

˙2
ff

“
n

ρpkq2n2
Eρ

`

hnpkq ´ nρpkq
˘2

“
1

ρpkq2n
n ρpkq

`

1 ´ ρpkq
˘

loooooooomoooooooon

“V
“

Bin
`

n,ρpkq

˘‰

“
1

ρpkq

`

1 ´ ρpkq
˘

ď
1

ρpkq
,

(‹‹)

da hnpkq „ Bin
`

n, ρpkq
˘

. Also folgt für C ą 0 mit der Chebychev-Ungleichung (C)

Pρ
ˆ

|Yk,n ´ 1| ď
C

?
n

˙

“ 1 ´ Pρ
ˆ

|Yk,n ´ 1| ą
C

?
n

˙

(C)
ě 1 ´

E
“

|Yk,n ´ 1|2
‰

´

C?
n

¯2

“ 1 ´
nE

“

|Yk,n ´ 1|2
‰

C2

(‹‹)
ě 1 ´

1

ρpkqC2

CÑ8
ÝÝÝÝÑ 1

gleichmäßig in k und n.

Also gilt auf der Menge |Yk,n ´ 1| ď C?
n

für alle j P t1, . . . , su

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

nHpLn; ρq ´
1

2
Dn,ρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď nC̃

ˆ

C
?
n

˙3

“ C̃C3 1
?
n

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.
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Seien nun δ ą 0 und ε ą 0 beliebig. Nach oben gezeigter Konvergenz können wir C so wählen,
dass Pρ

´

|Yk,n ´ 1| ď C?
n

¯

ą 1 ´ δ für jedes n P N ist (da obige Konvergenz unabhängig von

n war). Nun wählen wir N P N so groß, dass C̃C3 1?
n

ă ε für alle n ą N . Es gilt nun

Pρ
´

ˇ

ˇnHpLn; ρq ´
1

2
Dn,ρ

ˇ

ˇ ď ε
¯

ě Pρ
ˆ

!

ˇ

ˇnHpLn; ρq ´
1

2
Dn,ρ

ˇ

ˇ ď ε
)

X

!

|Yk,n ´ 1| ď
C

?
n

)

˙

“ Pρ
´

|Yk,n ´ 1| ď
C

?
n

¯

ą 1 ´ δ

und es folgt die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. l

Lemma 5.1.2 (Verteilung von Dn,ρ unter H0)
Die Verteilung von Dn,ρ unter H0 konvergiert für n Ñ 8 gegen eine χ2

s´1-Verteilung.

Beweis. Der Zufallsvektor vn :“

ˆ

hnp1q´nρp1q?
ρp1q

, . . . , hnpsq´nρpsq?
ρpsq

˙T

ist von der Form

vn “

n
ÿ

j“1

Zj mit Zj :“

˜

1tXj“1u ´ρp1q
a

ρp1q
, . . . ,

1tXj“su ´ρp1q
a

ρpsq

¸

.

Da dieXj unabhängig identisch verteilt sind, sind es auch die Zj . Nach dem mehrdimensiona-
len zentralen Grenzwertsatz konvergiert 1?

n
vn in Verteilung (oder: schwach) gegen N p0,Σq,

wobei für k, ℓ P E

Σk,ℓ “ Cov
`

pZ1qk, pZ1qℓ
˘

“

$

’

&

’

%

VpZ1,kq “
1

ρpkq
ρpkq

`

1 ´ ρpkq
˘

“ 1 ´ ρpkq, wenn k “ ℓ,

“
´ρkρℓ ´ ρkρℓ ` ρkρℓ

a

ρpkqρpℓq
“ ´

a

ρpkqρpℓq wenn k ‰ ℓ

Beachte, dass
›

›

›

›

1
?
n
Vn

›

›

›

›

2

“ Dn,ρ

gilt. Die Matrix Σ ist symmetrisch und positiv semidefinit und somit diagonalisierbar mit
nicht-negativen Eigenwerten. Wir zeigen, dass 0 ein Eigenwert zum Eigenvektor es “

a

ρp1q1T

ist. Für alle k P E gilt
s
ÿ

ℓ“1

Σk,ℓ
a

ρpℓq “ Σk,k
a

ρpkq `

s
ÿ

ℓ“1
ℓ‰k

Σk,ℓ
a

ρpℓq “
`

1 ´ ρpkq
˘

a

ρpkq ´

s
ÿ

ℓ“1
ℓ‰k

a

ρpkqρpℓq
a

ρpℓq “ 0.

23.06.2022

Ferner ist λ “ 1 ein s´ 1-facher Eigenwert von Σ, denn es gilt

Σ ´ Is “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´ρp1q ´
a

ρp1qρp2q . . . ´
a

ρp1qρpsq

´
a

ρp1qρp2q ´ρp2q . . .
...

... . . .
. . .

...
´
a

ρp1qρpsq . . . . . . ´ρpsq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Der Rang von Σ ´ Is ist eins; dividiert man die k-te Zeile durch
a

ρpkq, so ist sie gleich
´p

a

ρp1q, . . . ,
a

ρpsqqT.
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Somit lässt sich Σ als

Σ “ U

˜

Is´1 0

0 0

¸

UT,

wobei U orthogonal ist. Die letzte Spalte von U ist es.

Der Vektor Tn :“ UTVn hat den letzten Eintrag 0, da
řs
k“1 hnpkq “

řs
k“1 nρpkq “ n gilt.

Weil U orthogonal ist, gilt 1
n}Tn}2 “ 1

n}Vn}2 “ Dn,ρ. Da 1?
n
Vn in Verteilung gegen

N p0,Σq konvergiert, konvergiert 1?
n
Tn gegen eine Normalverteilung mit Erwartungsvektor

p0, . . . , 0qT und Kovarianzmatrix

E

«

1
?
n
Tn

ˆ

1
?
n
Tn

˙T
ff

“ E
„

1

n
UTVnV

T
n U

ȷ

“ UT E
„

1

n
VnV

T
n

ȷ

U

“ UTΣU “ diagp1, . . . , 1, 0q.

Somit konvergiert die Verteilung des Vektors 1?
n
T̃n P Rs´1 (das Tilde bedeutet, dass wir

den letzten Eintrag weglassen) gegen N p0, Is´1q.

Also konvergiert Dn,ρ “ 1
n}Tn}2 “ 1

n}T̃n}2 in Verteilung gegen eine χ2
s´1-Verteilung. l

Bemerkung 5.1.3 Damit kann man für vorgegebenes Niveau α P p0, 1q die Konstante c
aus dem LQ-Test approximativ so bestimmen, dass das Niveau ungefähr gleich α ist. ˝

Bemerkung 5.1.4 Der obige Test heißt χ2-Anpassungstest χ2-
Anpassungstest

(engl: goodness of fit). ˝

Beispiel 5.1.5 (Urnenexperiment mit Zurücklegen / Mendels Erbsen)
Betrachte E :“ t1, . . . , su und den Beobachtungsraum X :“ En. Dies modelliert s verschie-
dene Kugeln in einer Urne und n Ziehungen. Wir wählen

Θ :“

#

ϑ “ pϑpjqqsj“1 P r0, 1ss :
s
ÿ

j“1

ϑpjq “ 1

+

,

die Menge aller möglichen Verteilungen für den ersten Zug, wobei ϑpkq die Wahrscheinlichkeit
darstellt, die k-te Kugel zu ziehen.

Wir haben eine Vermutung ρ P Θ für die Verteilung und wollen H0 : ϑ “ ρ gegen H1 : ϑ ‰ ρ

testen. Für k P t1, . . . , su, zählen wir, wie oft wir die k-te Kugel gezogen haben; hnpkq :“

|tj P t1, . . . , nu : Xj “ ku|. Wir definieren

Dn,ρ :“
s
ÿ

k“1

`

hnpkq ´ nρpkq
˘2

nρpkq
.

Dann ist φ :“ 1tDn,ρącu für ein c P R der χ2-Anpassungstest. Für große n wählen wir
c :“ χ2

s´1,1´α, also das p1 ´ αq-Fraktil der χ2-Verteilung mit s´ 1 Freiheitsgraden.

Betrachte zum Beispiel Mendels Erbsen, ein Experiment zur Vererbungslehrer, wobei die
Form (rund (A) oder kantig (a)) und die Farbe (gelb (B) oder grün (b)) von Erbsen beob-
achtet wird.

Die Nullhypothese ist, dass rund und gelb dominante Merkmale sind und das Häufigkeits-
verhältnis 9:3:3:1 ist.

Wir definiere also E :“ tAB,Ab, aB, abu und X :“ En sowie Θ :“ tϑ “ pϑpkqqkPE : ϑAB `

ϑAb ` ϑaB ` ϑab “ 1u und ρ :“
`

9
16 ,

3
16 ,

3
16 ,

1
16

˘

.
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5 ASYMPTOTISCHE TESTS UND RANGTEST

Für α “ 0.1 ist χ2
3,0.9 “ 6.3. Der zugehörige χ2-Anpassungstest ist 1tDn,ρą6.3u.

Wir haben die folgenden n :“ 556 Beobachtungen gesammelt

AB A b a B a b
315 108 101 32

Dann ist

Dn,ρ “

`

315 ´ 556 ¨ 9
16

˘2

556 ¨ 9
16

`

`

108 ´ 556 ¨ 3
16

˘2

556 ¨ 3
16

`

`

101 ´ 556 ¨ 3
16

˘2

556 ¨ 3
16

`

`

32 ´ 556 ¨ 1
16

˘2

556 ¨ 1
16

“ 0.47.

Da Dn,ρ “ 0.47 ă 6.3 “ χ2
3,0.9 ist, lehnen wir die Nullhypothese nicht ab. ˛

Frage. Angenommen, wir wählten E “ R anstatt E “ t1, . . . , su und F sei eine vorgege-
bene Verteilungsfunktion auf R. Wir wollen im Produktmodell die Hypothese F gegen alle
anderen Verteilungsfunktionen auf R testen. Wir können den LQ-Test nicht verwenden, da
dieses Modell kein Standardmodell ist (es existiert kein dominierendes Maß µ0, sodass alle
Wahrscheinlichkeitsmaße absolut stetig bezüglich µ0 sind). Die Nullhypothese ist, dass F
die Verteilungsfunktion ist.
Bemerkung 5.1.6 Eine Möglichkeit, welche wir jedoch nicht verfolgen werden, ist es, R in
disjunkte Intervalle zu zerlegen („Gruppenbildung“) und dann den χ2-Test anzuwenden. ˝

Bemerkung 5.1.7 Dieses Problem ist nicht parametrisch. ˝

Die folgende Aussage führt uns zu einem vernünftigen Test.

Satz 5.1.1: Gliwenko-Cantelli

Seien X1, X2, . . . unabhängig identisch verteilte reelle Zufallsvariablen mit Vertei-
lungsfunktion F und Fnptq :“ 1

n

řn
k“1 1tXkďtu für t P R die empirische Verteilungs-

funktion. Dann konvergiert Fn fast sicher gleichmäßig gegen F .

Beweis. 1 Punktweise Konvergenz ist klar, denn für festes t P R gilt nach dem starken
Gesetz der großen Zahlen Es ist nicht klar,

dass es einen globale
Nullmenge gibt, auf
der Fn Ñ F

punktweise fast
sicher außerhalb
jener Nullmenge gilt.

Fnptq “
1

n

n
ÿ

k“1

1tXkďtu Ñ E
“

1tX1ďtu
‰

“ PpX1 ď tq “ F ptq fast sicher.

2 Gleichmäßig Konvergenz. Für t P R gilt

lim
sÕt

Fnpsq “
1

n

n
ÿ

k“1

1Xkăt
nÑ8

ÝÝÝÑ
GGZ

ErX1 ă ts “ PpX1 ă tq “ lim
sÕt

F psq fast sicher.

Seien N P N fest sowie xj :“ inf
␣

t P p´8,8q : F ptq ě
j
N

(

für j P t0, . . . , Nu. Dann
gilt Abb. 12: Die Vertei-

lungsfunktion F in-
duziert eine Partiti-
on von R über die
pxjqNj“0.

´8 “ x0 ď x1 ď . . . ď xN ď 8.
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Dann gilt wegen 1

Rn :“ max
jPt1,...,Nu

p|Fnpxjq ´ F pxjq| ` |Fnpxj´q ´ F pxj´q|q
nÑ8

ÝÝÝÑ 0 fast sicher,

wobei Gpx´q :“ limyÕxGpyq den einseitigen Grenzwert bezeichnet.

Für x P pxj´1, xjq gilt, da Verteilungsfunktionen monoton wachsend sind,

Fnpxq ď Fnpxj´q ď F pxj´q `Rn ď F pxq `Rn `
1

N

Fnpxq ě Fnpxj´1q ě F pxj´1q ´Rn ě F pxq ´Rn ´
1

N

und somit
|Fnpxq ´ F pxq| ď Rn `

1

N
@x P pxj´1, xq.

Es folgt

sup
xPR

|Fnpxq ´ F pxq| ď Rn `
1

N
nÑ8

ÝÝÝÑ
1

N

und somit
lim sup
nÑ8

}Fn ´ F }8 ď
1

N
fast sicher.

Da N P N beliebig war, folgt die Aussage. l

Warnung. Sind F und Fn Verteilungsfunktionen und Fnptq
nÑ8

ÝÝÝÑ F ptq für alle t P R gilt,
so folgt nicht }Fn ´ F }8 Ñ 0.

Definition 5.1.8 (Kolmogorov-Smirnoff Test)
Ein Kolmogorov-Smirnoff Test (oder: KS-Anpassungstest) ist ein Hypothesentest für
die Nullhypothese F im n-fachen Produktmodell, welcher die folgende Form hat.

φpxq “

$

&

%

1, wenn }Fn ´ F }8 ą c,

0, wenn }Fn ´ F }8 ă c.

Bemerkung 5.1.9 (Berechnung von }Fn ´ F }8)
Sind die X1, . . . , Xn sind aufsteigend sortiert und F stetig, gilt

}Fn ´ F }8 “ max
kPt1,...,nu

ˆ

F pXkq ´
k ´ 1

n
,
k

n
´ F pXkq

˙

,

das heißt, der betragsmäßig größte Abstand zwischen F und Fn ist an einer der Sprungstel-
len der empirischen Verteilungfunktion, welche die Werte

`

j
n

˘n

j“0
annimmt (siehe auch das

Lemma unten). Abb. 13: Eine
Verteilungsfunktion
und eine empirische
Verteilungsfunkti-
on.

Die Fraktile für c hängen nicht von F ab und können in einer Tabelle nachgeschlagen wer-
den. ˝

Lemma 5.1.10
Ist F stetig, so hängt die Verteilung von }Fn ´ F }8 nicht von F ab.
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Beweis. Sei ∆n :“ suptPR |Fnptq ´ F ptq| für n P N. Unter der Nullhypothese, dass F stetig
ist, sind fast sicher alle x1, . . . , xn verschieden. Sei Xk:n der k-kleinste Wert, das heißt X1:n ă

. . . ă Xn:n mit Xk:n P tX1, . . . , Xnu für k P t1, . . . , nu.

Es gilt

∆n “ max
kPt1,...,nu

max

ˆ

k

n
´ F pXk:nq, F pXk:nq ´

k ´ 1

n

˙

.

Seien Uk :“ F pXkq für k P t1, . . . , nu. Die sind unabhängig identisch gleichverteilt mit
Verteilung (da F stetig ist) Upr0, 1sq und es gilt

∆n “ max
kPt1,...,nu

max

ˆ

k

n
´ Uk:n, Uk:n ´

k ´ 1

n

˙

.

Also hängt die Verteilung von ∆n nicht von F ab. l

Beispiel 5.1.11 (Benzinverbrauch)
Eine zufällige Auswahl von zehn Autos eines bestimmten Typs ergab folgenden Verbrauch
in ℓ{100km:

10.8 11.3 10.4 9.8 10.0

10.6 11.0 10.5 9.5 11.2

Wir testen zum Niveau α “ 0.05, ob der Benzinverbrauch N 10,1 ist.

Zunächst sortieren wir die Beobachtungen aufsteigend.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xk 9.5 9.8 10.0 10.4 10.5 10.6 10.8 11.0 11.2 11.3

Die Verteilungsfunktion von N 10,1 ist F pxq “ ΦpX ´ 10q, wobei Φ die Verteilungsfunktion
einer Standardnormalverteilung ist. Dann gilt

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
F pXkq 0.31 0.42 0.5 0.66 0.69 0.73 0.79 0.84 0.89 0.90

F pXkq ´ k´1
n 0.31 0.32 0.3 0.36 0.29 0.23 0.19 0.14 0.09 0.00

k
n ´ F pXkq ´0.21 ´0.22 ´0.2 ´0.26 ´0.19 ´0.13 ´0.09 ´0.04 0.01 0.10

Daher ist }Fn ´ F }8 “ 0.36. Aus einer Tabelle erhalten wir c “ 0.41, da }Fn ´ F }8 ă c

gilt, lehnen wir die Nullhypothese nicht ab. ˛

28.06.2022Somit ist die Verteilung von ∆n gleich der von

Gptq “

$

’

’

&

’

’

%

0, t ď 0,

t, 0 ď t ď 1,

1, t ě 1

statt F und Gnptq :“ 1
n

řn
k“1 1Uk:nďt anstatt Fnptq.

Was ist die asymptotische Verteilung von ∆n für n Ñ 8?

Ohne Beweis. Sei Vnptq :“
?
n
`

Gnptq ´ Gptq
˘

für t P r0, 1s ein stochastischer Prozess. Es
ist klar, dass für festes t P r0, 1s ErVnptqs “ 0 sowie VrVnptqs “ p

?
nq2 1

n2ntp1 ´ tq “ tp1 ´
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tq (1Uk:nďt eine Berptq-verteilte Zufallsvariable) gilt. Nach dem zentralen Grenzwertsatz
konvergiert Vnptq in Verteilung (haben wir nicht definiert) gegen N p0, tp1 ´ tqq. Unklar ist,
ob der Prozess Vn gegen einen einfacheren stochastischen Prozess in Verteilung konvergiert.
Man kann zeigen (cf. [3]), dass Vn in Verteilung im Raum Dr0, 1s gegen eine Brownsche
Brücke konvergiert, das heißt gegen einen Gauß-Prozess auf r0, 1s mit einer Darstellung
V ptq “ W ptq ´ tW p1q für t P r0, 1s, wobei W ptq für t ě 0 eine Standard Brownsche
Bewegung ist.

Daraus folgt, dass die Verteilung von
?
n∆n in Verteilung gegen suptPr0,1s |V ptq| konvergiert.

Die Verteilungsfunktion dieser Größe ist

P

«

sup
tPr0,1s

|V ptq| ď x

ff

“

$

&

%

0, x ď 0,

1 ´ 2
ř8

k“1p´1qk`1e´2k2x2

, x ą 0.

Damit kann man für vorgegebenes α die Konstante c approximativ so bestimmen, dass der
obige Test Niveau α hat.
Bemerkung 5.1.12 Der KS-Test lässt sich so modifizieren, dass damit das „Zweistichpro-
benproblem“ behandelt werden kann: seien X1, X2, . . . u.i.v. reellwertig mit Verteilungsfunk-
tion F und empirischer Verteilungsfunktion Fn sowie Y1, Y2, . . . u.i.v. reellwertige Zufalls-
variablen mit Verteilungsfunktion F̃ und empirischer Verteilungsfunktion F̃n. Die Vertei-
lungsfunktionen F und F̃ sind unbekannt. Wir wollen die Nullhypothese F “ F̃ gegen die
Alternative F ‰ F̃ testen. Man wird bei n bzw. m Proben X1, . . . , Xn sowie Y1, . . . , Ym die
Nullhypothese ablehnen, wenn ∆n,m “ }Fn ´ F̃m}8 (die Größe ist verteilungsunabhängig
wenn F und F̃ stetig sind) groß ist (Literatur: Wikipedia, [3]). ˝
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5.2 χ2-Test auf Unabhängigkeit

Das folgende Beispiel kommt aus [2, Bsp. 11.17].

Beispiel 5.2.1 (χ2-Test auf Unabhängigkeit)
Wir betrachten zwei „Merkmale“ mit je endlich vielen verschiedenen Ausprägungen, z.B.
Schulbildung (ungelernt, . . ., Uniabschluss) und die Frage, wie stark sich die gefragten Per-
sonen durch Umweltschadstoffe beeinträchtigt fühlen.

Beeinträchtigung
Schulbildung

ungelernt Uni Σ

gar nicht 212 434 169 79 45 939
etwas 85 245 146 93 69 628

ziemlich 38 85 74 56 48 301
sehr 20 35 30 21 20 126
Σ 355 799 419 249 182 2004

Tabelle 3: Kontingenztafel zur „Umweltfrage“.

Sind die beiden Merkmale unabhängig?

Allgemein: Seien A “ t1, . . . , au, B :“ t1, . . . , bu die möglichen Ausprägungen der beiden
Merkmale. Für E :“ A ˆ B betrachten wir das Produktmodell

`

Eb N,PpEqb N, pϑb NqϑPΘ

˘

,
wobei Θ :“ tϑ “

`

ϑpi, jq
˘

pi,jqPE
P p0, 1qE :

ř

pi,jqPE ϑpi, jq “ 1u. Für ϑ P Θ seien ϑA “

pϑApiqqiPA mit ϑApiq :“
řb
j“1 ϑpi, jq und ϑB analog definiert die Randverteilungen von

ϑ P Θ.

Seien Θ0 :“ tϑ P Θ : ϑ “ ϑA b ϑBu sowie Θ1 :“ ΘzΘ0.

Nach n unabhängigen E-wertigen Beobachtungen X1, . . . , Xn ergibt sich eine „Kontingenz-
tafel“ mit den Einträgen hnpi, jq :“ |tk P t1, . . . , nu : Xk “ pi, jqu| (absolute Häufigkeiten).
Die normierten Werte sind Lnpi, jq :“ 1

nhnpi, jq. Ferner definieren wir LAn piq :“
řb
j“1 Lnpi, jq

und analog für hAn sowie analog für B.

Wir werden Θ0 ablehnen, wenn Ln nicht nah bei LAn bLBn liegt. Da wir ein Standardmodell
vorliegen haben, können wir einen LQ-Test anwenden. Der Likelihoodquotient ist (wegen
Stetigkeit in ϑ können wir im Zähler wieder Θ1 durch Θ ersetzen)

Rn “
supϑPΘ

ś

pi,jqPE ϑpi, jqhnpi,jq

supγbβPΘ0

ś

pi,jqPEpγpiqβpjqqhnpi,jq
“

supϑPΘ

ś

pi,jqPE ϑpi, jqhnpi,jq

supγ
ś

iPA γpiqh
A
n piq supβ

ś

jPB βpjqh
B
n pjq

“

ś

pi,jqPE Lnpi, jqhnpi,jq

ś

iPA L
A
n piqh

A
n piq

ś

jPB L
B
n pjqh

B
n pjq

“
ź

pi,jqPE

ˆ

Lnpi, jq

LAn piqLBn pjq

˙nLnpi,jq

“ exp
`

nH
`

Ln;L
A
n b LBn

˘˘

.

Ein kleines Problem ist, dass die rechte Seite auch für ϑ P Θ0 von ϑ abhängt. Um ein Niveau
α P p0, 1q zu garantieren, müsste man sicherstellen, dass supβ,γ PγbβpRn ą cq ď α gilt!
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Man betrachtet wie beim χ2-Anpassungstest die Asymptotik für n Ñ 8:

D̃n :“ n
ÿ

i,j

LAn piqLBn pjq

ˆ

Lnpi, jq

LAn piqLBn pjq
´ 1

˙2

.

[2, Satz 11.18] zeigt, dass unter ρ “ γ b β der Wert nH
`

Ln;L
A
n b LBn

˘

„nah“ bei D̃n liegt
und dass D̃n in Verteilung gegen eine χ2

pa´1qpb´1q
-Verteilung konvergiert (das Schätzen der

Zähldichte γ „verbraucht“ a ´ 1 Freiheitsgrade, das Schätzen von β b ´ 1. Die Gesamtzahl
ab ´ 1 der Freiheitsgrade verringert sich daher um pa ´ 1q ` pb ´ 1q und es bleiben nur
pa´ 1qpb´ 1q Freiheitsgrade übrig). ˛

Bemerkung 5.2.2 Beim „Umweltbespiel“ wird die Nullhypothese bei α “ 0.01 deutlich
abgelehnt [2, S. 307]. ˝
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5.3 Vorzeichen- und Rangtests

30.06.2022Gute Quellen sind [2, Kap. 11.4] sowie [1].

Definition 5.3.1 (α-Quantil, Median, µpQq)
Seien Q ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf

`

R,BpRq
˘

und α P p0, 1q. Ein q P R ist ein α-
Quantil α-Quantilvon Q wenn Qpp´8, qqq ď α ď Qpp´8, qsq ist. Ein 1

2 -Quantil ist der Median von
Q. Ferner bezeichne µpQq die Menge aller Mediane von Q.

Definition 5.3.2 (Fraktil)
In der obigen Situation ist das α-Fraktil das p1 ´ αq-Quantil.

Bemerkung 5.3.3 Die Menge alle α-Quantile von Q ist ein kompaktes nichtleeres Inter-
vall. ˝

Notation. Seien µmaxpQq :“ maxpµpQqq und µminpQq analog definiert.

Beispiel 5.3.4
Beim Werfen eines fairen Würfels ist µpQq “ r3, 4s. ˛

Definition 5.3.5 (Ordnungsstatistik)
Seien X1, X2, . . . , Xn unabhängige reellwertige Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungs-
funktionen. (Dann sind fast sicher alle X1, X2, . . . , Xn verschieden.) Die Ordnungsstatistik

Ordnungsstatis-
tik

der X1, . . . , Xn sind definiert durch X1:n ă X2:n ă . . . ă Xn:n mit Xk:n P tX1, . . . , Xnu

für k P t1, . . . , nu.

Notation. Für α P p0, 1q sei bnpαq das größte α-Quantil der Binomialverteilung Bn, 12 .

Wir wollen testen, ob im Produktmodell der Median (welcher viel stabiler ist als der Mit-
telwert) gleich einer vorgegebenen Zahl µ0 oder größere als µ0 (einseitiger Hypothesentest)
bzw. gleich µ0 oder ungleich µ0 ist (zweiseitiger Hypothesentest).
Bemerkung 5.3.6 Hat die Zufallsvariable X eine „stetige Verteilung“ (das heißt die Ver-
teilungsfunktion ist stetig), so gilt

PpX P µpQqq “ PpµminpQq ď X ď µmaxpQqq

“ PpX ď µmaxpQqq ´ PpX ď µminpQqq “
1

2
´

1

2
“ 0.

˝

Den folgenden Satz kann man auch (in ungenauerer Fassung) in [2, Satz 8.19] finden.

Satz 5.3.1: Konfidenzintervall für Median im Produktmodell

Seien n P N, α P p0, 1q sowie k “ bnpα2 q. Dann ist rXk:n, Xn´k`1:ns im Produkt-
modell Qn mit stetigem Q ein Konfidenzintervall für µpQq, das heißt Qbn

`

µpQq Ă

rXk:n, Xn´k`1:ns
˘

ě 1 ´ α.
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5 ASYMPTOTISCHE TESTS UND RANGTEST

Beweis. Es gilt

Qbn
`

Xk:n ą µminpQq
˘

“ Qbn

˜

n
ÿ

j“1

1tXjďµminpQqu ă k

¸

“ Bn, 12 pt0, . . . , k ´ 1uq ď
α

2

und ebenso
Qbn

`

Xn´k`1:n ă µmaxpQq
˘

ď . . . ď
α

2
,

also folgt
Qbn

`

µpQq Ă rXk:n, Xn´k`1:ns
˘

ě 1 ´
α

2
´
α

2
“ 1 ´ α.

l

Beispiel 5.3.7 (Vorzeichentest (engl. signed test))
Zwei Dünger sollen verglichen werden. Sind beide gleich gut? Eine Alternative ist „Dünger
2 und Dünger 1 sind verschieden“, eine andere ist „Dünger 2 ist besser als Dünger 1“.

Versuchsanordnung. Jedes von n Feldern wird in zwei gleichgroße Teile geteilt und dort
Dünger 1 bzw. Dünger 2 verwendet. Die Erträge der Feldern seien pY1, Z1q, . . . , pYn, Znq,
wobei Yk der Ertrag auf Feld k mit Dünger 1 und Zk der Ertrag auf Feld k mit Dünger 2
sind. Da die Felder unterschiedlich sind (z.B. Bodenbeschaffenheit, Mikroklima, ...), nehmen
wir nicht an, dass die Paare

`

pYk, Zkq
˘n

k“1
identisch verteilt sind. Da globale Ereignisse

(Hochwasser, Dürre, Sturm, ...) auftreten können, welche alle Felder betreffen, wollen wir
nicht annehmen, dass die Paare

`

pYk, Zkq
˘n

k“1
unabhängig sind.

Als Nullhypothese wählen wir, dass nicht nur Yk und Zk für jedes k die selbe Verteilung
haben, sondern sogar pYk, Zkq die selbe Verteilung hat wie pZk, Ykq. Weitere Annahmen
(unter der Nullhypothese) seien, dass die Xk :“ Yk ´ Zk stetige Verteilungsfunktionen Fk

für k P t1, . . . , nu haben und das

Ik :“

$

’

’

&

’

’

%

1, Xk ą 0

0, Xk “ 0

´1, Xk ă 0

für k P t1, . . . , nu unabhängig sind. Unter der Nullhypothese hat Xk dieselbe Verteilung wie
´Xk, somit ist die Menge der Mediane von Xk ein symmetrisches Intervall um die Null für
alle k P t1, . . . , nu.

Wir lehnen die Nullhypothese ab, wenn im zweiseitigen Fall die Anzahl der Einsen unter
den I1, . . . , In stark von n

2 abweicht (das heißt |
řn
k“1 Ik| „groß“). Die entspricht einem Test

auf Fairness einer Münze beim n-fachen unabhängigen Werfen.

Allgemeiner: Seien X1, X2, . . . , Xn reelle Zufallsvariablen. Wir wollen testen, ob alle Ver-
teilungen den Median µ0 (vorgegebene Zahl) haben (oben ist µ “ 0). Die einzigen Annahmen
sind, dass alle Verteilungsfunktionen Fk von Xk (müssen nicht gleich sein) stetig sind und

Ik :“

$

&

%

1, Xk ą µ0,

´1, Xk ă µ0

für k P t1, . . . , nu unter der Nullhypothese unabhängig sind mit

PpIk “ 1q “ PpIk “ ´1q “ 1
2 für alle k P t1, . . . , nu. Die Nullhypothese wird abgelehnt,

wenn |
řn
k“1 Ik| „verdächtig“ groß ist. Ein Test zum Niveau α lässt sich durch Quantile

bnpαq von Bn, 12 bestimmen. ˛ Wie kann man
den Schwellen-
wert bestimmen?
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Rangtests

Ist Dünger 2 besser Dünger 1 oder sind beide gleich gut? Dünger 1 wird auf k Feldern
verwendet und Dünger 2 auf ℓ Feldern. Die Erträge seien X1, . . . , Xk sowie Xk`1, . . . , Xn

mit n :“ k ` ℓ. Wir nehmen an, dass X1, . . . , Xn unabhängig sind und dass X1, . . . , Xk die
Verteilung P haben und Xk`1, . . . , Xn die Verteilung Q haben, wobei P und Q unbekannt
aber stetig sind. Ist Dünger 2 besser, so sind Xk`1, . . . , Xn „eher“ größer als X1, . . . , Xk, das
heißt P ě Q.

Definition 5.3.8 (Stochastisch kleiner)
Seien P und Q Wahrscheinlichkeitsmaße auf

`

R,BpRq
˘

. Dann ist P stochastisch kleiner als
Q, und wir schreiben P ĺ Q, wenn P ppc,8qq ď Qppc,8qq für alle c P R (oder äquivalent:
P pp´8, csq ě Qpp´8, csq für alle c P R). Wir schreiben P ă Q, wenn P ĺ Q und P ‰ Q

ist.

Beispiel 5.3.9 ([2, 11.23])
Ist m ă m1, so sind N pm, vq ă N pm1, vq und Γa,m ă Γa,m1 für a ą 0. ˛

Wir testen die Hypothese H0 : P “ Q gegen die Alternative H1 : P ă Q.
05.07.2022

Definition 5.3.10 (Rangstatistik)
Als Rangstatistik Rangstatistikder Folge X1, . . . , Xn bezeichnet man die Zufallsvariablen R1, . . . , Rn mit
Rm :“ #

␣

j P t1, . . . , nu : Xj ď Xm

(

ě 1 für m P t1, . . . , nu.

Beispiel 5.3.11 (Rangstatistik)
Sind X2 ă X1 ă X4 ă X3, so sind pR1, R2, R3, R4q “ p2, 1, 4, 3q. ˛

Bemerkung 5.3.12 (Rang- vs. Ordnungsstatistik) Es gilt Xk “ XRk:n. ˝

Bemerkung 5.3.13 Die Werte tR1, . . . , Rnu sind eine Permutation von t1, . . . , nu. ˝

Welche Funktionen der Ränge der X1, . . . , Xk können wir wählen, um zu entscheiden, ob
diese hinreichend „klein“ sind? Wir wählen die Rangsummen.

Definition 5.3.14 (Rangsummen WP , WQ)
Es seien W :“ WP :“ R1 ` . . .`Rk sowie WQ :“ Rk`1 ` . . .`Rn.

Nach Bemerkung 5.3.13 gilt WP `WQ “
řn
j“1 j “ 1

2npn` 1q. Wir lehnen H0 ab, wenn W
„klein“ ist und sonst nicht.

Definition 5.3.15 (U-Statistik)
Die U -Statistik U -Statistikist

U “ Uk,ℓ :“
k
ÿ

m“1

n
ÿ

j“k`1

1tXmąXju
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Lemma 5.3.16 (Rangsumme und U-Statistik)
Es gilt W “ U ` 1

2kpk ` 1q.

Beweis. Ordnet man die ersten X1, . . . , Xk so um, dass X1 ă . . . ă Xk, dann ändern sich
weder W noch U . Seien also X1 ă . . . ă Xk. Für die Ränge R1 ă . . . ă Rk gilt

Rm “ m` #
␣

j P tk ` 1, . . . , nu : Xj ă Xk

(

(33)

für m P t1, . . . , ku und somit

W “

k
ÿ

m“1

Rm
(33)
“

k
ÿ

m“1

m`

k
ÿ

m“1

#
␣

j P tk ` 1, . . . , nu : Xj ă Xk

(

loooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooon

“
řk

m“1

řn
j“k`1 1tXmąXju

“
1

2
kpk ` 1q ` U.

l

Definition 5.3.17 (Mann-Whitney-U-Test)
Ein Test der Nullhypothese H0 : P “ Q gegen H1 : P ă Q mit Ablehnungsbereich
tU ă cu “ tW ă 1

2kpk ` 1q ` cu mit c P t0, . . . , kℓu heißt Mann-Whitney-U -Test oder
Wilcoxon-Zweistichproben-Rangsummentest.

Bemerkung 5.3.18 (Randfall k “ ℓ “ 1) Ist k “ ℓ “ 1, dann ist U “ 1 genau dann
wenn X1 ą X2 und U “ 0 genau dann wenn X1 ă X2. Unter H0 ist die Wahrscheinlichkeit
P pU ă 1q “ P pU “ 0q “ 1

2 und P pU ă 0q “ 0 sowie P pU ă 2q “ 1.

Sei α P p0, 12 q. Dann gilt P pU ă cq ď α nur, wenn c “ 0 ist. ˝

Wie kann man im Allgemeinen c zu α P p0, 1q wählen, damit der Mann-Whitney-U -Test
Niveau α hat?

Satz 5.3.2: U-Verteilung unter H0

Für stetige P und m P t0, . . . , kℓu gilt PbnpU “ mq “ 1

pn
kq
Npm; k, ℓq, wobei

Npm; k, ℓq die Anzahl der Partitionen
řk
j“1mj “ m, von m in k aufsteigend ge-

ordnete Zahlen m1 ď m2 ď . . . ď mk aus t0, . . . , ℓu ist.

Bemerkung 5.3.19 Die Verteilung von U hängt insbesondere nicht von P ab, wenn P

stetig ist. ˝

Beweis. (Idee) SeiR :“ tR1, . . . , Rku ist eine zufällige k-elementige Teilmenge von t1, . . . , nu

gleichverteilt (da P stetig ist) auf allen
`

n
k

˘

k-elementigen Teilmengen von t1, . . . , nu. Für
ein r “ pr1, . . . , rkq mit r1 ă . . . ă rk und rj P t1, . . . , nu sei mprq :“

`

m1prq, . . . ,mkprq
˘

mit
mjprq :“ rj´j für j P t1, . . . , ku. Dann ist r ÞÑ mprq eine Bijektion zwischen der obigen Men-
ge der r und der Menge aller t0, . . . , ℓu-wertigen aufsteigenden Folgen m1 ď m2 ď . . . ď mk.

Weiter ist mjprq die Anzahl alle Elemente in t1, . . . , nuztr1, . . . , rku, die kleiner als j sind.
Also ist

řk
j“1mjpRq “ U , das heißt

ř

j“1mjpRq “ m genau dann wenn U “ m, und das
ist die Behauptung. l

88



5 ASYMPTOTISCHE TESTS UND RANGTEST

Beispiel 5.3.20 (Zum Beweis)
Es bedeute 0, dass eine Realisierung zu der ersten Stichprobe stammt und 1, das sie aus der
zweiten Stichprobe kommt. Unser Ergebnis sei 10001101. Dann sind k “ ℓ “ 4 und n “ 8

sowie m1prq “ 0 und m2prq “ 2, da die zweite Null im Ergebnis an vierter Stelle steht. ˛

Bemerkung 5.3.21 Also lautet der Mann-Whitney-U -Test zum Niveau α P p0, 1q: be-
rechne 1

pn
kq
Npm; k, ℓq für m P t0, 1, . . .u solange, bis die Summe größer als α ist. Wenn das

bei m0 der Fall ist, dann wähle c “ m0. ˝

Für große k und ℓ liefert der folgende Satz einen Test zum approximativen Niveau α:

Satz 5.3.3: Hoeffding: U˚
k,ℓ Ñ N p0, 1q

Seien X1, . . . , Xn unabhängig und identisch verteilt mit stetiger Verteilung P . Dann
konvergiert U˚

k,ℓ :“ v
´ 1

2

k,ℓ

`

Uk,ℓ ´ 1
2kℓ

˘

(der Erwartungswert von Uk,ℓ ist 1
2kℓ) in Ver-

teilung gegen N p0, 1q für k, ℓ Ñ 8, wobei vk,ℓ :“ 1
12kℓpk ` ℓ` 1q.

Beweis. [2, Satz 12.28]. l

Beispiel 5.3.22
Um die Verlängerung der Reaktionszeit durch ein bestimmtes Medikament zu untersuchen,
wurden 20 Personen einem Reaktionstest unterzogen, von denen 10 zuvor das Medikament
eingenommen hatten und die anderen 10 eine Kontrollgruppe bildeten. Es ergaben sich
folgende Reaktionszeiten (in Sekunden):

behandelte Gruppe 0.83 0.66 0.94 0.78 0.81 0.60 0.88 0.90 0.79 0.86
Kontrollgruppe 0.64 0.70 0.69 0.80 0.71 0.82 0.62 0.91 0.59 0.63

Es ist Hausaufgabe 12.2 mit einem Mann-Whitney-U -Test zum Niveau α :“ 0.05 die Hy-
pothese zu testen, dass die Reaktionszeit durch das Medikament nicht beeinflusst wird, gegen
die Alternative einer verlängerten Reaktionszeit, und zwar (a) exakt, (b) unter Verwendung
der Normalapproximation. ˛

Bemerkung 5.3.23 (Zusammenhang U-Test Ø KS Zweistichprobentest)
Wir haben gesehen, dass der Kolmogorov-Smirnoff-Zweistichprobentest ∆k,ℓ :“ }Fk ´

F̃ℓ}8, wobei Fk resp. F̃ℓ die empirischen Verteilungsfunktionen vonX1, . . . , Xk resp.Xk`1, . . . , Xn

sind, benutzt wird. Dieses ∆k,ℓ hängt nur von den Ränge von X1, . . . , Xn ab (die Diffe-
renz erreicht ihr Maximum an den Sprungstellen...). Wir modifizieren den Kolmogorov-
Smirnoff-Zweistichprobentest, sodass er besser zur Alternative P ă Q passt: wähle ∆k,ℓ :“

supxPR Fkpxq ´ F̃ℓpxq, welche wieder eine Funktion der Ränge von X1, . . . , Xn ist.

Beispiel 5.3.24
Es ist nicht so, dass ∆k,ℓ eine Funktion der Rangsumme W ist. Seien zum Beispiel k “ ℓ “ 3

sowie

X1 X2 X3 X4 X5 X6 W ∆3,3

1 3 5 2 4 6 9 1
3

1 2 6 3 4 5 9 2
3
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Dann ist W für beide paare von Stichproben (erste und zweite Zeile) gleich, jedoch ist ∆3,3

unterschiedlich. ˛

90



6 LINEARE MODELLE UND VARIANZANALYSE

6 Lineare Modelle und Varianzanalyse

6.1 Einfache lineare Regression

07.07.2020Exemplarisch betrachten wir die Wärmeausdehnung eines Metallstabs. Für vorgegebene
Temperaturen t1, t2, . . . , tn wird jeweils die Länge des Metallstabs Xk gemessen.

Wir modellieren die Länge als Xk “ γ0 ` γ1tk `
?
vξk für k P t1, . . . , nu, wobei γ0 und γ1

unbekannt sind und geschätzt werden sollen und v ą 0 ein „Störparameter“ ist. Letztlich
sind ξ1, . . . , ξn Zufallsvariablen, welchen den Messfehler beschreiben.

Wir müssen nicht annehmen, dass die ξk unabhängig, unkorreliert oder identisch verteilt
sind, wir nehmen jedoch Erξks “ 0 und Vrξks “ 1 an.

Mit X :“ pX1, . . . , Xnq, t :“ pt1, . . . , tnq, ξ :“ pξ1, . . . , ξnq und 1 :“ p1, . . . , 1q P Rn können
wir das Modell knapp als X “ γ0 1`γ1t`

?
vξ schreiben.

Wir wählen das Modell
`

Rn,BpRnq, pPγ,vqpγ,vqPR2 ˆp0,8q

˘

(kein Produktmodell!), wobei Pγ,v
die Verteilung von γ0 1`γ1t`

?
vξ hat.

Definition 6.1.1 (Prinzip der kleinsten Quadrate, KQ-Schätzer)
Das Prinzip der kleinsten Quadrate („least squares“) wählt γ̂ “ pγ̂0, γ̂1q P R2 so, dass der
mittlere quadratische Fehler

Fγ :“
1

n

n
ÿ

k“1

pXk ´ γ0 ´ γ1tkq2

minimiert wird. Dieses γ̂ heißt KQ-Schätzer (sofern er eindeutig ist).

Abb. 14: Der KQ-
Schätzer bestimmt
die Regressionsgera-
de γ̂0 ` tγ1, welche
die Daten approxi-
mieren soll.

Bemerkung 6.1.2 Sind alle tk gleich, dann ist die Lösung γ̂ nicht eindeutig, unter anderem,
da dann t und 1 linear abhängig sind. Wir nehmen daher an, dass nicht alle tk gleich sind.˝

Satz 6.1.1: KQ-Schätzer für einfache lineare Regression

Seien t und 1 linear unabhängig sowie Mpyq :“ 1
n

řn
k“1 yk und V ptq :“ 1

n

řn
k“1 t

2
k ´

Mptq2 sowie cpt, yq :“ 1
n x t, y y ´MptqMpyq für t, y P Rn. (Wegen t ‰ λ1 folgt V ptq ą

0.) Der KQ-Schätzer des obigen Problems X “ γ0 1`γ1t`
?
vξ ist

γ̂0 “ Mpxq ´Mptq
cpt, xq

V ptq
γ̂1 “

cpt, xq

V ptq

und ist erwartungstreu.

Beweis. Wir erhalten γ̂ aus dem linearen Gleichungssystem 0 “ B
Bγ0

Fγ “ B
Bγ1

Fγ . l

Bemerkung 6.1.3 Dieses Modell (und damit die Aussage des Satzes) ist ein Spezialfall des
linearen Modells im nächsten Abschnitt, cf. Beispiel 6.3.5. ˝

Bemerkung 6.1.4 Die Menge L :“ tγ0 1`γ1t : γ0, γ1 P Ru Ă Rn ist ein zweidimensionaler
Teilraum, wenn 1 und t linear unabhängig sind und sonst ist die Dimension gleich eins. ˝

Abb. 15: Die Re-
gressionsgerade
γ̂0 1`γ̂1t ist die
orthogonale Pro-
jektion von X auf
L.91
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Bemerkung 6.1.5 Ist L eindimensional, so existiert die orthogonale Projektion von x auf
L und ist eindeutig, aber die Darstellung γ̂0 1`γ̂1t ist nicht eindeutig. ˝

Beispiel 6.1.6 (Motorleistung) Ein Motor erbrachte bei n “ 8 Messungen die folgende
Leistung (in kW) in Abhängigkeit vom Drehmoment (1000 U / min):

tk 0.8 1.5 2.5 3.5 4.2 4.7 5.0 5.5
Xk 8.8 14.7 22.8 29.4 38.2 44.1 47.8 51.5

Wir berechnen die Regressionsgerade und schätzen die Leistung für das Drehmoment 4000
U / min.

Es sind

Mptq :“
1

8

8
ÿ

k“1

tk « 3.46 und MpXq :“
1

8

8
ÿ

k“1

Xk « 32.16

sowie

V ptq :“
1

8

8
ÿ

k“1

t2k ´Mptq2 « 14.55 ´ p3.46q2 « 2.56

sowie

cpt, xq :“
1

n

8
ÿ

k“1

tkXk ´MptqMpxq « 134.87 ´ 3.46 ¨ 32.16 « 23.51.

Nach Satz 6.1.1 erhalten wir die erwartungstreuen Schätzer

γ̂0 :“ Mpxq ´Mptq
cpt, xq

V ptq
« 0.34 γ̂1 :“

cpt, xq

V ptq
« 9.19,

also ist die Regressionsgerade 9.19t` 0.34. Für das Drehmoment 4000 U / min schätzen wir
also eine Leistung von 37.10 kW. ˛
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6.2 Das lineare Modell

Definition 6.2.1 (Lineare Modell)
Seien s, n P N mit s ď n. Ein lineares Modell lineares Modellfür n reellwertige Beobachtungen mit unbe-
kannten Verschiebungsparameter γ P Rs und v ą 0 besteht aus

• einer „Design“-Matrix A P Rn,s mit vollem Rang s ď n,

• einem Zufallsvektor ξ P Rn („Fehler“) von standardisierten Zufallsvariablen (das heißt
ξk P L2pRnq, Erξks “ 0 und Erξ2ks “ 1 für alle k P t1, . . . , nu),

• einem Beobachtungsvektor X :“ Aγ `
?
vξ P Rn.

Das Modell ist
`

Rn,BpRnq, pPpγ,vqqγPRs,vą0

˘

, wobei Ppγ,vq die Verteilung von Aγ `
?
vξ

bezeichnet.

Bemerkung 6.2.2 Es gilt Epγ,vqrXs “ Aγ. ˝

Wir wollen einen KQ-Schätzer γ̂ zu X zu finden (welcher 1
n

řn
k“1pXk ´Aγq2 minimiert).

Beispiel 6.2.3 (Lineare Modelle) Die oben besprochene einfache lineare Regression ist
ein lineares Modell mit A “ p1, tq P Rn,2, das heißt s “ 2. Auch polynomielle Regression
Xk “

řd
j“0 γjt

j
k `

?
vξk für k P t1, . . . , nu ist ein lineares Modell mit d “ s ´ 1 und

A :“ p1, t, t2, . . . , tdq P Rnˆpd`1q, wobei tk :“ ptk1 , . . . , t
k
nqT für k P t1, . . . , du ist. Auch ein

Modell mit mehreren Einflussgrößen Xk “ γ0 sinpδk ¨ tkq ` γ1e
u2
k ` γ2

1
δ2k`t2k`u2

k`1
`

?
vξk ist

ein lineares Modell mit A “
`

sinpδk ¨ tkq, eu
2
k , 1
δ2k`t2k`u2

k`1

˘n

k“1
. ˛

Bemerkung 6.2.4 Für die Verteilung von ξ1, . . . , ξn kann man unterschiedliche Annahmen
machen, z.B. N p0, Enq oder ξ1 “ . . . “ ξn mit Ppξ “ 1q “ Ppξ “ ´1q “ 1

2 . ˝

Notation. Der Teilraum L “ LpAq :“ BildpAq “ tAγ : γ P Rnu Ă Rn ist rangpAq “ s-
dimensional.

Wie vorher wollen wir X orthogonal auf L projizieren. Sei πL P Rn,n die zugehörigen Pro-
jektionsmatrix. Da A : Rs Ñ L Ă Rn, x ÞÑ Ax bijektiv ist, existiert genau ein γ̂ P Rs mit
Aγ̂ “ πLX.

Wie sieht πL aus und können wir eine Formel für γ̂ aufschreiben?

Lemma 6.2.5 (KQ-Schätzer für lineare Modelle)
Die Matrix ATA P Rs,s ist invertierbar und πL “ ApATAq´1AT. Die einzige Lösung von
πLX “ Aγ̂ ist der KQ-Schätzer γ̂ “ pATAq´1ATX.

Beweis. 1 Angenommen, es gibt ein c P Rs mitATAc “ 0. Dann gilt }Ac}2 “ pAcqTAc “

cTATAc “ 0 und somit Ac “ 0. Da A vollen Rang hat, folgt daraus c “ 0.

2 Für X P Rn gilt
ApATAq´1ATX P L
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6 LINEARE MODELLE UND VARIANZANALYSE

und für y P Rs gilt

xX ´ πLX,Ay y “ xX ´ApATAq´1ATX,Ay y “ xATX ´ATApATAq´1
looooooomooooooon

“ids,s

ATX, y y

“ xATX ´ATX
loooooomoooooon

“0

, y y “ 0

und somit X ´ πLX K L. Also folgt Aγ̂ “ ApATAq´1ATX “ πLX. l

Satz 6.2.1: Erwartungstreue Schätzer im linearen Modell

In der obigen Situation gilt
1 γ̂ “ pATAq´1ATX ist ein erwartungstreuer Schätzer für γ.
2 Sei τ eine lineare reelle Funktion von γ, also τpγq “ cTγ für ein c P Rs und alle

γ P Rs. Dann ist T :“ x c, γ̂ y ein erwartungstreuer Schätzer für τ und es gilt
T “ aTX mit a “ ApATAq´1c.

3 Sind zusätzlich die ξ1, . . . , ξn unkorreliert, das heißt Epγ,vqrξiξjs “ 0 für alle
i, j P t1, . . . , nu mit i ‰ j, dann hat T minimale Varianz unter allen linearen
erwartungstreuen Schätzern für τ („T is BLUE - best linear unbiased estima-
tor“).

4 Unter den Voraussetzungen von 3 und n ą s ist die (korrigierte) Stichproben-
varianz

V ˚ :“
1

n´ s
|X ´ πLX|2 “

1

n´ s

`

|X|2 ´ |πLX|2
˘

“
1

n´ s
|X ´Aγ̂|2

ein erwartungstreuer Schätzer für v.

Beweis. 1 Es gilt

Epγ,vqrγ̂s “ pATAq´1AT Epγ,vqrXs “ pATAq´1ATAγ “ γ.

2 Es gilt
Epγ,vqrT s “ Epγ,vqrcTγ̂s “ cT Epγ,vqrγ̂s “ cTγ “ τpγq

sowie
T “ cTγ̂ “ cTpATAq´1ATX “

`

ApATAq´1c
˘T
X “ aTX.

12.07.2022

3 Sei S :
`

Rn,BpRnq
˘

Ñ
`

R,BpRq
˘

ein linearer erwartungstreuer Schätzer für τ . Dann
existiert ein b P Rn mit S “ x b,X y und es gilt

x b, Aγ y
6.2.2
“ Epγ,vqrbTXs “ Epγ,vqrSs “ τpγq

“ cTγ “ Epγ,vqrT s “ aT Epγ,vqrXs “ x a,Aγ y

und somit x b ´ a,Aγ y “ 0 für alle γ P Rs, also b ´ a K L. Da a P L folgt a “

πLb. Dann folgt mit dem Satz von Pythagoras |a| ď |b|, genauer |a| “ |πLb| ď

}πL}|b| “ |b|, wobei } ¨ } die Operatornorm ist (orthogonale Matrizen haben immer
Einheitsoperatornorm).
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Mit ϑ “ pγ, vq gilt

VϑrSs ´ VϑrT s “ Eϑ
“

| x b,X y ´Eϑrx b,X ys|2
‰

´ Eϑ
“

| x a,X y ´Eϑrx a,X ys|2
‰

EϑrXs“Aγ
“ Eϑ

”

x b,X ´Aγ y
2

´ x a,X ´Aγ y
2
ı

“ Eϑ
“

bTpX ´AγqpX ´AγqTb´ aTpX ´AγqpX ´AγqTa
‰

X´Aγ“
?
vξ

“ v
`

bT EϑrξξTs
looomooon

“idn

b´ aT EϑrξξTsa
˘

“ v
`

|b|2 ´ |a|2q ě 0

(Selber überlegen: allgemeinere Bedingung als Unkorreliertheit unter der die Aussage
erhalten bleibt.)

4 Darstellung der Stichprobenvarianz. Die Formel |X´πLX|2 “ |X|2´|πLX|2 folgt
direkt aus dem Satz von Pythagoras. Mit Lemma 6.2.5 folgt |X´πLX|2 “ |X´Aγ̂|2.

Erwartungstreue. Seien v1, . . . , vn eine Orthonormalbasis von Rn, sodass v1, . . . , vs
eine Orthonormalbasis von L ist. Sei Γ die (orthonormale) Matrix mit den Spalten
v1, . . . , vn. Dann bildet Γ den Raum tx P Rn : xs`1 “ . . . “ xn “ 0u bijektiv auf L ab.
Die darstellende (bezüglich der Basis v1, . . . , vn) Matrix der orthogonalen Projektion
auf L ist Ms :“

`

ids 0
0 0

˘

P Rn,n. Daher gilt πL “ ΓMsΓ
T. Sei η :“ ΓTξ P Rn. Dann gilt

pn´ sqV ˚ “ |X ´ πLX|2 “
ˇ

ˇ

��Aγ `
?
vξ ´ πL

`

��Aγ `
?
vξ
˘
ˇ

ˇ

2 p‹q
“ v |ξ ´ πLξ|

2

p:q
“ v

ˇ

ˇΓTpξ ´ πLξq
ˇ

ˇ

2
“ v|η ´Msη|2 “ v

n
ÿ

k“s`1

η2k,
(˛)

wobei wir in p‹q benutzen, dass Aγ P L und deswegen πLAγ “ Aγ und in p:q, dass
orthogonale Abbildungen die | ¨ |-Norm erhalten.

Weiter gilt für k P t1, . . . , nu

Eϑrη2ks “ Eϑrx vk, ξ y
2
s “ vk EϑrξξTsvTk “ |vk|2 “ 1

und somit
pn´ sqEϑrV ˚s “ pn´ sqv. l
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6.3 Das lineare Gauß-Modell

Wir nehmen nun zusätzlich an, dass ξ N p0, Enq-verteilt ist mit s ď n.

Satz 6.3.1: Verallgemeinerter Satz von Student [2, 12.17]

Im linearen Gauß-Modell gelten (bezüglich Pγ,v)
1 γ̂ ist N

`

γ, vpATAq´1
˘

-verteilt.
Wenn s ă n ist, dann gelten

2 n´s
v V ˚ ist χ2

n´s-verteilt.
3 1

v |Apγ̂ ´ γq|2 “ 1
v

ˇ

ˇπLX ´ Epγ,vqrXs
ˇ

ˇ

2 ist χ2
s-verteilt und unabhängig von V ˚.

Insbesondere ist |Apγ̂´γq|
2

sV ˚ ist Fs,n´s-verteilt.
4 Ist H Ă L ein Teilraum mit Dimension r ă s und ist Aγ P H, so ist 1

v |πLX ´

πHX|2 χ2
s´r-verteilt und unabhängig von V ˚. Insbesondere ist die Fisher-

Statistik

FH,L :“

|πLX´πHX|
2

ps´rqv

pn´sqV ˚

pn´sqv

“
n´ s

s´ r

|πLX ´ πHX|2

|X ´ πLX|2
“

|Aγ̂ ´ πHX|2

ps´ rqV ˚

Fs´r,n´s-verteilt (wegen 2 ).

Merke, dass Satz 3.0.2 2 ein Spezialfall (mit s “ 1, A “ 1 und somit ist γ̂ der empirische
Mittelwert der Xk) von 1 und 2 ist.

Beweis. 1 Da X “ Aγ `
?
vξ gilt, ist X N pAγ, v idnq-verteilt. Da γ̂ “ pATAq´1ATX

eine lineare Transformation von X ist, ist auch γ̂ normalverteilt mit Erwartungswert
Eϑrγ̂s “ γ. Die Kovarianzmatrix ist

Eϑrpγ̂ ´ γqpγ̂ ´ γqTs “ EϑrpATAq´1ATpX ´AγqpX ´AγqTApATAq´1s

“ v EϑrξξTspATAq´1 “ vpATAq´1.

2 - 4 Sei H Ă L ein Teilraum mit Dimension r ă s und v1, . . . , vn eine Orthonormal-
basis von Rn mit spanpv1, . . . , vrq “ H und spanpv1, . . . , vsq “ L. Sei Γ wieder die
Matrix mit den Spalten v1, . . . , vn und η :“ ΓTξ. Dann ist η N p0, idnq-verteilt. Daraus
folgt 2 mit (˛) und der Definition einer χ2

n´s-Verteilung.

Wieder gilt πL “ ΓMsΓ
T und analog πH “ ΓMrΓ

T also folgt, dass

|πLξ ´ πHξ|2 “ |ΓpMs ´MrqΓ
Tξ|2 “ |pMs ´Mrqη|2 “

s
ÿ

k“r`1

η2k

χ2
s´r-verteilt und wegen (˛) unabhängig von V ˚.

Fall 1: H “ t0u. Dann ist r “ 0, also ist |πLξ|2 χ2
s-verteilt und unabhängig von V ˚.

Weiter gilt
Apγ̂ ´ γq “ πLpX ´Aγq “ πL

?
vξ “

?
vπLξ

und somit 1
v |Apγ̂ ´ γq|2 “ |πLξ|2, also folgt 3 .
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Fall 1: H ‰ t0u. Sei Aγ P H. Dann gilt

πLX ´ πHX “ πLpAγ `
?
vξq ´ πHpAγ `

?
vξq

“��Aγ `
?
vπLξ���´Aγ ´

?
vπHξ “

?
v
`

πLξ ´ πHξ
˘

also folgt 4 . l

13.07.2022Seien im Folgenden s ă n.

Korollar 6.3.1 (Konfidenzbereiche im linearen Gauß-Modell)
Sei α P p0, 1q.

1 Ein Konfidenzellipsoid für γ zu Irrtumsniveau α ist Man kann ă durch
ď ersetzen, da F
eine stetige
Verteilung ist.Cp¨q “ tγ P Rs : |Apγ ´ γ̂q|2 ă sfs,n´s;1´αV

˚u,

wobei fs,n´s;1´α das α-Fraktil (bzw. p1 ´ αq-Quantil) der Fs,n´s-Verteilung ist.

2 Ein Konfidenzintervall für τpγq “ cTγ, wobei c P Rs, zum Irrtumsniveau α ist Hier müssen wir das
abgeschlossene
Intervall wählen,
weil die Aussage
sonst für c “ 0

falsch ist.

Cp¨q “
“

cTγ̂ ´ δ
?
V ˚, cTγ̂ ` δ

?
V ˚

‰

,

wobei δ “ tn´s;1´ α
2

a

cTpATAq´1c und tn´s;1´ α
2

das α
2 -Fraktil der tn´s-Verteilung ist.

3 Sind q´ :“ χ2
n´s;α2

und q` :“ χ2
n´s;1´ α

2
die α

2 bzw. 1 ´ α
2 -Quantile von χ2

n´s, so ist Man kann C durch
das entsprechende
abgeschlossene
Intervall ersetzen,
da die χ2-Verteilung
eine stetige Dichte
hat.

Cp¨q “

ˆ

pn´ sq
V ˚

q`

, pn´ sq
V ˚

q´

˙

ein Konfidenzintervall für v zum Niveau α.

Beweis. 1 Folgt aus Satz 6.3.1 3 , denn P
`

1
sV ˚ |Apγ ´ γ̂q|2 ă fs,n´s,1´α

˘

“ 1´α nach
Definition des Fraktils.

2 Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit c ‰ 0, denn für c “ 0 ist τ ” 0 und Cp¨q “

t0u offenbar richtig. Nach Satz 6.3.1 1 ist γ̂ N
`

γ, vpATAq´1
˘

-verteilt. Also ist Z :“

cTγ̂ normalverteilt mit EϑrZs “ cT Eϑrγ̂s “ cTγ “ τpγq und

Eϑ
“

pZ ´ EϑrZsqpZ ´ EϑrZsqT
‰

“ cT Eϑ
“

pγ̂ ´ γqpγ̂ ´ γqT
‰

c
6.3.1 1

“ cTvpATAq´1c.

Somit ist Z N
`

cTγ, vcTpATAq´1c
˘

-verteilt. Somit ist Z˚ :“ Z´EϑrZs?
VϑrZs

“
cTpγ̂´γq

?
v
?
cTpATAq´1c

standardnormalverteilt. Sind Z˚ und V ˚ unabhängig, dann sind es auch Z˚ und pn´

97



6 LINEARE MODELLE UND VARIANZANALYSE

sqV
˚

v , welche χ2
n´s-verteilt ist. Also ist Z˚

b

V ˚

v

tn´s-verteilt. Dann folgt

Pϑ
`

τpγq P Cp¨q
˘

“ Pϑ
`

cTγ̂ ´ δ
?
V ˚ ď cTγ ď cTγ̂ ` δ

?
V ˚

˘

“ Pϑ
`

|cTpγ̂ ´ γq| ď δ
?
V ˚

˘

“ Pϑ
ˆ

|Z ´ τpγq|
?
V ˚

ď δ

˙

“ Pϑ

˜

|Z˚|
a

vcTpATAq´1c
?
V ˚

ď δ

¸

“ Pϑ

¨

˝

|Z˚|
b

V ˚

v

ď
δ

a

cTpATAq´1c

˛

‚

“ Pϑ

¨

˝

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Z˚

b

V ˚

v

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď tn´s;1´ α
2

˛

‚“ 1 ´ α.

Es verbleibt, die Unabhängigkeit von Z˚ und V ˚ zu zeigen. Aus (˛) folgt n´s
v V ˚ “

řn
k“s`1 η

2
k. Es gilt

Aγ̂ “ πLX “ πLpAγ `
?
vξq “ Aγ `

?
vπLξ “ Aγ `

?
vΓMs ΓTξ

loomoon

“η

“ Aγ `
?
vΓpη1, . . . , ηs, 0, . . . , 0qT.

Es tauchen nur deterministische Größen auf, bis auf η1, . . . , ηs. In V ˚ tauchen nur
ηs`1, . . . , ηn auf, also sind V ˚ und Aγ̂ unabhängig. Da A bijektiv und bimessbar (mess-
bar und die Umkehrabbildung ist messbar) ist, sind auch γ̂ und V ˚ unabhängig. Somit
sind Z˚ und V ˚ unabhängig.

3 Einfach. l

Korollar 6.3.2 (Hypothesentests im linearen Gauß-Modell)
Sei α P p0, 1q.

1 t-Test für cTγ “ m0. Der (zweiseitige) t-Test der Hypothese H0 : cTγ “ m0 gegen
H1 : cTγ ‰ m0 mit Irrtumsniveau α hat den Ablehungsbereich

"

ˇ

ˇcTγ̂ ´m0

ˇ

ˇ ą tn´s,1´ α
2

b

cTpATAq´1c
?
V ˚

*

,

und das gilt analog für den einseitigen Test H0 : cTγ ď m0 gegen H1 : cTγ ě m0.

2 F -Test von H0 : Aγ P H. Sei H Ă L ein r-dimensionaler Unterraum. Ist FH,L wie
in Satz 6.3.1 definiert, so definiert der Ablehnungsbereich

␣

FH,L ą fs´r,n´s,1´α

(

einen Test zum Niveau α für die Hypothese H0 : Aγ P H gegen die Alternative
H1 : Aγ R H.

3 χ2-Test für die Varianz v. Für v0 ą 0 definiert der Ablehnungsbereich
␣

pn´ sqV ˚ ą v0χ
2
n´s;1´α

(

einen Test zum Niveau α für H0 : v ď v0 gegen H1 : v ą v0.

98



6 LINEARE MODELLE UND VARIANZANALYSE

Beweis. 1 und 2 sind klar durch Bemerkung 4.1.11.

3 Sei 0 ă v ď v0. Dann gilt

Pϑ
`

pn´ sqV ˚ ą v0χ
2
n´s;1´α

˘

“ Pϑ
ˆ

pn´ sq
V ˚

v
ą

v0
v

loomoon

ě1

χ2
n´s;1´α

˙

ď Pϑ
ˆ

pn´ sq
V ˚

v
looooomooooon

„χ2
n´s

ą χ2
n´s;1´α

˙

“ α.

l

Beispiel 6.3.3 (Motorleistung (Fortsetzung))
2 Wir testen H0 : γ1 ě 10 zum Niveau α “ 0.05. Für H0 : p 0

1 q ¨ γ ě 10 ist der

Ablehnungsbereich
!

10 ´ γ̂1 ą t6,0.95
b

1
n

1
V ptqV

˚

)

, wobei t6,0.95 « 1.943. Es ist V ptq «

2.56 sowie

V ˚ “
1

6

8
ÿ

k“1

pXk ´ γ0 ´ γ1tkq2 « 2.5

und somit
b

1
n

1
V ptqV

˚ « 0.35. Da 10 ´ γ̂1 ą 0.68, wird H0 abgelehnt.

3 Wir bestimmen einen Konfidenzbereich für γ1 zum Irrtumsniveau α “ 0.05. Der
Konfidenzbereich mit c “ p0, 1qT ist Cpxq “

`

γ̂2 ´ δ
?
V ˚, γ̂1 ` δ

?
V ˚

˘

, wobei δ “

t6,0.975
b

1
n

1
V ptq « 2.447 ¨ 0.02 ist. Also gilt

Cpxq “
`

9.19 ´ 2.447 ¨ 0.35, 9.19 ` 2.447 ¨ 0.35
˘

« p8.33, 10.05q. ˛

Beispiel 6.3.4 (Gauß-Produktmodell: Mittelwert schätzen)
Seien s “ 1, A :“ 1 P Rn und γ “ m P R, dann können wir X “ Aγ `

?
vξ schreiben,

wobei ξ N p0, idnq-verteilt sind, das heißt Xk “ m`
?
vξk für k P t1, . . . , nu sind unabhängig

N pm, vq-verteilt.

Es gilt γ̂ “ m̂ “ pATAq´1ATX. Wegen ATA “ n folgt m̂ “ 1
n

řn
k“1Xk. Insbesondere ergibt

sich aus Korollar 6.3.2 1 ein t-Test (mit c “ 1) für die Hypothese H0 : m “ m0 gegen die
Alternative H1 : m ‰ m0 ˛

Beispiel 6.3.5 (Einfache lineare Regression)
Seien s “ 2 sowie A “ p1, tq P Rnˆ2 für t P Rn, sodass 1 und t linear unabhängig sind.
Ferner sei V ptq :“ 1

n

řn
k“1 t

2
k ´Mptq2, wobei Mptq :“ 1

n

řn
k“1 tk. Dann gilt

ATA “ p1, tqTp1, tq “

˜

n nMptq

nMptq nMpt2q

¸

und daher (cf. [2, Satz 6.1])

pATAq´1 “
1

n2Mpt2q ´ n2Mptq2

˜

nMpt2q ´nMptq

´nMptq n

¸

“
1

n

1

V ptq

˜

Mpt2q ´Mptq

´Mptq 1

¸

also
´

0 1
¯

pATAq´1

˜

0

1

¸

“
1

n

1

V ptq
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und

γ̂ “ pATAq´1ATX “
1

n

1

V ptq

˜

Mpt2q ´Mptq

´Mptq 1

¸˜

řn
k“1Xk

řn
k“1 tkXk

¸

˛
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6.4 Varianzanalyse

19.07.2022Siehe [2, Kap. 12.4], nicht relevant für die Juli-Prüfung.
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A WIEDERHOLUNG: GEMEINSAME VERTEILUNG UND RANDVERTEILUNGEN

Appendix

A Wiederholung: Gemeinsame Verteilung und
Randverteilungen

25.05.2022Sind X und Y Zufallsvariablen, so ist die Verteilung von pX,Y q die gemeinsame Verteilung
und die Verteilung der einzelnen Variablen X und Y sind die Randverteilungen.

Aus der gemeinsamen Verteilung von pX,Y q kann man stets eindeutig die Randverteilungen
von X und Y bestimmen. Sind die Randverteilungen gegeben, ist die gemeinsame Verteilung
nicht eindeutig (bei Unabhängigkeit möglich).

Beispiel A.0.1 (Nichteindeutigkeit der gemeinsamen Verteilung)
Seien X und Y gleichverteilt auf r0, 1s. Es gibt viele Möglichkeiten, eine gemeinsame Vertei-
lung zu wählen:

• ist Xpωq “ Y pωq, so gilt PrX ď s, Y ď ts “ PrX ď minps, tqs “ mints, tu für
s, t P p0, 1q.

• ist Xpωq “ 1 ´ Y pωq, so ist PrX ď s, Y ď ts “ Pr1 ´ t ď X ď ss “ maxt0, s ` t ´ 1u

für s, t P p0, 1q.

• sind X und Y unabhängig, so ist PrX ď s, Y ď ts “ PrX ď ssPrY ď ts “ st für
s, t P p0, 1q. ˛

Definition A.0.2 (Randverteilung)
Seien X und Y reelle Zufallsvariablen, deren gemeinsame Verteilung bekannt ist. Die Rand-
verteilungen sind

PrX P As “ PrpX,Y q P Aˆ Rs und PrY P As “ PrpX,Y q P RˆAs.

In diskreten Fall (wenn X und Y N-wertig sind), gilt

PrX “ ks “
ÿ

jPN
PrX “ k, Y “ js und PrY “ js “

ÿ

kPN
PrX “ k, Y “ js.

Im absolut stetigen Fall mit gemeinsamer Dichte fpX,Y q gilt

fXpxq “

ż

R
fpX,Y qpx, yqdy und fY pyq “

ż

R
fpX,Y qpx, yqdx.

Sind X und Y unabhängig, so gilt

PrpX,Y q P AˆBs “ PrX P As ˆ PrY P Bs.

Wiederholung: Satz von Bayes und bedingte Verteilung

Für A,B Ă Ω mit PrAs ą 0 und PrBs ą 0 gilt

PrA | Bs “
PrAXBs

PrBs
“

PrB | AsPrAs

PrBs
.
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Ist
Ť

jPI Aj “ Ω eine Zerlegung, gilt auch

PrAk | Bs “
PrB | AksPrAks

ř

jPI PrB | AjsPrAjs
.

Für Zufallsvariablen X und Y ist

PrY P A | X P Bs “
PrY P A,X P Bs

PrX P Bs

sozusagen der Quotient aus der gemeinsamen Verteilung und der Randverteilung.

Nimmt die diskrete Zufallsvariable Y die Werte pyiqiPI an, so gilt (
ř

iPI PrY “ yis “ 1 und)

PrY “ yi | X P Bs “
PrX P B | Y “ yisPrY “ yis

ř

jPI PrX P B | Y “ yjsPrY “ yjs
.

Sind X und Y absolut stetig bezüglich des Lebesgue-Maßes, so ist die bedingte Dichte von
X gegeben Y

fX|Y px | yq :“
fpX,Y qpx, yq

fY pyq
,

also sozusagen der Quotient der gemeinsamen Dichte und der Randdichte. Analog zum Satz
von Bayes folgt

fX|Y px | yq “
fY |Xpy | xqfXpxq

ş

R fY |Xpy | zqfXpzqdz
.
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B Wiederholung: Bedingte Wahrscheinlichkeit und
Erwartungswert
Was ist ErX | Y s :“ ErX | σpY qs?

Wenn Y diskret ist, existieren ppiqiPI mit PpY “ yiq ą 0 für alle i P I und
ř

iPI PpY “ yiq “

1. Dann gilt ErX | Y spωq “ ErX | Y “ yis wenn Y pωq “ yi.

Beispiel B.0.1 (Münzwurf)
Wir werfen eine faire Münze unabhängig. Seien Y das Ergebnis des ersten Wurfes und X

die Anzahl der Versuch bis zum ersten Mal Kopf. Dann ist

ErX | Y spωq “

$

&

%

1, wenn Y pωq “ Kopf,

1 ` ErXs “ 3, wenn Y pωq “ Zahl.
˛

Definition B.0.2 (Bedingte Erwartung)
Seien pΩ,F ,Pq ein Wahrscheinlichkeitsraum, G Ă F eine σ-Algebra und X P L1pΩq. Die
Zufallsvariable X0 sodass gilt

• X0 ist G-messbar,

• ErX0 1As “ ErX 1As für alle A P G,

heißt bedingte Erwartung bedingte
Erwartung

von X gegeben G und wir schreiben X0 “ ErX | Gs.

Lemma B.0.3 (Eigenschaften der bedingten Erwartung)
1 Linearität: EraX ` bY | Gs “ aErX | Gs ` bErY | Gs,

2 Bekanntes rausziehen: ist X G-messbar, so gilt ErXY | Gs “ X ¨ ErY | Gs,

3 Unabhängigkeit: sind X und Y unabhängig, so gilt ErX | σpY qs “ ErXs,

4 Konstanten: ist X “ a P R, dann ist ErX | Gs “ a

5 Monotonie: ist X ď Y , dann ist ErX | Y s ď ErY | Gs.

6 Jensensche Ungleichung: ist f : R Ñ R konvex und fpXq P L1, dann gilt f
`

ErX |

Gs
˘

ď ErfpXq | Gs.

7 Turmeigenschaft: Seien H,G Ă F σ-Algebren mit H Ă G, dann gilt

E
“

ErX | Hs | G
‰

“ E
“

ErX | Gs | H
‰

“ ErX | Hs

und insbesondere E
“

ErX | Gs
‰

“ ErXs.

Beispiel B.0.4 (Zweimaliger Würfelwurf)
Wir werfen zwei mal einen fairen Würfel. Seien Xj für j P t1, 2u das Ergebnis des j-ten
Wurfs. Dann gilt

ErX1 `X2 | X1s
1
“ ErX1 | X1s ` ErX2 | X1s

2
“

3
X1 ` ErX2s “ X1 `

7

2
. (34)
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Der Erwartungswert der erwarteten Augensumme bei Kenntnis des ersten Wurfs ist somit

E
“

ErX1 `X2 | X1s
‰ (34)

“ E
„

X1 `
7

2

ȷ

“ 7 “ ErX1 `X2s.
˛

Letztlich ist PϑrA | Bs eine Zufallsvariable auf X und es gilt PϑrX P A | σpT qs “ Eϑr1ApXq |

σpT qs beziehungsweise
PϑrA | σpT qs “ Eϑr1A | σpT qs.
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C Übersicht: Modelle, Schätzer und deren Eigenschaften

X ρpx, ϑq τ Tnpxq E-treu UMVU M Reg. M exp. T reg. T “ ML Suff. Vollst. Konsist.
Bernoulli t0, 1u ϑnµ̂p1 ´ ϑq1´nµ̂ idr0,1s µ̂ ✓ ✓ ✗ ✓, Θ “ p0, 1q ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

Binomial t0, . . . , nu
`

n
x

˘

ϑxp1 ´ ϑqn´x idr0,1s
1
nx ✓ ✓ ✗ ✓, Θ “ p0, 1q ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

Hypergeo. t0, . . . , nu
pϑ
xqpN´ϑ

n´xq

pN
nq

1xďϑ idt0,...,Nu xNn ✓ ✗ ✗ / ✗

idt0,...,Nu

$

&

%

N, x “ n

x
X

N`1
n

\

, sonst
✗ ✗ / ✓

Poisson N0 e´ϑ ϑx

x! idp0,8q µ̂ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

e´3ϑ p´2qx ✓ ✓ /
Geometrisch Ną0 ϑp1 ´ ϑqx´1 idr0,1s

1
x ✗ ✗ / ✓

N0 ϑp1 ´ ϑqnµ̂ idr0,1s µ̂ ✓

Game show r0,8q U r0,ϑs idp0,8q xpnq ✗ ✗ ✗ ✗ / ✓ ✓
n`1
n xpnq ✓ ✓ ✓

2µ̂ ✓ ✗ ✗ / ✗ ✓

e p
śn
k“1 xkq

1
n ✓ ✓

Exponentiell p0,8q ϑe´ϑx 1
idp0,8q

µ̂ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ / ✓

id 1
µ̂ ✗ ✓

Verschob. Exp. R eϑ´x 1rϑ,8qpxq idR xp1q ✗ ✗ ✗ ✗ ✓ ✓

Gauß I R Nm,ϑ

a

idp0,8q

a

π
2

1
n

řn
k“1 |xk ´m| ✓ ✓ /

idp0,8q
1
n

řn
k“1pxk ´mq2 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

Gauß II R N ϑ idR ˆp0,8q

`

µ̂, 1
n

řn
k“1pxk ´ µ̂q2

˘

✗ ✓ ✓ (✓) ✓

n ą 1 idR ˆp0,8q

´

µ̂, 1
n´1

řn
k“1pxk ´ µ̂q2

¯

✓ ✓ ✓ (✓) ✗

Gauß III R N ϑ,σ2 idR µ̂ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

Gleichverteilung R U rϑ´ 1
2 ,ϑ` 1

2 s idR
1
2

`

xp1q ` xpnq

˘

✓ ∄ ✗ ✗ / ✓

idR µ̂ ✓ ∄ ✗ ✗ / ✓ ✓

Laplace R 1
2e
ϑ´x idR Medianpx1, . . . , xn“2mq ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

Pareto rk,8q z ÞÑ ϑkϑz´ϑ´1 idp0,8q

´

1
n

řn
j“1 lnpxjq ´ lnpkq

¯´1

✗ ✗ ✓ ✗ ✗? ✓

Tabelle 4: Überblick über die statistischen Standardmodelle M “
`

X,F , pPϑqϑPΘ

˘

mit Kenngröße τ und Schätzer
T für τ . Wir betrachten meist das n-fache Produktmodell von M für n ě 1. Für diskrete Modelle ist F “ PpXq

und für stetige F “ BpXq. Letztlich ist µ̂ :“ 1
n

řn
k“1 xk der empirische Mittelwert. Ist M exponentiell bezüglich T ,

so sind M und T regulär und T ist UMVU, suffizient und vollständig.
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