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Determinanten - Fortsetzung

3.1 Die Determinante eines Endomorphismus

Vorher erinnern wir an die definierenden Eigenschaften der Determinante

e Linear in jede Spalte, alternierend und normiert
e det(A) #0 < A ist invertierbar <= dim Ker A = 0.
e det(AB) = det(A) - det(B) (%) sowie det(A) = det(AT).
und die Methoden zu ihrer Berechnung (LEIBNIZ, GAUSS, LAPLACE).

Seien im Folgenden V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F € End(V) ein
Endomorphismus.

DEFINITION 3.1.1 (darstellende Matrix eines Endomorphismus)

Beziiglich einer Basis B = (by,...,b,) von V ist die darstellende Matrix
Mpg(F) = (a;;) € K™*™ die Matrix, fiir welche fiir alle j € {1,...,n} gilt

F(bj) = ). ak;bx.
k=1

DEFINITION 3.1.2 (Determinante eine Endomorphismus)

Sei B eine beliebige Basis von V. Die Determinante von F' ist definiert durch

| det(F) = det(Mg(F)). |

Lemma 3.1.3
Der Wert von det(Mp(F)) ist von der Wahl der Basis B unabhdingig.

Beweis. Sei B = (b}, .

tionsformel

.., b)) eine weitere Basis von V, dann gilt die Transforma-

My (F) =T - Ms(F) - (T§) ",

wobei T5, = (t;;) € GL(n, K) die Basistransformationsmatrix ist.
Aus dem Determinantenmultiplikationssatz (x) folgt det(A™!) = det(A)~! und
somit gilt

det(Mp: (F)) = det (Tg - Mg (F) - (T;,?,)‘l)
— det (T§) - det (Mg(F)) - det ((75) ")

— det (T8) - (det (TE)) ™" - det (Mg(F)) = det (Mg(F)).

=1

Bemerkung 3.1.4 Aus ((D10): det(A) = 0 <= rang(A4) < n) folgt

F surjektiv <= det(F) # 0

4 3 DETERMINANTEN - FORTSETZUNG



3.1 DIE DETERMINANTE EINES ENDOMORPHISMUS

Abbildung 2: Basiswechsel [Quelle:Wikipedia (engl.)]

Bemerkung 3.1.5 Seien V und W verschiedene gleichdimensionale Vektorrdume
mit den Basen A4 und B und F': V — W einer lineare Abbildung.

Dann hiingt det(Mg') von der Wahl der Basen ab und eine 'Determinante von F”
ist nicht wohldefiniert.

GEGENBEISPIELE FINDEN!

SATz 3.1.1: det(F o G) = det(F) - det(G)

Fiir zwei Endomorphismen F, G € End(V) gilt det(F oG) = det(F)-det(G).

Beweis. Selbst.
Meine Idee: Seien B = (vy,...,v,) eine beliebige Basis von V. Dann gilt
det(F o G) *L! det(Mg(F o G)) £ det (Mg(F) - Ms(G))
% det(Mp(F)) - det(Ms(G))
3.1.1 )
i det(F) - det(G)
Nun bleibt f zu zeigen.
Seien (a;;) = Mp(F), (bij) = Mp(GQ) und (¢;;) :== Mg(F o G). Wir wollen zeigen,
dass fiir alle 7,7,k € {1,...,n} gilt

ij = Z bkiaij bZW. (ij) = (bkz) . (aij).
i=1
Nach Definition 3.1.1 gilt fiir alle j € {1,...,n}
n
(FoG)(v)) = Z CejVp- (1)
(=1
und andererseits

(FO G)(’UJ) = F(G(UJ)) 3';1 F ( N bkj'l}k>
1

k=
n n n n
3.1.1
= Z bkjF(”Uk) = Z bkj Qe Uy = Z Z agkbkj Vy.
k=1 k=1 =1 £=1| k=1

Mit Koefﬁzientenvergleich‘ mit Gleichung (1) folgt die Aussage. O

n

3 DETERMINANTEN - FORTSETZUNG )



3.2 ORIENTIERUNG

3.2 Orientierung

In diesem Kapitel betrachten wir nun reelle Matrizen und lineare Abbildungen
zwischen endlichdimensionalen reellen Vektorraumen.
Der Betrag der Determinante hat folgende geometrische Interpretationen:
@ Fiir vy,...v, € R" ist det(v; ...v,) das n-dimensionale Volumen des Paral-
lelotops, welche von diesen Vektoren aufgespannt wird.
@ Fiir Ae K™ ist |det(A)| der Volumenverzerrungsfaktor der lineare Abbil-
dung Z : K™ —» K™, v — Awv. Es gilt

|det(Avy . .. Av,)| = |det(A - (v1 ... v2))| 2 [det(A)] - | det((vy ... v0))|-

Das Vorzeichen der Determinante hat auch eine geometrische Bedeutung, fiir

die der Begriff der Orientierung zentral ist.
Orientierung

20.04.18

Beispiel 3.2.1 Seien die folgenden Matrizen gegeben:

-1 -1 11
-0 -Gy
1 -1 11
Es gilt det(A) > 0 > det(A’). Das Bild unter A ist nach einer Drehung wieder als
F zu erkennen, das Bild unter A’ ist gespiegelt.

Abbildung 3: [Quelle: Fischer]|

Beispiel 3.2.2 Ein Endomorphismus G : R®> — R?® mit positiver bzw. negativer
Determinante bildet eine rechte Hand auf eine verzerrter rechte bzw. linke Hand
ab.

DEFINITION 3.2.3 (orientierungstreu und -umkehrend)

Sei F' ein Automorphismus iiber einem endlichdimensionalen reellen Vektor-

Automorphismus —

treu, falls det(F) > 0,

7 ettt @uieutien g {umkehrend, falls det(F) < 0.

6 3 DETERMINANTEN - FORTSETZUNG



3.2 ORIENTIERUNG

DEFINITION 3.2.4 (Orientierungsgleichheit von Basen)
Seien A = (vy,...,v,) und B = (wy, ..., w,) zwei Basen eines reellen Vektor-
raums V.
Dann existiert nach Satz 2.4.1 genau eine lineare Abbildung F' € End(V') mit
F(v;) = w; fur alle i € {1,...,n}.
Wir sagen A und B sind gleich orientiert und schreiben A ~ B, wenn det(F") >
0. Ist det(F') < 0, so sind A und B umgekehrt orientiert.

Korollar 3.2.5
Die Relation ~ der Orientierungsgleichheit ist eine Aquivalenzrelation auf der

Menge der Basen von V. Es gibt zwei gleichberechtigte Aquivalenzklassen.

Beweis. Selbst.

Meine Idee: Um den ersten Teil zu zeigen, miissen wir zeigen, dass ~ reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist.

Es gilt A ~ A fiir jede Basis A von V, und der eindeutig bestimmte Endomorphis-
mus ist die Identitét auf V, F' := idy mit det(F) = 1.

Die Symmetrie ist ebenfalls erfiillt, da die Inverse Abbildung zu F' eindeutig be-
stimmt ist: Gilt A ~ B, so ist F(v;) = w; fiir alle i, dann ist aber auch F~(w;) = v;
fiir alle ¢ und somit B ~ A, weil det(F) und det(F~!) = (det(F))~! das gleiche
Vorzeichen haben.

Die Transitivitit folgt aus Satz 3.1.1, sei dazu C = (uq,...,u,) eine Basis von V.
Wenn die beiden Endomorphismen F' und G mit F(v;) = w; und G(w;) = u; und
det(F),det(G) > 0 sind. Dann ist der gilt det(G o F') = det(G) o det(F) > 0 mit
(G o F)(v;) = u.

Die Orientierungsverschiedenheit ist wegen der mangelnden Transitivitdt keine
Aquivalenzrelation.

Fiir den zweiten Teil siehe Fischer. O

DEFINITION 3.2.6 (Aquivalenzklasse, Orientierung )
@ Die Aquivalenzklasse einer Basis B bezeichnen wir mit [B].
@ Eine Orientierung von V ist eine Aquivalenzklasse [B] gleich orientierter
By Orientierung
@ Ein orientierter Vektorraum ist ein Paar (V,[B]) bestehend aus einem
reellen Vektorraum V' und einer Orientierung [B] von V.
@ In einem orientierten Vektorraum (V,[B]) heift die Basen in [B] positiv

orientiert und die anderen negativ orientiert.

Bemerkung 3.2.7 Die Standardorientierung des R™ ist [(eq, ..., e,)].
Standardorientierung

Lemma 3.2.8

(v1,...,vy) ist eine Basis von R" <= (v1...v,) € GL(n,R)

Beweis. Selbst.
Meine Idee: ” == ”: Weil (v1, ..., v,,) eine Basis ist, sind die Basisvektoren vy, ..., v,
linear unabhéngig. Aus D10 folgt, dass wenn die Spalten (bzw. Zeilen) einer Matrix

A linear unabhéngig sind, die Matrix A invertierbar ist.

3 DETERMINANTEN - FORTSETZUNG 7



Untergruppe

Standardorientierung

3.2 ORIENTIERUNG

"= Ist (v1,...,v,) invertierbar, so folgt aus D10, dass die Spalten (bzw. Zeilen)
dieser Matrix linear unabhéngig sind. Da n linear unabhingige Vektoren immer
einen n-dimensionalen Raum erzeugen, sind die auch Erzeugendensystem und da-

mit Basis des R"”. O

Lemma 3.2.9
Es gilt GL(n,R) := {A e R™" : det(A) # 0} = G, u G_ mit

Gy ={AeR"" :det(A) > 0} und G- ={AeR"™":det(A) < 0},

wobei G4 ein Untergruppe von GL(n,R) ist, G_ jedoch nicht.

Beweis. Selbst.
Meine Idee: Wir miissen die drei Axiome einer Untergruppe tiberpriifen.

@ Offensichtlich gilt G # &, z.B. ist die n x n-Einheitsmatrix E,, € G.

@ Die innere Verkniipfung von GL(n,R) ist die Matrixmultiplikation. Seien
nun A, B € G4, so folgt nach dem Determinantenmultiplikationssatz, dass
det(A) > 0 und det(B) > 0 impliziert, dass det(AB) = det(A) - det(B) > 0
gilt.

Deswegen ist G_ keine Untergruppe, da fiir zwei Matrizen C, D € G_ gilt
det(C) < 0 und det(D) <0 = det(CD) = det(C) - det(D) > 0.

@ Da jede Matrix A € G invertierbar ist, existiert auch das Inverse A~! und

ist in G, weil det(A4) > 0 impliziert, dass det(A™1) = det(A)~! > 0 (vgl.

Determinantenmultiplikationssatz). O]

Lemma 3.2.10
Eine Basis (v1,...,v,) von R"™ ist genau dann positiv orientiert beziglich der

Standardorientierung, wenn det(vy ... vy) > 0 ist.

Beweis. Es gilt (v1,...,v,) = (A(e1),...,A(en)) mit A = (v ...v,) und deshalb
gilt nach Definition 3.2.4 (vq,...,v,) ~ (e1,...,€,) genau dann, wenn det(A4) > 0
ist. O

SATZ 3.2.1: STETIGE DEFORMIERBARKEIT I

Eine Basis B = (vy,...,v,) von R" ist genau dann positiv orientiert, wenn
sie sich stetig in die Standardbasis deformieren lésst, also wenn eine stetige
Funktion 1, ..., 2, : [0,1] > R"™ existiert, sodass

(21(0),...,2,(0)) = (v1,...,05), (1(1),...,2,(1)) = (e1,...,€n)

gilt und fiir alle ¢ € [0, 1] die Basis (z1(t),...,2x(t)) eine Basis von R" ist.

SATZ 3.2.2: STETIGE DEFORMIERBARKEIT 11

Fiir eine Matrix A € GL(n,R) sind folgende Aussagen dquivalent:

@ det(A) > 0.
@ Es existiert eine stetige Abbildung X : [0,1] — R"*", sodass X (0) =
A, X(1) = E und X(¢) € GL(n,R) fiir alle ¢ € [0, 1] gilt.

8 3 DETERMINANTEN - FORTSETZUNG



3.2 ORIENTIERUNG

Beweis. 7(i) = (ii)™ siehe Fischer, Seite 214-219.

"(ii) == (i) Die Determinante det : R™*™ — R ist eine stetige Abbildung und
deswegen ist auch f :=detoX : [0,1] —» R, ¢t +— det(X(t)) als Verkniipfung stetige
Abbildungen stetig.

Weil X invertierbar ist, ist det(X (¢)) s 0 fiir alle ¢ € (0,1). Mit dem Zwischenwert-
satz folgt, dass das Vorzeichen von det(A4) = det(X(0)) gleich dem Vorzeichen von
det(E) = det(X(1)) =1 > 0 ist. O

Bemerkung Die beiden Sétze 3.2.1 und 3.2.2 sind &quivalent.

3 DETERMINANTEN - FORTSETZUNG 9



27.04.18
(hoffentlich)
oder*II?

Euklidischer
Algorithmus

3.3 *I: MATRIXZERLEGUNG UND KETTENBRUCHE

3.3 *I:. Matrixzerlegung und Kettenbriiche

Zerlegung ganzzahliger 2x2-Matrizen mit HA 1

SATZ 3.3.1: ZERLEGUNG VON GANZZAHLIGEN QUADRATISCHEN
2X2-MATRIZEN

Jede Matrix T € Z**? mit det(T) = 1 lisst sich mit

A=(§1) und B=(—1%)

und n; € K firi € {1,..., k} folgendermafien darstellen
T = A" -B-A".B-...-B- A", (2)
Beweis. Per Nebenrechnung erhalten wir B2 = —E, und per Induktion A" =

(¢1) tur alle n € Z.

Wir zeigen die Behauptung iiber vollstdndige Induktion iiber c.
Sei daftir T' = (‘CI g). Falls ¢ < 0, betrachte —7T". Wir nehmen also ¢ > 0 an.
IA: (¢=0):T=(3}) = det(T)=ad—O;1 — a=d=+1.

Ab . B?
Also gilt T = (%! if’l) =440
IV: Falls 7 < cund T := (‘Z 3”) gilt, dann hat T eine Zerlegung wie in (1).

IS: Wir wollen ¢ verkleinern nach einer Multiplikation von einem Produkt von A
und B. Trick: Division mit Rest bei d durch ¢. Genauer

dg,reZ:d=c-q+r sodass 0<r<c (3)

Untersuchen wir 7- A~9- B = <a biaq) (5%¢) = (aqu a) ® (eaba).

c d—qc gc—d ¢ —r c

Und somit gilt B2-T-A9-B = (b_raq :’;), also kénnen wir die IV auf B2.T-A~%-B

anwenden.
Mit IV gilt fiir ny,...nx € Z

B2 T-A 9. B=A".B-A".B....-B-A™ und da B* = F,

+T =A™ .B-A".B-...-B-A" mit ny = ¢

Somit existiert eine Zerlegung fiir T. O

Beispiel 3.3.1 (Wie findet man die Zerlegung?) Sei T' = ($19).

Esgilt 17 = 5 - 3 4+ 2 und-5=2-(-3)+1und —2=1-(-2)+0.
d c q T

Also gilt T = —B-A~2.B-A~3.B-A3. Die Restterme sind die linken unteren Eintrige

wahrend der Zerlegung, die Quotienten sind die Potenzen. Ohne Vorzeichenwechsel

heifst diese Algorithmus Euklidischer Algorithmus.

10 3 DETERMINANTEN - FORTSETZUNG



3.3 *I: MATRIXZERLEGUNG UND KETTENBRUCHE

Endliche Kettenbriiche zur Darstellung reeller Zahlen

Sei x € R. Wir wollen z als einen "Aufrundungskettenbruch” darstellen, also in der

Form
1

T =ag— T (4)
ayp —

ag — ————
1
Un—1 = o~
Wir beginnen mit x = ag — 79 mit ag = [z] = r¢g =[] — 2 = ap — z. Dann gilt
T =ag—ro=ag— +.
0

Nun wenden wir rekursiv diese Zerlegung auf % an und erhalten a; = [%w, r =

— 1 S |
aq ™ — X = Qo a1—r1"

Dieser Algorithmus terminiert offensichtlich, wenn r, = 0, dann gilt ag.q1 =
i]a Tk4+1 = Qk+1 — i

DAS KANN JA NICHT SEIEN, WEIL MAN NICHT DURCH NULL

TEILEN KANN!

Die Approximanten von z sind (hierbei n € Z)

p
L [ao,al,...,an].
dn

Beispiel 3.3.2 —3 = [0,3] =0 — 1.

SATZ 3.3.2: APPROXIMANTEN

Definiere
Py:=1 4¢1:=0, po:=ag, qo:=1,
Pn+1 = Gn+1Pn — Pn+1, n+1 ‘= Gn4+19n — Gn+1-
Dann sind % die Approximanten fiir = [ag,a1,...,0n—1,0n,Ant1,...| mit
To= (i) Ton=Ta(0n0), To=OM(Z0020).

Beweis. Wir beweisen die Behauptung mit vollstdndiger Induktion iiber n € N.
TA: nach Konstruktion

. Pnia
IS: 2= = [alwu>an71>an>"'aa’n+1-| = [a/la--‘anflaanyan -

dn+1
L 7P0 P_l B —agp 1 . a
TO = <—(IO Q—l) = <_1 0) =A% .RB
- 1
Tn+1 = T'n, < a—n1+1 0) = A%+1. B,

an+1]'

b
Somit folgt T'= A% B....-B- A" -B-A% .Bfir T = (Z d),wennad<bcist.

Es gilt
a 1
2 an —
c 1

ay —
ag — i

k-1 =~ 4,

3 DETERMINANTEN - FORTSETZUNG 11
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3.3 *I: MATRIXZERLEGUNG UND KETTENBRUCHE

1
Qy, — Pp_1—P,_
Pn+1 o ( n lln+1) n—1 n—2 _ anan+lpn—1 - Pn—l - an+1pn—2

1 Apn A -1 — -1 —aQ —
n+1 (a” — m) Qn—1 — Qn—2 nln+1Gqn—1 — gn-1 n+1qn—2

An 41 (anpn—l - Pn—2) - Pn—l

An+41 (ananl - Qn72) — Qdn-1 '

Nun wenden wir den Induktionsschritt P, = a,P,,_1 — P,_2 bzw. ¢, = anq@n_1 —

P41 a ,+1Pn,—Pn—1
_o an und erhalten 2+t = == .
qn—2 dn+1 An+4+19n—qn—1 D

Beispiel 3.3.3 (Finden der Koeffizienten a;?)
Mit P,+1 = Ppan+1 — P —n — 1, das ist die Division mit Rest von davor.

3 10

Also gilt T = A'BA3BA?BA*. Die erste Methode liefert T = —BA 2BA 3 BA3.

Diese Zerlegung ist also nicht eindeutig.

12 3 DETERMINANTEN - FORTSETZUNG



Eigenwerte

4.1 Einfiihrung - Eigenwerte, Diagonalisierbarkeit

Seien im Folgenden V ein K-Vektorraum mit der Basis B = (v1,...,v,) und F €

End(V) ein Endomorphismus.

DEFINITION 4.1.1 (Eigenwert und -vektor)
Ein A € K heifit Eigenwert von F, wenn ein Vektor v € V\{0} existiert, fiir

den
Fv)=X-wv (Eigenwertgleichung)

gilt. Jedes solches v heifit Eigenvektor von F' zum Eigenwert .

Beispiel 4.1.2 Seien V = R? und F(v) = A-v mit A= | _.
sin(a)  cos(«)

In dem e;-e3-Koordinatensystem werden die Standardbasisvektoren e; und es durch

cos(a) — sin(a)>'

Anwendung von F' um Winkel o gedreht.

Abbildung 4: [Quelle: Forster|

Es gibt keine Eigenwerte, aufier wenn o = 0 oder o = 7 (bis auf Vielfache von 27).
Fiir a = 0ist A = E5. Dann ist 1 Eigenwert und alle v € R?*\{0} sind Eigenvektoren.
Fiir & = 7 ist A = —F». Dann ist —1 Eigenwert und alle v € R*\{0} sind Eigen-
vektoren.

Das dies die einzigen (reellen (!)) Eigenwerte sind, kann man sich daran verdeutli-
chen, dass F'(v) = A-v bedeutet, dass ein Vektor v auf ein Vielfaches A - v von sich
selbst abgebildet, also "gestreckt” wird. Das ist nur mdoglich, wenn eine Drehung
um 0 oder 180 Grad vorliegt.

Beispiel 4.1.3 Seien V = R? und F(v) = A’ - v mit A’ := (cos(a) sin(a) )

sin(a)  — cos(«)

4 EIGENWERTE 13
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04.05.18

diagonalisierbar

4.1 EINFUHRUNG - EIGENWERTE, DIAGONALISIERBARKEIT

Abbildung 5: [Quelle: Forster|

Die Vektoren v, = <Cf)s (g)> und vy = (C.OS (a;ﬂ)) sind Eigenvektoren zu den
sin (%) sin (m)

Eigenwerten A\; = 1 bzw. Ay = —1.

Dies kann man erkennen, wenn man eine Gerade mit dem Winkel $ einzeichnet.

Man sieht, dass F' eine Spiegelung an dieser Geraden ist.

Um zu verifizieren, dass die Eigenwerte- und Vektoren richtig bestimmt sind, muss fiir

beide Eigenwerte die Eigenwertgleichung gelten. Fiir « = k-7 mit k € Z (*1) und den

Additionstheoremen (x2) gilt

1 0
Die Eigenvektoren bilden eine Basis B = (v1,v2) von R? mit Mp(F) = ( ) .

Es ist kein Zufall, dass die Eigenwerte auf der Diagonale stehen!

Beispiel 4.1.4 Seien V = C®(R,R) und F(¢) = ¢’ die Ableitungsabbildung.

Jedes X € R ist eine Eigenwert mit Eigenvektor ¢, (z) = e*?.

DEFINITION 4.1.5 (diagonalisierbare Endomorphismen)
Ein Endomorphismus F € End(V) heift diagonalisierbar, wenn es eine Basis

von V' aus Eigenvektoren gibt.

Bemerkung 4.1.6 Wenn F diagonalisierbar ist, und B = (vi,...,v,) eine Ba-
sis aus Eigenvektoren bzw. eine Eigenbasis von V zu den Eigenwerten Aq1,..., A\,

ist, dann gilt fiir alle Basisvektoren v; die Eigenwertgleichung und somit ist die

14 4 EIGENWERTE
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darstellende Matrix gegeben durch

PV Y
Mp(F) = (F(v1)...F(vg)) = (Av1 ... A\poy) = . (5)
0
DEFINITION 4.1.7 (diagonalisierbare Matrizen)
Eine Matrix A € K™*" heifst diagonalisierbar, wenn der Endomorphismus
F: K" - K" z — Az diagonalisierbar ist. Das ist genau dann der Fall,
wenn eine Matrix S € GL(n, K) existiert, sodass gilt

A 0
stas=| - | (6)
0

Lemma 4.1.8
Seien A und S so wie in der Definition gegeben, dann bilden die Spalten

Sei,...,Se, von S eine Basis aus Figenvektoren.

Beweis. Aus der Gleichung (6) folgt durch Multiplikation von links mit der Matrix
S
>\1 O /\1 0
AS = S U.Ild A(Sej) = S ej = S’)\jej = )\j(S@j).
0 . 0

Lemma 4.1.9 (vgl. Definition 4.1.7)
Wenn (v1,...,v,) eine Basis aus Figenvektoren von A ist, dann gilt fir S =

(v1...v,) € GL(n, K) die Gleichung (6).

Beweis. Selbst.

a0
Meine Idee: Wir wollen AS = S zeigen. Es gilt
0
a0
AS =A(wr...vn) = (Mo1.. . Aun) = (v1...o) (A1 A,) =S .
0

SATZ 4.1.1: KRITERIUM ZUR DIAGONALISIERBARKEIT I

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum. Wenn F € End(V') n verschiedene

Eigenwerte A1, ..., A, hat, dann ist F' diagonalisierbar.

Beweis. Der Satz sofort aus dem folgenden Lemma: Wenn die Eigenvektoren linear
unabhéngig sind, und ein Erzeugendensystem bilden, bilden sie eine Basis von V'
und somit ist F' diagonalisierbar.

Da es zu jedem Eigenwert A; mindestens einen Eigenvektor v; # 0 gibt, es also
mindestens n = dim (V') Eigenvektoren gibt, bilden sie auch ein Erzeugendensystem

und sind laut dem Lemma linear unabhingig. O
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Lemma 4.1.10 (Eigenwerte sind linear unabhingig)
Sei F € End(V) ein Endomorphismus und seien v1, ..., vy, Eigenvektoren von
F zu paarweise verschiedenen FEigenwerten \i, ..., A\m. Dann sind die Figen-

vektoren linear unabhdngig und insbesondere ist m < dim(V).

Beweis. Wir beweisen das Lemma mit vollstdndiger Induktion iiber m € N.

Induktionsanfang: (m = 1) Dann ist die Behauptung klar, weil ein Eigenvektor

nicht der Nullvektor ist und somit linear unabhéngig ist.
Induktionsschritt: m — 1 — m Sei m > 2 und die Aussage fiir m — 1 bereits bewie-

sen. Angenommen, es gilt >, | ayvy = 0 mit a; € K fiir alle j € {1,...,m}. Dann
folgt

0=A (i akvk> = i ap v und 0= )\ i V.
k=1

k=1 k=1
Durch Subtraktion erhélt man

0= ag()\g — )\1)’[}2 + ...+ am()\m — Al)vm.

Weil nach Induktionsvoraussetzung die Vektoren vy, . . . , v, linear unabhéngig sind,
und die Differenzen der Eigenwerte ungleich Null sind, weil die Eigenwerte paar-

weise verschieden sind, gilt as = ... = a,, = 0. Aus v; # 0 folgt auch a; =0. [
DEFINITION 4.1.11 (Eigenraum eines Endomorphismus)
Fiir F € End(V) und X € K ist der Eigenraum von F beziiglich A definiert als

Eig(F,\) ={veV : F(v) = A} = Ker(F — X-idy).

Beweis. F(v) =X < F(v)—Av=0 < (F—X-idy)ov =0. 0

Korollar 4.1.12
Eig(F,\) < V ist ein Unterraum.

Beweis. Da immer {0} c Eig(F, \) gilt, ist der Eigenraum nie leer. Aufgrund der
Linearitéit von F gilt fiir v, w € Eig(F, A)

Fv+w)F) + Fw) =M+ Aw = A(v + w)

und somit v + w € Eig(F, \).
Eigenvektoren sind Vektoren, die unter F' auf ein skalares Vielfaches von sich selbst

abgebildet werden, und somit gilt dies auf fiir skalare Vielfache von ihnen. O

Korollar 4.1.13
Eig(F,\) # {0} <= ) ist ein Figenwert von F. Also ist Eig(F, \)\{0} ist die

Menge der Eigenvektoren von F zu Eigenwert .

Korollar 4.1.14 (Eigenrdume sind disjunkt)
Nach Lemma 4.1.10 folgt aus Ay # Ay Eig(F, A1) n Eig(F, A2) = {0}.
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SATZ 4.1.2: KRITERIUM ZUR DIAGONALISIERBARKEIT II

Sei F' € End(V) und V ein endlicher n-dimensionaler Vektorraum.

Dann gilt
F diagonalisierbar <= Z dim Eig(F, \;) = n,
i=1
wobei A1, ..., A\, die Eigenwerte von F' sind.

In diesem Fall bilden die Basen der Eigenrdume zusammen eine Eigenbasis

von V.

Beweis. Selbst.
Meine Idee:

7 = 7 Sei F diagonalisierbar. Dann existiert eine Basis B = (vq,...,v,) aus
Eigenvektoren, von denen nach Korollar 4.1.14 jeder genau in einem Eigenraum
Eig(F, A;) fir j e {1,...,n} liegt.

Die Summe der Eigenrdume ist stets direkt, da Eigenvektoren zu paarweise ver-
schiedenen Eigenwerten nach Lemma 4.1.10 linear unabhéngig sind. Somit kann in
einer Summe Y., v; mit v; € Big(F, ;) nur dann verschwinden, wenn alle v; = 0

sind. Also gilt V = @], Eig(F, \;) und damit

n = dim(V) = dim (@ Eig(F, /\i)> = > dim Eig(F, \;).
i=1 i=1
7«=": Sei die Summe der Dimensionen der Eigenrdume mindestens n.
Dann folgt aus der obigen Gleichung V = @], Eig(F, \;). Da die Eigenrdume von
Vektoren von F aufgespannt werden, gilt dies auch fiir V', also besitzt V ein Basis
aus Eigenvektoren und ist daher nach Definition 4.1.5 diagonalisierbar. OJ
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charakteristische
Funktion

4.2 DAS CHARAKTERISTISCHE POLYNOM

4.2 Das charakteristische Polynom
Seien F' € End(V) und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum sowie A € K.

Lemma 4.2.1
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
@ A ist ein Eigenwert von F.
@) Ker(F —X-idy) #0
@) det(F — X-idy) = 0.

Beweis. (aus dem Fischer) (i) < (iii): Fiir ein festes A € K ist die Existenz
eines v € V\{0} mit F'(v) = \v gleichbedeutend mit

(F —Aidy)(v) =0 (Linearitét)
<= Ker(F — \idy) # {0} < Im(F — Xidy) #V (Dimensionsformel)
< rang(F — Aidy) <dimV <= det(F — Aidy) =0  (Bemerkung 3.1.4)

Die Eigenwerte von F' € End(V) sind die Nullstellen der charakteristische Funktion
K — K, t — det(F —t-idy). Wenn A € K™*™ eine Matrixdarstellung von F be-
ziiglich einer Basis ist, dann ist fiir jedes t € K auch A—t¢-E eine Matrixdarstellung
von F'—t-idy.

Mit Hilfe der LEIBNIZ-Formel erhéalt man ein Polynom

n

Py(t) = det(A—tE) = Z sign(o 1_[ Ao(k) =t Oko(k)) (agr —t) + g(2),
g€S, k=1 k=1

wobei ¢(t) eine Summe von Produkten von Eintrigen von A — ¢FE ist, in denen

hochstens n — 2 Diagonaleintrége vorkommen.

Es stellt die charakteristische Funktion dar: Wenn man in den Ausdruck fiir det(A—

tE), welchen die LEIBNIZ-Formel liefert, ¢ als Unbestimmte auffasst, dann erhélt

man ein Polynom vom Grad n, Pa(t) = Y, ¢t mit ¢,, € K\{0}. Somit gilt det(F —

i=1
t-idy) = Pu(t) fir alle t € K.

Einige Koeflizienten kann man leicht aufschreiben:
= (1" = (D"""Tr(A),  co=det(A).

Beispiel 4.2.2 (Beispiel 4.1.2 nochmal, mit mehr Theorie)
Sei A = (C%(a) _sm(a)) die schon bekannte Drehung um Winkel « in der Ebene.

sin(a) cos(a)

Dann gilt
cos(a) —t —sin(« .
Py(t) = Si(n()a) cos(a )( )t‘ (cos(a) — t)? +sin*(a) = t? — 2cos(a) -t + 1
Also gilt

Pa(t) =0 €% t = cos(a) + y/cos?(a) — 1 = cos(a) + isin(a) = e,

Deswegen hat Pa(t) keine reellen Nullstellen, aufer fiir @« = 0 oder o« = 7 bis
auf Vielfache von 27, denn dann ist ésin(a) = 0, jedoch hat P4 (t) stets komplexe
Nullstellen.

Die dazugehérigen Eigenvektoren sind v1 = (1, —4)7 und vy = (1,4)7, welches man

leicht nachrechnen kann.
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Beispiel 4.2.3 (Beispiel 4.1.3 nochmal, mit mehr Theorie)
Sei A’ == (COS(O‘) sin(«) ) Dann ist

sin(a) — cos(a)

cos(a) — ¢ sin(a)

Pa(t) = sin(a)  —cos(a) —t

‘ = —cos?(a) + t* —sin*(a) = t* — 1.

Somit sind die Eigenwerte 1 und —1.

Ist K unendlich, so ist ein Polynom durch eine Polynomfunktion' Deshalb ist in
diesem Fall das charakteristisches Polynom P4 unabhingig von der Wahl der dar-
stellenden Matrix A, deshalb kann man durch Pr = P4 das charakteristisches
Polynom von F' definieren.

Wenn K endlich ist, ist ein Polynom nicht eindeutig durch die Polynomfunktion
bestimmt. Man muss das charakteristische Polynom einer Matrix A € K™*" etwas
anders definieren.

Trotzdem liefern verschiedene darstellende Matrizen A, A von F beziiglich verschie-
dener Basen das gleiche charakteristische Polynom, es gilt P4 = P;. Das bedarf
eines anderen Beweises (vgl. Lemma 4.2.5).

Jedenfalls kann man auch in diesem Fall das charakteristische Polynom von F' durch
Pp(t) = Ps(t) = det(A—t-E) definieren, wobei A = M 4(F) fiir eine beliebige Basis
A ist. Betrachte A —tF nicht als matrixwertige Funktion K — K"*" t - A—tE,
sondern als Matrix, dessen Eintrige Elemente des rationalen Funktionenkorpers
K(t) sind, welche alle Polynome sind. Dann ist die Determinante eine Funktion
mit

det : (K ()" — K(t), Pa(t) == det(A — tE),

also eine rationale Funktion und nach der LEIBNIZ-Formel, und weil die Eintréage
von A — tE Polynome sind, sogar ein Polynom.

Zwischenspiel liber Briiche

Q= {(p,q) € Z* : ¢ # 0}\~, wobei (p,q) ~ (v',¢') = pq = p'q gilt. Die Aquivalenz-
klasse von (p,q) € Q bezeichnet man als £. Analog ist K(z) :== {(p,q) € K[z] x K[] :
q# O\~

DEFINITION 4.2.4 (dhnliche / kongruente Matrizen)
Gilt A = SAS™! fiir eine Basistransformationsmatrix S € GL(n, K), so heifen

A und A dhnliche Matrizen.

Lemma 4.2.5
Ahnliche Matrizen habe die gleichen Eigenwerte.

IPolynomfunktionen sind nun Funktionen, deren Auswertung an allen Stellen Werte liefert, die
von der Auswertung eines (festen) Polynoms stammen. Diese Unterscheidung ist dadurch nétig,
dass die Zuordnung Polynom- Polynomfunktion im Fall von endlichen Korpern nicht eindeutig
(genauer: nicht injektiv) ist, und dies schon im Fall von Polynomen in einer Variable. Als Beispiel
wihlen wir die Polynome z2 + 2 und 2% + 2 iiber dem endlichen Kérper F5. Beide liefern die
jeweils gleichen Funktionswerte fiir alle € F5 und definieren somit dieselbe Polynomfunktion f,
weil z* = 1 fiir alle von 0 verschiedenen x € F5 eindeutig bestimmt. Quelle: http://www.oeng.
ac.at/Mathe-Brief/mbrief86.pdf.

4 EIGENWERTE 19

27.04.18
charakteristisches

Polynom


http://www.oemg.ac.at/Mathe-Brief/mbrief86.pdf
http://www.oemg.ac.at/Mathe-Brief/mbrief86.pdf

4.2 DAS CHARAKTERISTISCHE POLYNOM

Beweis. Sei A = SAS™! fiir eine invertierbare Matrix S € GL(n, K). Dann sind
die charakterisitischen Polynome von A und A gleich, denn es gilt

Pj; =det(A —tE) = det(SAS™ —tSES™') = det (S(A — tE)S™)

®) det(S) - det(A — tE) - det(S) " = det(A — tE) = Pa(t).

(%) ist der Determinantenmultiplikationssatz fiir Matrizen in K (£)™*™. O

Korollar 4.2.6
Fiir Vektorrdume tiber beliebigen Kérpern ist das charakteristische Polynom ei-
nes Endomorphismus F durch Pp(t) = Pa(t) wohldefiniert, wobei A eine belie-
bige darstellende Matriz ist.
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4.3 Diagonalisierung

SATZ 4.3.1: ' DIAGONALISIERBAR =— Pr ZERFALLT

Sei F € End(V) ein Endomorphismus und dim(V) :=n < co.
Ist F' diagonalisierbar, dann zerfillt das charakteristische Polynom in Line-

arfaktoren: .

Pr( (= )
k=1

Beweis. Die Matrix von F' beziiglich einer Basis aus Eigenvektoren ist eine Dia-

gonalmatrix der Gestalt (6). Dann gilt

n
) L (8= ).
k=1

Bemerkung 4.3.1 Wenn Pr nicht in Linearfaktoren zerfillt, kann man zu einem
Erweiterungskorper oder Zerfallungskorper KoK iibergehen, in dem Pr in Line-
arfaktoren zerfallt.

Beispielsweise ist C ein algebraische abgeschlossener Erweiterungskérper, welcher
R enthilt. 2

Angenommen, das charakteristische Polynom zerféllt in Linearfaktoren, aber es hat

mehrfache Nullstellen. Unter welchen Bedingungen ist F' diagonalisierbar??

DEFINITION 4.3.2 (algebraische und geometrische Vielfachheit)
Die Vielfachheit p(Pg, A) eines Eigenwerts A als Nullstelle von Pr heifit die
algebraische Vielfachheit des Eigenwerts .
Die Dimension des Eigenraums dim Eig(F, \) heifit die geometrische Vielfach-
heit des Eigenwerts A.

Beispiel 4.3.3 Sei A = (2}). Dann ist P4(t) = |*;*,L, | = (¢ — 2)2. Der cinzige
Eigenwert ist 2. Die algebraische Vielfachheit ist 2. Aufierdem gilt

1 1
dim Eig(A4, 2) = dimKer(A — 2F) = dim Ker <8 O) = dim span (O> = 1.

Lemma 4.3.4
Fir jeden Eigenwert A von F gilt 1 < dimEig(F, \) < p(Pr, A).

Beweis. Sei s := dim Eig(F, \). Weil X ein Eigenwert ist, existiert ein Eigenvektor
und somit ist s > 1.
Zum Beweis der zweiten Ungleichung ergénzen wir eine Basis von Eig(F, A), (v1, ..., vs),

zu einer Basis A = (v,..., Vs, Vsi1,...,Up) von V.

2Ein stirkeres Resultat der Algebra ist wahr: Zu jedem Korper existiert einen Erweiterungskor-
per, der algebraisch abgeschlossen ist, in welchem also jedes Polynom in Linearfaktoren zerfillt.

3[Fischer:] Wir fassen gleiche Linearfaktoren zusammen und schreiben also Prp = [[j, (¢t —
Ak)"%, wobei die Eigenwerte A1,...,\; paarweise verschieden sind. Dann gilt 1 < rp =
w(Pr,Ag) < n fiir alle k € {1,...,m} und ;" , rp = n. UND WEITER??
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Dann gilt

win-(445) - ()

Fir j e {1,...,s} ist v; € Eig(F,\), also gilt F(v;) = Av;. Dann gilt nach den

Rechenregeln fiir die Determinante
Pp(t) = Pa(t) = det(A — tE) = det(L — tE) - det(A’ — tE) = (A —t)® - Pas(2),

und damit dimEig(F,\) = s < u(Pr,A), weil Pr(t) die Nullstelle mindestens s
mal hat (wegen des Terms (A —t)%). O

SATZ 4.3.2: AQUIVALENTE BEDINGUNGEN FUR DIAGONALISIER-

BARKEIT

Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und F € End(V'). Dann sind
die folgenden Bedingungen &quivalent:
(i) F ist diagonalisierbar.

(ii) @ Das charakterliche Polynom Pp zerféllt in Linearfaktoren und
@ dim Eig(F, X\) = u(Pr, A) fir alle Eigenwerte A von F.
(iii) Sind Aq,..., )\, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F, so ist

k
V = @ Big(F,\)-
j=1

\. J

Beweis. (i) = (ii): Sei F' diagonalisierbar. In Satz 4.3.1 haben wir (a) schon
gezeigt.
Seien A1, ..., A\, die verschiedenen Eigenwerten von F'. Nun ordnen wir die Basis

aus Eigenvektoren nach den Eigenwerten:

1 k
(fug ),...,vg),vg ) cee §§>,...,v§ ),...,vg’}:)), (7)
sodass fiir alle j € {1,...,k} die Familie (v\,...,v%)) linear unabhéngig im Ei-

genraum Eig(F, \;) ist.
Also gilt nach Lemma 4.3.4 s; < dimEig(F, A;) < u(Pp, A;) fiir alle j € {1,...,k}.
Mit Satz 4.1.2 gilt

k k k
n = 2 Z dim Eig(F, A\x) < 2 (Pr, A
j=1 j=1 =1

folgt daraus dim Eig(F, A;) = pu(Pp, A;) fir alle j € {1,..., k}.
(ii) = (iii): Sei W := 2?21 Eig(F, A;). Weil nach Lemma 4.1.10 (vgl. auch
Korollar 4.1.14) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig

k
sind, gilt W = @ Eig(F, ;).
j=1

k
Aufserdem gilt dim W = 2 dim Eig(F, A;) Z (Pr, A (“)(a)
j=1
(iii) = (i): Wenn (vgj), e ,vg)) eine Basis von Elg(F7 Aj) fir alle j e {1,...,k}
k
ist und V = @ Eig(F, A;) gilt, dann ist (7) eine Basis von V aus Eigenvektoren

j=1
von F'. O
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Beispiel 4.3.5 Gegeben sei der Endomorphismus

3 3 z—y 0 —-11 T
F:R° >R’ (z,y,2) — | 32—3z—2y =<73723 (y .
3z—2x—2y -2 -23 z
—_——

Dann gilt
det(A—tE) =t(2+t)3—t)+6+6+2(—2—1t) — 6t —3(3—1)

=3+ttt —1=—(t—1)>t+1),
also sind A\; = 1 und Ay = —1 die Eigenwerte von F' .
Es gilt
Eig(F,1) = Ker(iila :%)%) = {(5) eER: —z—y+2= 0} = span(((l)), ((1))),
—2-55% z 1 1
Eig(F, 1) = {(5) R

Es gilt u(Pr, A1) = 2 = dimEig(F, A1) und p(Pr, A2) = 1 = dim Eig(F, A2), also
ist B= (( (1)), (?), (é)) eine Basis von R? bestehend aus Eigenvektoren von F.
ona

Somit ist die diagonalisierende Matrix S und ihr Inverse gegeben durch

1 0 1 L/ 11 10 0
S=10 1 3], S t=-(-3 -1 3| esgilt |0 1 0 |=5"145
11 2 2\1 1 =1 00 -1

Anwendungsbeispiel (Differentialgleichung der geddmpften Schwingung)
nicht wichtig, vgl. Seite 4.3.5 auf Seite 238f.

€ 3:x—y+z=0/\2y=3z}=span((é)>
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Jordan-Basis

4.4 DIE JORDANISCHE NORMALFORM

4.4 Die Jordanische Normalform

Das Beste, was man mit einem nicht diagonalisierbaren Endomor-

phismus machen kann/!

Wir formulieren den Satz (und Beweis) erst fiir den Fall, das der Kérper algebraisch

vollstandig ist.

DEFINITION 4.4.1 (algebraisch vollstéindig/abgeschlossen)
Ein Korper K ist algebraisch vollstéandig, wenn jede Polynom in K[¢] in Line-
arfaktoren zerféllt. Alternativ ist K algebraisch vollstdndig, wenn jedes nicht

konstante Polynom mit Koeffizienten in K mindestens eine Nullstelle hat.

Beispiel 4.4.2 R ist nicht algebraisch vollstéandig, aber C schon (s. Fundamental-
satz der Algebra).

Beispiel 4.4.3 Ein endlicher Kérper K = {0,1,21,...,2,} ist nicht algebraisch
vollsténdig z.B. hat das Polynom ¢(t —1)(t — 1) ...  (t —x,) + 1 keine Nullstellen.

SATZ 4.4.1: DER SATZ DER JORDAN-FORM, CAMILLE JORDAN

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem algebraisch vollstéan-
digen Korper K und sei F' € End(V') ein Endomorphismus.

Dann existiert eine Basis B von V' beziiglich welcher der Endomorphismus
F von einer Matrix der folgenden Form, der sogenannten Jordanischen Nor-

malform (kurz: Jordan-Form) dargestellt wird

0
']nz )\2
Mg(F) = . e K™, (JNF)

0 Jng )\2

wobei A1, ..., As die nicht notwendigerweise t paarweise verschiedenen Ei-

genwerte von F' sind. Fiir die sogenannten Jordan-Blocke J,, (A;) gilt

A1 0
A

0

Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge dieser Blécke eindeutig.

DEFINITION 4.4.4 (Jordan-Basis)
Eine Basis B, fiir die Mg(F') Jordan-Form hat, heifft Jordan-Basis.

A1
Beispiel 4.4.5 Eine diagonale Matrix ist in Jordan-Form, wobei alle

A
Jordanblocke fiir alle j € {1,...,¢} die Groke n; 2 haben.
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Bemerkung 4.4.6 Aus der Gleichung (JNF) folgt

Pe(t) = [ [ =™ wnd 3 ny = u(Pr, ).

=1 j:)\j=

In Worten:

Die Summe der Groflen der Jordanblocke zu einem Eigenwert

ist die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts.

Verallgemeinerte Eigenvektoren bzw. Hauptvektoren

Sei Mg(F) = (JNF) und B = (v1,1,---sV1,ny5---,Ve1,---,Ven,) eine Basis von V.
Zum j-ten Jordanblock J,,;();) mit j € {1,...,¢} gehoren also die Basisvektoren
Vj1,- -+ Vjn, - Dann gilt F(v;1) = Ajvj 1, das heifit, zu jedem Jordanblock gehort
genau ein Eigenvektor v;; zum Eigenwert A;.

Wir werden sehen, dass es auch nicht mehr linear unabhéngige Eigenvektoren zu
einem Eigenwert gibt, also ist die Anzahl der Jordanblocke zu einem Eigenwert A

genau die geometrische Vielfachheit von A:

\#{j €{l,....0} | \; = \} = dimEig(F, A).\

Die anderen Basisvektoren v a,...,v;,,, welche zu einem Jordan-Block gehoren,
sind Hauptvektoren, und zwar ist v;; ein Hauptvektor der Stufe & zum Eigenwert
Aj.

DEFINITION 4.4.7 (Hauptvektor der Stufe k zum Eigenwert \;, V1.)

@ Ein Vektor v € V heifst Hauptvektor von F' € End(V') zum Eigenwert A
von F'; wenn v ein Hauptvektor der Stufe k € No g von F' zum Eigenwert
A ist.

@ Die Hauptvektoren der Stufe 1 sind die Eigenvektoren. Fiir k € N> heifst
v in Hauptvektor der Stufe k¥ von F zum Eigenwert A\, wenn F(v) =
Av + v, wobei v ein Hauptvektor der Stufe £k — 1 von F' zum Eigenwert
A ist.

Sei v ein Hauptvektor der Stufe 2 und es gilt F'(v) = Av+0, wobei ¢ ein Eigenvektor
zum Eigenwert )\ ist.

Daraus folgt (F' — Aidy)(v) = F(v) — Av = 0. Weil © Eigenvektor ist, gilt (F'— X -
idy)?(v) = 0. Also ist v genau dann ein Hauptvektor der Stufe 2, wenn (F — X -
idy)2(v) =0 # (F — X-idy)! (v) gilt.

Mittels Induktion iiber die Stufe k sieht man, dass die erste Version der Definition

aquivalent ist zu folgender

DEFINITION 4.4.8 (Hauptvektor der Stufe k zum Eigenwert \;, V2.)
@ wie bei Version 1.
@ Fiir k € N* heifit v ein Hauptvektor der Stufe k von F zum Eigenwert A
wenn gilt:
(F —idy)*(v) = 0 # (F — Xidy)* 1 (v).
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Bemerkung 4.4.9 Fir &k = 1 gilt F(v) = Av aber idy # 0, was genau die
Eigenwert-Bedingung ist.

Zusammenfassung Ist ein Endomorphismus nicht diagonalisierbar, gibt es keine

Basis aus Eigenvektoren, jedoch eine Basis aus Hauptvektoren.
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4.5 *II: Typische Klausuraufgaben zur JNF

@ seia=(811): 07.05.18
hoffentlich
@ Ist A diagonalisierbar? (hoffentlich)

A —t- FE ist eine obere Dreiecksmatrix, somit ist det(A — ¢t - E) das
Produkt der Diagonaleintriige. Somit gilt Pa(t) = (1 —¢)%(2 — t), also
hat A die beiden Eigenwerte A\; = 1 und Ay = 2 mit pu(Pa, A1) = 2 und
/L(PA, )\2) =1.

(IT (1) fiir A;.) Wir berechnen Ker(A —¢ - E).

011\ Gauss /010
A—1~E=(001) w‘ibé(om)
001 000

Also ist Ker(A —t - E) von dem LGS z9 = 0 = x3 gegeben, somit gilt
Ker(A —t- E) =span(ey) = span(é).

Somit ist die geometrische Vielfachheit von Ay dim Eig(F, A1) = 1.
Fiir Ay = 1 gilt also u(Pa, A2) =2 > 1 = dimEig(F, A1) (x), somit ist A
nicht diagonalisierbar.

@ Wenn nicht, was ist die JNF von A?

Weil (x) gilt, miissen wir die Kernkette bilden. Dazu errechnen wir zu-
néchst

- 57 - (37) = (441).
Die Basis von Ker(A — E)? ist die Losung des LGS 3 = 0, somit gilt

Ker(A — F)? = span(ey, e3) = span ((é), (g)) .

Weiter gilt Ker(A—E)3 = (§ § ?) Gayss <§ § é), somit gilt dim Ker(A4 —
E)? = dimKer(A — E)3, also ist die hochste Stufe d fiir A; 2.

(II (2):) Bestimmung der Aufteilung der Jordanblécke in Stufen fiir A; =
1,d = 2.

sq = dimKer(A — E)? —dimKer(A-E)!=2-1=1

s2+ 51 =dimKer(A—F)=1 = s; =0.

Somit besitzt A1 einen Jordanblock der Stufe 2 und keinen Jordanblock
der Stufe 1. Somit gilt JNF(Ay,) =: J2(1) = (§ 1).

(IT (3)) Fiir Ay die Basis bauen. Wir fangen mit s; Hauptvektoren der
Stufe d an. vgz) = e € Ker(A — E)? aber e; ¢ Ker(A— E)!, also wenden

wir (A — F) an. Es gilt Ugl) = (A—E)~v§2) = (§éi) . (g) = (é).

Weil vgl) schon eine Basis fiir Ker(A— F) ist, miissen wir nicht ergénzen.

Somit gilt By, = (v%l),vgg)) = (e1,€3).

(IL (1) fiir Ay = 2:) Ker(A—2E) = (B1 4 }) Gayes (Bl 4 ?). Also 1st
0 00 0 00
Ker(A —2F) das LGS I : —xq + 225 =0, ] : —x9 + x5 = 0. Somit gilt

21 = 2x9 = 2x3 und dann Ker(A — 2F) = span(i).
dim Ker(A — 2F) = 1, somit ist die geometrische Vielfachheit von Ay 1,
also ist der Ao-Teil diagonal, und die Eigenbasis ist By, = (?)

@ Wie sieht die J-Basis von A aus?

Insgesamt gilt also B = (By,, Bx,) = (

QO
oo

2 11
%) und JNF(A) = (86

0
0].
2
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@ Sei A = (8 :‘%). Berechnen Sie A100,

Nach dem Satz der JNF existiert eine Matrix B € C?*? mit B~'AB =
JNF(A). Dann gilt B! JNF(A)B = A und somit A% = B(JNF(A))1°9B~1,
Es gilt Pa(t) = (t + 1)?, also hat A den Eigenwert A = —1 mit der algebrai-
schen Vielfachheit 2.
Ferner gilt

dimKer(A + E) = dimspan(3) =1 < 2,

also ist A nicht diagonalisierbar. Es gilt (A + E)? =0 = Ker(A + E)?
span(ey, ez), also hat A einen Jordanblock der Stufe 2, also gilt

INF(A) = (' 4).

Ferner gilt s =1 =351 + 55 = 51 =0.
ng) = e1 € Ker(A+ E)? aber e; ¢ Ker(A+ E), also gilt U%l) = (A+E)-v§2) =

($). Also ist
6 1 (0 3
3

Zusammenfassend gilt JNF(A)1%0 = (1 =190) und somit

oo _ (6 1) (1 =100\ (0 —599 400
=9 o)Jlo 1 1 —2) = {-900 601)-
K

@ Bestimmen Sie, ohne die Basen der

el

erne zu berechnen, die JNF von

Selbst.

Meine Idee: Das charakteristische Polynom ist Pa(t) = —t°. Weil Fa(z) =
Ax ein nilpotenter Endomorphismus mit Nilpotenzindex d = 3 ist, ist das
Minimalpolynom von A gegeben durch M4(t) = t3. Somit hat der groRte
Jordan-Block zum einzigen Eigenwert A = 0 die Dimension 3 x 3.

Nun gilt rang(A) = 2 und mit Hilfe der Dimensionsformel gilt als dim(Ker(A))

3, also existieren drei (linear unabhéngige) Eigenvektoren zum Eigenwert

18898
INF() = | 48048 ).
00000

Ferner kann man leicht sehen, dass vy := é; und vy := é4 und vz := (0,0,1,0, —1)

Null, und somit gilt

FEigenvektoren zum Eigenwert Null sind.
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4.6 Normalform nilpotenter Endomorphismen

DEFINITION 4.6.1
Eine Endomorphismus F' € End(V') heifit nilpontent, wenn ein d € N5 exis-
tiert, sodass F% = 0 gilt.

Beobachtung Es gilt J;(0) = (0) und J,(0) - &1 = 0 sowie J,(0) - é = é_; fiir
ke {2,...,n}. Auberdem gilt

. 0 ke{l,...,m}
(Jn(0)™ - ex = {Bk—m ke{m+1,...,n}

(HierfehlteineDarstellung(Folie72)) m<m

SATZ 4.6.1: NILPOTENTE ENDOMORPHISMEN SIND DIAGONALI-

SIERBAR

Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum {iber einem beliebigen Korper
K und G € End(V) nilpotent. Sei d € N=g, sodass G = 0 # G~ gilt.
Dann existiert eine Basis B von V, sodass gilt

Mp(G) = diag(Jq(0),. .., Ja(0), J4—1(0), ..., Jq—1(0),..., J1(0),..., J1(0)).

[
=0,...,0

Fir j € {1,...,d} ist die Anzahl s; > 0 der Jordan-Blocke J; der Gréfe j

eindeutig bestimmt, und es gilt s; > 0.

DEFINITION 4.6.2 (Komplementéire Unterrdume)
Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und U < V' ein Unterraum.
e Dann heifst der Unterraum W komplementér zu U, wenn V = U @ W
gilt.
e Gilt U ¢ W < V| so heifst U komplementar zu U in W, wenn W = UaU
gilt.

[zum zweiten Punkt gab es ein Bild...]

Lemma 4.6.3

Es gibt stets einen komplementdren Unterraum.

Beweis. Jede Basis (v1,...,v;) von U kann man zu einer Basis

(U1, -y Vky Ukt 1y -+ - 5 Un)
von V erginzen, und dann ist (vgi1,...,v,) eine Basis eine komplementéren Un-
terraums. |

Gilt 0 < dimU < dim V, existieren verschiedene komplementére Unterrdume.
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4.6 NORMALFORM NILPOTENTER ENDOMORPHISMEN

Lo pli kg UL ReBuaa v

Beispiel 4.6.4

Abbildung 6: [Quelle: Vorlesung]

Beweis. (von Satz 4.6.1) Die Kerne der Potenzen von G bilden eine wachsenden

Kette von Unterrdumen: Es gilt

{0} =KerG’ c KerG c...c KerG¥ ! c Ker G = V.

Dabei ist Ker G4~ # Ker G?, weil sonst G~! = 0 wire, was im Widerspruch zu
der Nilpotenz mit d von G steht.

@ Sei (v§d), ce vgg)) eine Basis eines zu Ker G~ komplementiren Unterraum
in Ker G = V.
@ Seien v?_l = G(v§d)) € Ker G9! fiir alle j € {1,...,s4} definiert.
Lemma 4.6.5
Fiir jeden Vektor w € KerG% 2 mit w # 0 ist die Familie
(w, U%dil), e ,uﬁj’“) linear unabhdngig.

30

Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, es gilt

Sd
0=aow + 2 akv,id_l).
k=1

Weil G4=2(w) = 0 ist, folgt

Sd Sd
0=G4? ( aw}f”) =Git (Z akv,(cd)> .
k=1 k=1

Also gilt

< d d

Z akv,(C Ve Gt A span vg ), - mé‘{f)

k=1

=0
Weil G4~ und span (vgd)7 . ,vgf)) komplementér zueinander sind, gilt
_ d
G941 A span <’u§ ). ,vgf)) = {0},

und somit a; = ... = a5, = 0, weil die Familie (U§d))je{1,...,sd} linear unab-
héngig ist. Weil w & 0 ist, ist auch ag = 0. Ol
Also kann man die Familie (v%dil), ceey vgjfl)) zu einer Basis eines zu Ker G942

komplementiren Unterraums in Ker G4~ ergéinzen. Eine solche Basis sei

(d—1) (d-1) ,(d—1) (d—1)
Uq veaUsy 9 Usyi1 ve -1 VUsyqon

Sd Sd—1
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@ Sei v§d72) = G(v;lfl) € Ker(G972) fiir alle j € {1,...,84 + 8a_1)-

. (d—2) (d—2)
Analog zu Schritt @ kann man sehen, dass man (vl seeer VUsytsg s ) ZU
. . d—2 (d—2) . d—3 ..
einer Basis (U1 s Vg tsg 1 +s4_o ) €ines zu Ker G*7° komplementéren Un-

terraums in Ker G4~2 ergéinzen kann.
Wiederholt man diese Schritte, ergénzt man schliefslich eine Basis

(vgl), e ,vgi)_k__*w) zu einer Basis (vgl), ey Uﬁi)+...+s1) von Ker G. Insge-
samt erhélt man dann
(d) d
MO
(d—1) d—1) , (d-1) (d-1)
Uq ,...,Ugd )7vsd+1 7o Usgtsg s
(2) 2)
vy ...U§d+,..52
1) (1) (1) 1)
vy c o Usyt 809 Usyt.sotls = Usyg+. s

wobei die letzte Zeile eine Basis von Ker GG, die beiden letzten eine Basis von
Ker G? und so weiter. In jeder Spalte ist ein Vektor das Bild des dariiberste-
henden Vektors unter G.

Fiir die Basis

— (D (d) 1 d
B= (v, ...,0 ""7U£d)""’v§d)7

e (d—1) (1) (d=1)
Sqg+1r 2 ¥Vsg+1l vy Ysg4sqg—_10 "t Vsg+s4—1"

e v Ne)
Sq+...4+s3+12 1 Vsat...+s3+529 Ysy+...+s3+827
1) (1)

vsd+...sz+17 tee 7vsd+...+82+81)

hat Mg(F) die gewiinschte Form.

Um die Eindeutigkeitsaussage zu beweisen, beachte

sq = dim Ker G — dim Ker G4~ !

$q + S4—1 = dim Ker G4~ — dim Ker G472

Sq+ ...+ s9 = dimKer G? — dimKer G
Sq+ ...+ 81 =dimKerG.

Also sind die Zahlen si,...,sq durch die Zahlen dimKer@, ..., dimKerG¢ =
dim V' eindeutig bestimmt. |

Bemerkung (Zusatz von mir, dhnlich im Fischer) Fiir F € End(V) mit n =
dim (V) sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
@ FF =0 fiir ein k e N mit 1 <k < n.

@) Pr(t)=+t"

0 =
@ Es existiert eine Basis B von V, sodass gilt Mg (F) = ( )
0 0
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4.7 *I1I: Die Jordanische Normalform

FEHLT!!!
11.05.18
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4.8 Der euklidische Algo und BEZOUT’s Lemma

DEFINITION 4.8.1 (grofiter gemeinsamer Teiler)
Seien a, b € Z*. Eine Zahl m € N+ ¢ heift ggT(a,b) (grokter gemeinsamer Teiler
von a und b), wenn gilt
e m|a und m|b,
e Fiir alle m € Z* mit m|a und m|b gilt Mm|m und somit |m| < m.

DEFINITION 4.8.2 (teilerfremd)
Zwei ganze Zahlen a und b heifien teilerfremd, wenn ggT(a,b) = 1 gilt.

Lemma 4.8.3
Ist m = ggT(a,b), so ist m die gréfite ganze Zahl, die a und b teilt. Existiert
ggT(a,b), so ist er eindeutig bestimmd.

Beweis. Es reicht, die Existenz des ggT zu zeigen, um zu zeigen, dass die grofste
ganze Zahl, die a und b teilt, der ggT nach Definition ist.

Wir beschriinken uns im Beweis auf a,b > 0, weil m|a <= m|—a fiir alle m,a € Z*
gilt.

Wir setzten rg :== 1 und r; := b. Dann gilt

To =T1-q1+ T2,

rL=T2-q2 + 73,

Tn—2 = Tpn—1"Qqn—1 + Tn,

Tn—1="n "¢ +0

Die Reste r; (i € {0,...,n}) bilden eine streng monoton fallende Nullfolge mit
Tnt1 = 0.

Wir wollen zeigen, dass ggT(a,b) = 7, ist.

Ferner sehen wir, dass gilt ro = rg—r1-¢1. Also gilt ggT |a,b = ggT |ro. Wenden
wir diese Idee nun rekursiv an, erhalten wir ggT |r;,ry = ggT |re,r3 und so

weiter. n

SATZ 4.8.1: LEMMA VON BEZOUT FUR GANZE ZAHLEN

Seien a,b € Z*. Dann ist ggT(a, b) eine ganzzahlige Linearkombination von
a und b, also existieren ganze Zahlen s,t € Z, sodass ggT(a,b) =s-a+1t-b

gilt.

Beispiel 4.8.4 Man sieht leicht, dass ggT(240, 46) = 2 ist. Die dazugehérigen gan-
zen Zahlen s und ¢ intuitiv zu finden, ist jedoch ziemlich schwierig: Die ’einfachste’
Losung ist 2 = (—9) - 240 + 47 - 46.
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4.8 DER EUKLIDISCHE ALGO UND BEzouT’s LEMMA

Beweis.

roi=a=8g-a+ty-b, so=1,40 =10

ri=b=s1-a+t-0b, s1=0,t1 = 1.

Verwendet man nun die Beobachtungen bzw. den Algorithmus aus dem vorange-

gangenen Beweis, erhilt man
ro =To— q171 =So'a+t0'b_q1(81'a+t1-b) =a(so—q1 ~81)+b(t0—q1 'tl)

Wir setzen also s5 := sg — qq - $1 und to == tg — qq - t1.
Induktiv folgt
Thil =Th—1—qk " Th = Sk—1 @ +tg_1-b—qr(sk-a+1-b)

=a(sk—1 — qr - 5k) + b(tx — qr - tk) = Skg1- @ + tggr - b

Also gilt sgy1 = Sg—1 — & - q& und tg41 = tx — qx - qx und somit geT(a,b) = r, =
Sp-a+t, b, O

Beispiel 4.8.5 Wir zeigen, wie wir mit diesem erweiterten euklidischen Algorith-

mus die Losung zu dem vorangegangenen Beispiel finden konnen.

k| g1 1 sk 1k
0 240 1 0

1 46 0 1

2 5 10 1 -5
3 4 6 -4 21
4 1 4 5 -26
5 1 2 -9 47
6 2 0

Da rg = 0 ist, gilt ggT =161 =2, s =561 =2 und t = tg_1 = 47.

Nun verallgemeinern wir den Satz 4.8.1 auf Polynome.

DEFINITION 4.8.6 (ggT von Polynomen)
Sei K ein Korper und seien f, g € K[z]\{0} =: K[z]*. Ein Polynom p € K[x]*
heiftt ein ggT von f und g, wenn gilt

@D rl f9,

@ Sei p € K[z]. Dann gilt p | f,¢g == P | p. Insbesondere gilt dann

deg(p) < deg(p).
Ein ggT hat von allen gemeinsamen Teilern den héchsten Grad.

Lemma 4.8.7
Der ggT von Polynomen ist bis auf einen konstanten Faktor (< Polynom mit

Grad 0) eindeutig bestimmd.

Beweis. Seien p,p = ggT(f, g). Dann gilt nach 2. aus der Definition p | p und p | p.
Es existieren also zwei Polynome ¢,§ € K[x] mit p = ¢-p und p = ¢ - p. Daraus
folgt jedoch

p=q-q-p = 1=¢q -7 = deg(q) = deg(q) = 0.

Also unterscheiden sich p und p nur um einen konstanten Faktor. O
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DEFINITION 4.8.8 (teilerfremd)
Zwei Polynome f,g € K|[z]* heifen teilerfremd bzw. relativ prim, wenn

deg(ggT(f,g)) = 0 gilt. teilerfremd
Lemma 4.8.9

Sei K algebraisch vollstindig.

Dann gilt f,g € K[z]* teilerfremd <= es emistiert kein z* mit f(z¥) =

g(z*) =0, f und g haben also keine gemeinsame Nullstelle x*.

Beweis. Selbst. O

SATZ 4.8.2: LEMMA VON BEZoUT FUR POLYNOME

Sei K ein Korper und p € K[z] ein ggT von f und g mit f, g € K[z]*.
Dann existieren zwei Polynome s,t € K|[z], sodassp=s- f +t- g gilt.

Beweis. Die Existenz eine ggT fiir Polynome und des Lemmas von BEzZOUT fiir
Polynome kann mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus fiir Polynom bewei-
sen. O
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4.9 Das Minimalpolynom

14.05.18
DEFINITION 4.9.1 (Einsetzungshomomorphismen)

Sei V' ein K-Vektorraum und K ein beliebiger Kérper. Fiir ein Polynom p =
Yh_oakt® € K[t] und fiir F € End(V) sowie A € K™*" seien

p(F) =ap-idy +ar-F+as-F> + ...+ a,F" €End(F) und (8)
p(A):a0'E+CL1'A+a2.A2+'“+anAn e Knxn (9)

Die sogenannten Einsetzungshomomorphismen sind definiert als
Einsetzungshomomor-

phismen evp: K[t] > End(V), p— p(F) und evy: K[t] > K™", p— p(A)
(10)

Korollar 4.9.2
Die FEinsetzungshomomorphismen sind lineare Abbildungen und Ringhomomor-

phismen.
Beweis. Fiir A € K gilt

(p+a)(F) =pF) +q(F), (A-p)(F)=ApF), (poq)(F)=np(F)oq(F).

Details auf Seite 131 (Frage 312) in: Rolf Busam, Thomas Epp: Priifungstrainer
Lineare Algebra. 500 Fragen und Antworten, 2006.

AuRerdem gilt (mit Satz 3.1.1) Mg(p(F)) = p(Mg(F)), Beweis ebd. (Frage 314, Seite 132). ]

Korollar 4.9.3
Die Bilder der Finsetzungshomomorphismen sind Unterringe von End(V') bzw.

K™™ und kommutative Ringe mit 1.

Beweis. Es gilt (analog fiir ev4) evp(1) = idy, welches das Einselement in End (V)

ist, sowie

evp(p) evr(q) =evp(p-q) =evr(q-p) =evr(q) - evr(p).

Sei nun dimV = n < o0, sodass dimEnd(V) = dim K™*" = n? gilt. Da K|[x]
ein unendlichdimensionaler Vektorraum ist, muss der Vektorraumhomomorphismus
p(F) : K[z] — End(V) einen nichttrivialen Kern haben.

Genauer gilt: Dann sind idy, F, ..., F n’® genau n? + 1 viele Endomorphismen, und
somit linear abhéngig, fiir geeignete a; € K gilt also Z?:O a; F* = 0. Also existiert
ein Polynom p € K[t]\{0} mit deg(p) < n? und p(F) = 0, weil dieses p die Gestalt
Zio a;x" hat.

Das Ideal von F ist Ir = {p € K|[t] : p(F) = 0} = Kerevp. Ideale sind quasi

Ideal "Unterringe’ in der Weise, wie es fiir Gruppen Untergruppen gibt.

DEFINITION 4.9.4 (Ideal)

Eine Teilmenge I # (J eines kommutativen Rings mit 1 heifst Ideal von R,
wenn gilt
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@ p,qgel = p+gq, —pel (additive Abgeschlossenheit, Existenz des
additiven Inversen)
@ pel,ge R = p-qel. (multiplikative Abgeschlossenheit)

Korollar 4.9.5
o Jedes Ideal enthdlt 0 € R
e Das Nullideal {0} € R und R selbst sind Ideal von R.
e Dame R = A-me€ R fir ein A € ? gilt, gilt fiir m € R, dass auch

m - R ein Ideal ist, und zwar das von m erzeugt Ideal von R.

SATZ 4.9.1: TODO: TITEL FEHLT

Ist I ein Ideal von Z, dann ist I = m - Z, wobei m die kleinste positive Zahl

in I ist, oder es gilt I = {0} = m =0.

Beweis. Fall 1: T = {0}. klar.

Fall 2: T # {0}.

. Sei n € I beliebig. Dann existieren ¢,r € Z mit 0 <r < mund n = mq +r
(Division mit Rest). Dann gilt » = n — mq € I weil n,mq € I sind. Gelte nun
r > 0, hitten wir eine positive Zahl r = a € I mit a < m gefunden, welches im

Widerspruch zur Wahl von m steht. Daraus folgt » = 0 und somit gm = n € mZ.

7> Sei m die kleinste positive Zahl in I. Dann gilt mZ < I, weil I beziiglich

Multiplikation mit z € Z abgeschlossen ist. O

SATZ 4.9.2: TODO: TITEL FEHLT

Zu jedem Ideal I # {0} (nicht-triviales Ideal) von K|[t] existiert ein eindeu-
tiges Polynom m € K[t] mit

@ m ist normiert «= m=1-t% +ag_1t* ' 4+ ...+ a; -t + aop.

@ pel «— JqeK[t]:[p=gm < I =m-K[t]]

Beweis. Sei m € K|[t] ein normiertes Polynom in I mit kleinstem Grad (deg(g) =
0). Dann gilt m - K[t] < I wie im Beweis des vorherigen Satzes.

Fiir ”2” zeige mit Polynomdivision, dass m jedes Polynom in I teilt. |

ALTERNATIVE DEFINITION 4.9.6 (Minimalpolynom)
Das Minimalpolynom mp € K[t] von F € End(V) ist das normierte Poly-
nom, welches das Ideal Ir von F' erzeugt. Das heiflt, dass mp das eindeutig
bestimmte, normierte Polynom mit den folgenden Eigenschaften ist.
@ mr(F) =0.
@ IpeK[t]: p(F)=0 = m | p.
Das heifst, dass mp unter allen Polynomen p, fiir die p(F) = 0 gilt, das mit

dem geringsten Grad ist.

Bemerkung 4.9.7 Wir werden sehen, dass gilt deg(mp) < n = dim(V) sowie

mpg ‘ PF.
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4.10 *IV: MINIMALPOLYNOM UND GOLDENER SCHNITT

4.10 *IV: Minimalpolynom und Goldener Schnitt

Das Minimalpolynom

DEFINITION 4.10.1 (Minimalpolynom)
Das Minimalpolynom mp(t) € K[t] des Endomorphismus F' € End(V) ist das
eindeutige normierte Polynom mit der Eigenschaften

@ mr(F) =0

@) P(F) = 0 fiir ein p e K[t] = 3ge K[t] : mr(t) - q(t) = p(t).

SATZ 4.10.1: BEDEUTUNG DER EXPONENTEN IM MINIMALPOLY-

NOM

Seien A € K™*™ und das charakteristische Polynom von A P4(t), wel-
che in Linearfaktoren zerfillt. Sei mp(t) das Minimalpolynom von A, und

A1, ..., A\p paarweise verschieden, dann gilt

=l

wobei n; die algebraische Vielfachheit von A; ist, und

I

wobei m; die Grofe des grofiten Jordanblocks zu Eigenwert ) ist.

Beispiel 4.10.2 Sei

Dann gilt Pa(t) = (t—2)%(t—4)*(t—1)? und P4(A) = (A—-2E)3(A-3E)*(A-E)? =
0.

Ker(A — 2E)? ist ein Mitglied der Kernkette von A\ = 2, aber die Kernkette geht
nur bis zur zweiten Stufe (= Grofe des grofiten Jordanblocks = d = 2), somit
gilt Ker(A — 2E)3 = Ker(A — 2E)?, also kann (¢ — 2)? auch auf (t — 2)? reduziert
werden, und trotzdem gilt Pr(A) = 0.

Wiederholt man dies fiir alle Eigenwerte, erhilt man m(t) = (t—2)?(t—4)3(t—1)%.
Allgemein gilt also

Korollar 4.10.3
Hat jeder Eigenwert nur einen Jordanblock, so ist das Minimalpolynom und das

charakteristische Polynom gleich.
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Explizite Fibonacci-Darstellung mit der JNF beweisen

SATZ 4.10.2: ALLE FIBONACCI-ZAHLEN SIND GANZEN ZAHLEN

Sei a(n) = J= ()™ — (p7)"] fiir p* = %\/g Dann gilt a(n) € Z fiir alle

n € N.

5

Beweis. Wir erkennen durch Testeinsetzungen a(n) = Fib(n) mit den Startwerten
a(0) =0, a(l) =1 und der Rekursionsgleichung a(n) = a(n — 1) + a(n — 2) fir
alle n € Nyo.

Wir stellen die Rekursionsgleichung mit Matrizen dar:

(TS = o () = ah-ah- (4emy)
= b (e = (1) = ()

Wir wollen nun die JNF von A" mit A := (] {) berechnen.

Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch P4(t) = t2 —t -1 =

(t— 1)t — ), also sind A\; 5 := p* die Eigenwerte von A. Ferner gilt

Ker(A— X - E) = (1_0>\1 _)\1_1 1 )

T—X1

Nun gilt aber P4(A1) = —A1 — 1% 0 nach Definition und Ay — 1 = —X\5. Somit

N
gilt

Ker(A — A1 - E) =span(_}, ).

Komplett analog gilt
Ker(A — Ay - E) =span(_}, ),

und da in beiden Fillen die algebraische und geometrische Vielfachheit (= 1) iiber-
einstimmen, ist die Basis B = (_}, _}, ), und JNF(A4) = (%1 )?2 ).
Somit gilt, weil A\j Ay = —1 gilt,
1
—1 AL O —Ap -1
ar = BN B = (4, ) () e (5

. ( )\?1 A;1> ) 1 (7}\1 71) . 1 ()\72'1+1_>\;L+1 AZ AT )
= yn-1 yn- — = -1 -1
AT A Ao — A\p Az L Ao — A\ AZ=AT AT =AY

Somit gilt
A™(}) =17777
1 -1
Fn4 1) = 5 5 =X = 05 ) = afn )

Fiir die dhnliche Funktion 8(n) :== (¢ )"+ (¢~ )™ gelten die Anfangswerte 5(0) = 2
und B(1) = 1 und die selbe Rekursionsformel wie oben. Somit gilt 3(b) = B -
JNF-B~1.(2).

Auferdem gilt
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4.11 BEWEIS DER EXISTENZAUSSAGE DES JNF-SATZES

4.11 Beweis der Existenzaussage des JNF-Satzes

Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und F € End(F).

Lemma 4.11.1
Sei q € K[t\{0} =: K[t]*. mit ¢(F) = 0. und ¢ = ¢1 - g2 wobei q1,q2 € K|t]
teilerfremd sind. Dann gilt
@ @ Kerqi(F) = Imgo(F) =: V1.
@ Kergy(F) = Imgy (F) =: V3.
@ Die Unterraume Vi und Va sind invariante Unterraume von F, also gilt
F(V;) < V; fir je{1,2}.
@V=Viah.

Beweis. @ "’ Aus 0 = q(F) = qi(F) - q2(F) = g2(F) - 1 (F) folgt Im g2 (F) <

Ker g1 (F) sowie Im g1 (F) < Ker g3(F).
'>™ Nach dem Lemma von Bezout existieren zwei Polynome p;,ps € K|[t]
mit p1q1 + p2g2 = 1.
Also gilt p1(F) - i (F) + p2(F) - ¢2(F) = idy.
Fiir v € Ker g1 (F') folgt somit v = idy = p1(F) - 1 (F)(v) + p2(F) - g2 (F)(v).
Weil v € Ker g1 (F) ist, gilt ¢ (F)(v) = 0. Somit gilt v = pa(F) - ¢2(F)(v) =
g2(F) - p2(F)(v). Somit gilt v € Sga(F) = Kerq1(F) < Imgo(F). (ii) ist
komplett analog.

@ Angenommen, es gilt v € Kerg;(F) = V;. Dann ist ¢;(F) o F(v) = F o
g;(F)(v) = Fo0=0, also gilt F(v)eV; — F(V;) < V.

@ Zunéchst zeigen wir V1 n Vo = {0}.
Angenommen, v € Ker ¢ (F) n Ker g3(F) = V1 n V2. Dann gilt

v=1dy(v) = p1(F) - ¢ (F)(v) +p2(F) - g2(F)(v) = 0.

Nun zeigen wir V' = V; + V. Es gilt aufgrund der Dimensionsformel

dim Vi + Vo = dim V; + dim Vo — dim(V; n Vo) = dim V4 + dim V5
=dimKerg;(F) + dimIm ¢ (F) = dim V.

Somit ist das Lemma bewiesen. O

Bemerkung 4.11.2 Es kann seien, dass gilt V; = {0} oder V5 = {0}.

Bemerkung 4.11.3 Weil V4 und V5 invariante Unterrdume von F sind, kann man
die Einschrénkungen F; : V; — V;, v — F(v) fiir j € {1,2} definieren. Fiir v =
v1 + v mit v; € V] und vy € Vs, welche existieren und eindeutig sind aufgrund von
(iii), gilt dann F(v) = Fy(v1) + Fa(vs).

Aufierdem gilt aufgrund von (i) ¢1(F1) = ¢2(F2) = 0. Wenn ¢; und ¢o wieder in
teilerfremde Faktoren zerfallen, erhalten wir eine weitere Zerlegung von Vi und
V4 in invariante Unterrdume von F'. Insgesamt erhélt man durch die fortgesetzte

Anwendung von Lemma 1 das
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Lemma 4.11.4
Sei g € K[t]* mit q(F) =0 und q = Hle q;, wobei alle q; paarweise teilerfremd

sind. Dann sind die Unterrgume V; == Ker ¢;(F') invariant unter F' und es gilt

k
V=0aV.
=1

Sei nun ¢ € K[t]* im Ideal von F. Dann ist ¢ normiert und es gilt ¢(F) = 0. Weil
K algebraisch vollstdndig ist, zerféllt ¢ in Linearfaktoren, es gilt

k
a(t) = a- Tt = x)™, (1)

wobei die A; die verschiedenen Nullstellen von ¢ sind.

Nach Lemma 2 sind de Unterrdume V; := Ker(F — \; - idy)™ invariant unter F
k

undes gilt V=P V.

i=1
Insbesondere ist G := (F = A; - idy)l,; € End(V;) nilpotent, weil G}/ = 0 ist.

Nach dem Satz iiber die Normalform eines nilpontenten Endomorphismus existiert

eine Basis B; von Vj, sodass fiir n; € N5 und ¢; € N gilt

I, (0) 0

0 | ., (0)
Mg, (Flv,) = -
0 an]- ()‘j)

Bildet man aus den Basen By, ..., By eine Basis B von V, ist Mg(F) in JNF.
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4.12 Beweis der Eindeutigkeit der JNF

Es bleibt zu zeigen, dass die darstellende Matrix in Jordanischer Form eindeutig

18.05.18 bis auf die Reihenfolge der Jordan-Blocke bestimmt ist.

SATZ 4.12.1: CAYLEY-HAMILTON: P4(A4) =0

Seien K ein beliebiger Korper, A € K™*™ und P4(t) = det(A — tE) das
charakteristische Polynom von A. Dann gilt P4(A) = 0.

Beispiel 4.12.1 Sei A = (12). Dann ist P4(t) = t* — 5t — 2. Man kann mit Hilfe

von A% = (% 19) leicht nachrechnen, dass der Satz erfiillt ist.

Beweis. (Ein FALSCHER Beweis!) Es gilt

Pa(A) = det(A — tA) = det(A — A) = det(0) = 0.

Beweis. (Richtiger Beweis) @ Wir koénnen ohne Beschriankung der Allge-
meinheit annehmen, dass der Kérper K algebraisch vollstéandig ist, denn wenn
K das nicht ist, kbnnen wir die Matrix A € K™*" als Matrix in Knxn auf-
fassen, wobei K ein algebraisch vollstiandiger Erweiterungskorper ist.
@ Wir beweisen den Satz zunéchst fiir eine Matrix J in Jordanischer Form.
Dann ist Py(t) = Hf;:l()‘k —t)". Es gilt
10 O0\"
0

AE, — J,(A\)" = =0

o O an} (en]
O =

und somit hat (AE,, — J)™ die Form
TODO: EIGENTLICH SIND DIE DIFFERENZEN ANDERSHER-

UM?
| By — Jny )" | 0
| (B, = Ju,00)" |
0 | [ (A By = Jng 0" ]
| 0
- .. (0] , wobei [0]in der j-ten Zeile steht.

0

und somit gilt

o] 0 0

0 0 0

42 4 EIGENWERTE



4.12 BEWEIS DER EINDEUTIGKEIT DER JNF

@ Sei nun A € K™*™ beliebig. Weil wir annehmen kénnen, dass K algebraisch
vollstéindig ist, existiert eine Basistransformationsmatrix S € GL(n, K), so-
dass J := SAS~! in Jordanischer Form ist. Weil die Matrix J und A nach
Definition 4.2.4 &hnlich sind, gilt nach Lemma 4.2.5 P;(t) = P4(t). Daraus

folgt
©)

PA(A) = Py(A) = Py(s~1J8) ¥ s71py (s 2 0.

Nun bleibt () zu zeigen.
Fiir jedes Polynom Q(t) = >'_, axt” und eine Matrix S € GL(n, K) gilt

Q(s1JS)

= qF +a1S 'S + a8 ' JSST IS+ ... +a,ST1JSSTLIS ... 87 IS
=F
=S HagE+ayJ+...+a,J")S = S7'Q(J)S.

Mit Hilfe von Satz 4.12.1 von CAYLEY-HAMILTON kann man die Voraussetzungen
des Satzes von der JNF (4.4.1) abschwéchen:

SATZ 4.12.2: JNF, ALLGEMEINERE VERSION

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum {iber einem beliebigen Koérper
K und sei F' € End(V) ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Po-
lynom in Linearfaktoren zerféllt. Dann existiert eine Basis B . .. (wie in der

anderen Version).

Beweis. Selbst.
Hinweis: Wie davor, man braucht nur ein Polynom, welches F' annulliert und in

Linearfaktoren zerfallt. O

SATZ 4.12.3: CHARAKTERISTISCHES POLYNOM UND MINIMALPO-

LYNOM

Sei A € K™*™ eine Matrix, deren charakteristisches Polynom Py4(t) in Li-
nearfaktoren zerfallt und sei M4 (¢) ihr Minimalpolynom. Dann gilt

k k
Py(t) = H(/\j — und My(t) = H()\j —

wobei Aq,...,A; die verschiedenen Eigenwerte von A sind und fiir alle j €
{1,...,k} n; = u(Pa, \;) die Summe der Grofien aller Jordan-Blécke
zum Eigenwert )\; in JNF(A) und m; die Grofie des grofiten Jordan-
Blocks zum Eigenwert \; in JNF(A) bezeichnet.

Beweis. Selbst. O
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Hauptraum

4.13 HAUPTRAUMZERLEGUNG

4.13 Hauptraumzerlegung

DEFINITION 4.13.1 (Hauptraum / verallgemeinerter Eigenraum)
Sei V ein K-Vektorraum und F € End(V') eine Endomorphismus mit dem cha-
rakteristischen Polynom Pp(t) = H§=1(Aj — )", wobel \q, ..., \; paarweise
verschieden sind.

Fiir alle j € {1,..., k} ist der Hauptraum zum Eigenwert \; definiert als

| Hau(F, );) == Ker(F — \;idv)""

SATZ 4.13.1: HAUPTRAUMZERLEGUNG

Unter den gleichen Bedingungen wie in der vorangegangen Definition be-

steht der Hauptraum zum Eigenwert A; aus den Hauptvektoren zu diesem
Eigenwert und dem Nullvektor. Ferner gilt
@ dim Hau(F, \;) = r;

@ Hau(F, ;) ist ein invarianter Unterraum von F'.

@v= (Jka Hau(F, \;).

\

Beweis. Sie B die Jordan-Basis zu F. Fiir alle j € {1,...,k} existieren genau
r; Basisvektoren in B, die zu den Jordan-Blocken zum Eigenwert A; gehoren, sie
spannen Hau(F,\;) auf. (Das kann man sehen, wenn man sich die Matrix von
(F — Ajidy)™ anschaut TODO!). Also ist Hau(F, \;) ein r; dimensionaler F-

invarianter Unterraum, und V ist die direkte Summe der Hauptraume. ]

Beweis. (Eindeutigkeit der Jordanischen Normalform) Seien Aq,..., A die
verschiedenen Eigenwerte von F' und sei B eine Jordan-Basis von F.

Die Anzahl der Jordan-Blécke J,, (A;) der Grofe m zum Eigenwert A, die in Mp(F')
vorkommen, seien s,,(\;).

Dann gilt

£
dimKer(F — X -idy) = " se(A)),
=1

dimKer(F — X -idy)? — dim Ker(F — X -idy) = Y se()}),
=2
dimKer(F — X -idy)? — dimKer(F — A -idy)? = Y se(), ...
=3
dim Ker(F — X -idy)"™7 — dimKer(F — X -idy)"7 7" = s, ().
Also sind die Zahlen s,,();) durch F' eindeutig bestimmt. O

Korollar 4.13.2
Seien A, B € K™*™ Matrizen, deren charakteristische Polynom in Linearfakto-
ren zerfallen.
Dann sind A und B genau dann dhnlich ,wenn die charakteristischen Polynome

gleich sind, es gilt

k
Pa(t) = Pg(t) = H(/\j —1)",
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4.13 HAUPTRAUMZERLEGUNG

wobei die Figenwerte A1, ..., A\, paarweise verscheiden seien sollen und fiir alle
jef{l,....k} und de{l,...,ri} gilt

dimKer(A — \;E)? = dimKer(B — )\, E)".

Nicht mehr geschafft: die reelle Jordanische Normalform.
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Skalarprodukt

Euklidische und unitare

Vektorraume
5.1 Die kanonischen Skalarprodukte
DEFINITION 5.1.1 (kanonisches reelles Skalarprodukt)
Das kanonische Skalarprodukt im R™ ist die Abbildung
Gy iR xR SR, (2,y) — Y @y =2y
j=1

Korollar 5.1.2 (Eigenschaften des Skalarprodukts)
@ Fiir alle x,z,y,y € R", A e R gilt

<:E+:Z',y>=<1?,y>+<i‘,y>, <1‘,y+g>=<$,y>+<1‘,g>

A,y = (o, Ayy = M, y). (Bilinearitit)
@ <Z‘,y> = <y,l‘> vxv yEe R™. (Symmetme)
@ (r,z) 20 und {x,z) =0 < = =0.VreR" (positive Definitheit)

DEFINITION 5.1.3 (Das kanonische Skalarprodukt im C™)
Das kanonische Skalarprodukt im C” ist die Abbildung

(€M x C" = C, (z,w) = Y. 2.
j=1

Korollar 5.1.4 (Eigenschaften des komplexen Skalarprodukts)
@ Sesquilinearitat: Fir alle z, 2", w,w’ € C*, X\ € C gilt

<Z + Zlv w> = <Za ’LU> + <Z/7 ’LU>, <)‘Z7 w> = >‘<Za ’LU>,
Zyw 4wy = {zyw) + (z,w'), (z, w) = Xz, w).

@ (w, zy = {z,w) Yw,z € C". (Hermiteschheit)
@ (z,2) = Z |2j]> > 0 und =0 <= 2z=0VYzeC". (positive Definitheit)
i=1
.
eR

@ Man erhdlt auch auf C™ eine Norm

n

Izl = /<2, 2) = J N J . ad+yl
j=1

Jj=1
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5.1 DIE KANONISCHEN SKALARPRODUKTE

Re(z1) Im(z;)
Bemerkung Fiir z,z' € C", z = Re(z) = ; sy =1Im(z) = ; und

Re(zy) Im(zy,)
analog fur z/,y’ gilt

n n

(z,7") = Z 252 = ) (g +iyy) (@ —iy) = Y [0 + y)) — i(ay) — y;a))]
J=1 j=1

x;

=<x,z’>+<y,y’>—iz y 7

Yj
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5.2 NORM, METRIK, WINKEL UND ORTHOGONALITAT

5.2 Norm, Metrik, Winkel und Orthogonalitat

DEFINITION 5.2.1 (euklidische Norm)
Die euklidische oder 2-Norm im R"™ ist die Abbildung

I-1:R* >R, & |z| := v/<z,z)

Korollar 5.2.2 (Eigenschaften der Norm)

@ [z = 0 und ||z|| = 0 nur fir x = 0. (positive Definitheit)
@ [Az| = |A| - ||z (absolute Homogenitit)
@ lz+y| <z + [y (Dreiecksungleichung)

Lemma 5.2.3 (CAUCHY-SCcHWARZschen Ungleichung)
Fir alle x,y € R™ gilt

K, )l < - 1yl
und Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

Beweis. (@) Die Dreiecksungleichung der Norm folgt aus dem obigen Lemma:

|z + yl* =z +y, 2+ y) =l m) + 2, ) + Y, )
< lzf® + 2] - |yl + [y]?

= (] + Iyl)*

Damit folgt ||z + y| < |z| + |y|, da 4/ monoton wachsend ist. O

DEFINITION 5.2.4 (euklidischer Abstand)
Der euklidische Abstand bzw. die euklidische Metrik ist die Abbildung

d:R"xR" >R, (z,y) — |z — vy

Korollar 5.2.5 (Eigenschaften der Metrik)

@ d(z,y) 20 und d(z,y) =0 < z=y. (positive Definitheit)
@ d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)
@ d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2) (Dreiecksungleichung)

Mithilfe des Skalarprodukts kann man auch die Winkelmessung analytisch erkléren.
Nach der CAavucHY-SCHWARZSCHEN Ungleichung gilt fir z,y € R™\{0}
— (@) _ <i Y
Izl - Iyl =l lyl
Es gibt also genau ein ¢ € [0, 7] fiir welches gilt:

()

=] -yl

y< 1

cosp =

DEFINITION 5.2.6 (Winkel zwischen zwei Vektoren)
Diese Zahl ¢ ist der Winkel zwischen x und y. Wir schreiben

()
] -yl

Winkel

<(x,y) = arccos
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5.2  NORM, METRIK, WINKEL UND ORTHOGONALITAT

Wieso entspricht das der anschaulich geometrischen Vorstellung des (unorientier-
ten) Winkels zwischen 2 und y?

Betrachte den Fall n = 2, also die Ebene. Dann sind ﬁ und m Einheitsvektoren
in R2?, d.h. es gibt a, 8 € R, sodass gilt

T Cos & Y cos 3
m = (sina) und m = (sinﬂ) .
Nach dem Additionstheorem fiir den Kosinus gilt also
oy @y
Izl -yl =yl

Das Skalarprodukt gibt also genau den Winkel zwischen x und y an, den wir ¢

Y= cosacosf +sinasin f = cos(a — ).

nennen.

Lemma 5.2.7
Diese Zahl ¢ ist eindeutig bestimmt und liegt zwischen 0 und 7. Bis auf ein

Vielfaches von 2w gilt

p=a—p oder p=p—a.
Beweis. Selbst. [l

Bemerkung 5.2.8 Es gilt <(z,y) = § <= (z,y) =0.

DEFINITION 5.2.9 (Orthogonalitét)

Zwei Vektoren z,y € R™ heifsen oder , wenn |{(z,yy =0

gilt, auch wenn z = 0 oder y = 0 sind.

Lemma 5.2.10 (Kosinussatz)
Es gilt

@,y = o] -yl - cos (., p). |

Das Skalarprodukt ist geometrisch die des Vektors y auf
x. Der Vektor x g¢ibt hierber die Richtung der Projektion an.

4 2
1 || -1

=(Length of projected w)(Length of V)

— —

A% A"\%

Abbildung 7: [Quelle: ’Essence of linear Algebra: IX: Dot products and duality”

von 3BluelBrown auf YouTube]

Beweis. Die Formel folgt direkt aus Definition 5.2.6. O
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5.3 Das KREUZ- BZW. VEKTORPRODUKT

5.3 Das Kreuz- bzw. Vektorprodukt

Seien z,y € R3. Betrachte die Abbildung R?* — R, u — det(x,y,u). Diese Ab-
bildung ist linear, also gibt es eindeutig bestimmte a1, as,a3 € R, sodass fiir alle
ue R3 gilt

det(z,y,u) = ajuy + asus + agus = {a, u).

DEFINITION 5.3.1 (Kreuz- oder Vektorprodukt)
Die Abbildung

ai
x :R®*xR® - R3 (z,y) — a = <g2> =Xy
3

heifft das Kreuzprodukt oder Vektorprodukt auf R3.
Kreuzprodukt

Korollar 5.3.2 (explizite Formel fiir das Kreuzprodukt)
Es gilt

1 Y1 w
det(x,y,u) = det <952 Y2 Uz)
r3 Ys us

= (z2ys — x3y2)u1 + (T3y1 — T1Y3)u2 + (T1Yy2 — Tay1)us

T2Y3 — T3Y2
T Xy=|T3Y1—T1y3 |.

T1Y2 — T2Y1

und somit

Korollar 5.3.3 (weitere Eigenschaften des Kreuzprodukts)
@ Das Kreuzprodukt ist bilinear.

@xxy:—yxx.

@ rxy=0 < x,y linear abhdingig.

@ lle x il = llell - [yl sin <(z, )

@ x X y ist senkrecht zu x,y.

@ Wenn x und y linear unabhdngig sind, dann ist (x,y,x X y) eine positiv

orientierte Basis des R3.

Beweis. (1 - 3 Selbst, Rest: VL) @ Fiir z,y, z € R? gilt
(z2 + 22)y3 — (73 + 22)Y2

(x+2)xy= (x3 + 2z3)y1 — (1 + 21)y3
(x1 + 21)y2 — (22 + 22)11

T2Y3 — T3Y2 22Y3 — 23Y2
= |T3Y1r —T1Y3 | + | #3Y1 —AY3 | =x Xxy+2 Xy
T1Y2 — T2Y1 21Y2 — 2201

die anderen Félle gehen analog.

@ Es gilt
L2Y3 — T3Y2 Y23 — Y32
rXy=|TY1—T1Y3 | = — [ Y3¥1 — Y13 | = —y X x.

T1Y2 — T2Y1 Y12 — Y21

@ Aus det(x,y,u) = (u,z x y) (obiges Korollar) folgt die Behauptung.
@ Aus [lz x y|[? = ||z|P|lyl[* — (z, y)*. folgt

[l > yl1* = [l *[lyl]* = [lzl*[ly]]* cos® (=, y)
= [lzlPlly[I* (1 = cos <(z,y)) = ||=[]*[ly]|* sin® <(x, 7).
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5.3 Das KREUZ- BZW. VEKTORPRODUKT

@ {(x x y,xy = det(z,y,2) = 0 und {z x y,y) = det(z,y,y) = 0.
@ det(z,y,z x y) ={(x x y,x x y) > 0.
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symmetrisch
alternierend

schiefsymmetrisch

5.4 BILINEARFORMEN

5.4 Bilinearformen

DEFINITION 5.4.1 (Bilinearform)
Seien K ein beliebiger Kérper und V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung

s:VxV-oK
heift eine Bilinearform, wenn fiir alle v,v", w,w’ € V, A € K gilt

s(v+ 0, w) = s(v,w) + s(v',w), s(Av,w) = As(v,w).
s(v,w+w') = s(v,w) + s(v,w’), (v, \w) = As(v,w).

symmetrisch, wenn s(v, w) = s(w,v),
Die Abbildung heifst < alternierend, wenn s(v,v) = 0,
=—s5

(v,
schiefsymmetrisch, wenn s(v,w) (w,v).

Lemma 5.4.2

FEine alternierende Bilinearform ist schiefsymmetrisch.

Beweis.

0=sv+w,v+w)=s(v,v+w)+s(w,v+w) = s(v,v) +s(v,w)+s(w,v)+s(w,w) .
—— —_—
=0 =0
Umgestellt ergibt dies —s(v, w) = s(w, v). O

Lemma 5.4.3

Ist char(K) # 2, so ist jede schiefsymmetrische Bilinearform alternierend.

Beweis. Es gilt s(v,v) = —s(v,v) = _ 2 s(v,v) =0 = s(v,v) =0. O

#0

Bemerkung 5.4.4 Ist char(K) = 2, dann gilt —1 = 1 und Schiefsymmetrie ist zu

Symmetrie dquivalent, impliziert also im Allgemeinen nicht, dass die Bilinearform
alternierend ist.

Beispiel 5.4.5 Seien K =R, I := [a,b] und V := C%([a, b], R). Dann ist
b
s(7.9) = [ 11a) + g(a) da
eine symmetrische Bilinearform.

Beispiel 5.4.6 V = R2. Fiir alle A € R?*? ist

1 Y1
s ((gcQ) ) <y2>) = @1171Y1 + a12T1Y2 + A21T2Y1 + A22T2Y2
ail a2 'A% T (A11 Q12
= (xl,.’l,'g) as21 Q922 Yz ) = as1 aso Y

eine Bilinearform, die genau dann symmetrisch ist, wenn a2 = as;.
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5.4 BILINEARFORMEN

SATZ 5.4.1: DARSTELLENDE MATRIX VON BLF

Ist s eine Bilinearform auf V', dann gilt
s(vi,v1) ... s(vi,vn)
Mpg(s) = (S(ing‘)) = : : e Kn*",

s(vp,v1) ... S(Un,vUn)

Beweis. Existenz: Sei Mp(s) = A = (a;5). Betrachte Vektoren v, w mit den Koor-
dinaten v = > | z;v; und w = Y\ | y;v;. Es gilt

n

n n n n
S (Z TiVi, Z Z/ﬂh‘) = Z Z ziy; s(vi, vj) = Z QijTilYj = aT Ay.
j=1 =1 j=1i=1 T ig=1
=ay
Eindeutigkeit: Seien A, B € K™*" quadratische Matrizen, sodass 7 Ay = =7 By
fiir alle z,y € K™ gilt.

Dann gilt
aij
el Ae; = (0,...,0,1,0,...,0) a | = aij-
Ebenso eiTBej = b;;. Also gilt a;; = b;; und somit A = B. O
Lemma 5.4.7

@ Die Menge der Bilinearformen auf einem n-dimensionalen K -Vektorraum
V' bildet mit den offensichtlichen Verkniipfungen einen K-Vektorraum der
Dimension n?.

@ Die Abbildung s — Mg(s) ist ein Vektorraumisomorphismus auf K™*™.

Beweis. Selbst.
Meine Idee: Sei B, die Menge der Bilinearformen auf V. Um zu zeigen, dass
(B,®,®) ein n2-dimensionaler K-Vektorraum ist, miissen wir die Vektorraumaxio-

me {iberpriifen.
TODO O

Lemma 5.4.8
Die Bilinearform s ist genau dann symmetrisch, wenn die darstellende Matrix

Mp(s) beziiglich einer (und daher jeder) Basis symmetrisch ist.

Beweis. Selbst.

Meine Idee: Sei B = (v1, ..., v,) eine Basis des K-Vektorraums und s : VxV — K
eine Bilinearform.

7 = " Ist s symmetrisch, so gilt s(v,w) = s(w,v) fir alle v,w € V und somit
insbesondere fiir die Basisvektoren vy, ...,v, € V.

"<=": Ist die Darstellungsmatrix symmetrisch, so gilt s(v;, vy) = s(vg,v;) fiir alle

Basisvektoren vq,...,v, € V. Jedes v € V lésst sich als Linearkombination der
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Basisvektoren darstellen und somit gilt fiir beliebige v, w € V'

s(v,w) =s (Z AUk, Z uj'vj> = Z Att; $(Vk, v;5)
k=1 j=1

Jik=1
= Z Aitjs(vj,vg) = (Z 1505, 2 )\kvk> = s(w,v).
Gik=1 j=1 k=1

O

SATZ 5.4.2: TRANSFORMATIONSFORMEL FUR BILINEARFORMEN

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit den Basen
A= (v1,...,0,), und B:=(wy,...,w,),

und sei TE e K™*™ eine Transformationsmatrix, sodass gilt

n n

B
Z TiU; = Z yiw; <= x="T7y.°
i=1

i=1

Fiir jede Bilinearform s auf V' gilt dann

Mp(s) = (T3)" - Ma(s) - T4.

Zum Vergleich: fiir F € End(V) gilt, dass Mp(F) = (T5)™" - Ma(F) - T%.

“Die j-te Spalte von Tf\ ist der Koordinatenvektor von w; beziiglich der Basis A.

. J

Beweis. Seien A = (a;;) == Ma(s), B := (b;;) == Mg(s), und T% = (t;;). Sowie
fiir den Basisvektor w; der Basis B: w; = Y,;'_; ty jvi. Also gilt

bij = s(wi, wj) (Definition der darstellenden Matrix)

n n
=5 (Z thi Uk, Z tljvl> (Bilinearitét)
k=1 1=1

n n
= Z trityy s(vk, v1) = Z thi - Z awty = ef (TR)" - A-The;.

k,l=1 v k=1 =1
=0k,l —
k-ter Eintrag
von A~Tfej
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5.5 *VII: KOORDINATEN UND DARSTELLENDE MATRIZEN

5.5 ¥*VII: Koordinaten und darstellende Matrizen

Koordinaten

Sei V' = R mit der kanonischen Basis span(ey,ez) = V.

Wir definieren A = (v1,v2) mit vy := e; + ez und ve = e; — e3 sowie B := (wy, ws)
mit wy = 3e; und wy = e + 2e5 als zwei weitere Basen von V.

Beispiel: Sei [2]kan = 2¢1 + 3e2 € V mit der kanonischen Basis.

Wie findet man (a1, a2), die sog. Koordinaten der Basis A, sodass [T]kan = a1v1 +
agve = [x] 4 gilt?

Es gilt

!
[Z]Kan = 261432 = a101 + a2v2 = aj(e;+e2)+az(e1—es) = e1(ay+az)+ea(ar—asz).
—_—
=[z]a

Wir miissen also A(a})xan = (3)ian 16sen und erhalten A = (1 ), . Somit gilt

Die Koordinaten von V' bzgl. der Basis A sind definiert durch
Pran : K" — V mit D 4(e;) = v;.

Also ordnet ® 4 jedem v; einen Koeffizienten zu.
Die darstellende Matrix von ® 4 ist (P 4(e1),...,Palen).

In dem Beispiel ist

[@ATES = (@4(er), D alea)) = (vr02) = (1, 1), (1,—1)) = (i _11) 4

()

Insgesamt gilt also

aq ay + ag |
(@) “\a —as

=
7\
[GCRN)
~__

—_ — —
D4 [2]a [@]ian
Und somit
[z]a = <I>;‘1 [2]kan bzw. [2]4 = A7 [z]Kan (12)

Analog gilt fiir B = (wy,ws)

[I]B = byw; + bywy = b1(3€1) + b2(61 + 262) = 61(3b1 + bg) + 62(2b2) ; 2e1 + 3es

B=[®s]in [#]s [#]ican

Und deswegen

Somit gilt
[37][5 = (I)gl [x]Kan (13)

Wie transferiert man [z]4 nach [z]5?
Aus (1) folgt [#]kan = Pa[r] 4. Setzt man dies in (2) ein, erhdlt man

[33]3 = @gl o (I)A[J}]A. (14)
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5.5 *VII: KOORDINATEN UND DARSTELLENDE MATRIZEN

Kn 24,y

\(DBT
Ty =3, o® 4
K’n

Im oberen K™ stehen die Koeffizienten von Vektoren in Basis A (Koordinaten) in

unteren K™ fir die Basis B.

Matrizen von linearen Abbildung

Seien F': V — V, V = span(ey, e5) sowie F(e1) = —ep und F(eg) = eg — 4e;.
Also ist die darstellende Matrix in der kanonischen Basis (eg, e3) auf V'

MKan(F) = [F]E:E = (F(el)’F(eQ)) = (01 14) .

Wir definieren auf V' eine neue Basis A = (v1,vs), die durch v; = e; + e3 und
Vg = e — eg definiert ist.

Wie sieht die darstellenden Matriz von F in der neuen Basis A aus?

Wir verwenden zunéchst T{éan, sodass wir Mgka., in der kanonischen Form verwen-
den konnen und wenden dann (T )~! darauf an, um die Koordinaten bzgl. A zu
erhalten. Es gilt also

M-A(F) = (TI?an)il : MK&H(F) ’ Tf(‘lan' (15)

Kn%VTK"

|paey | ! |prae)

K’!L 3 V 3 KTL
B A

Auf der linken Seite stehen die Koordinaten bzgl. B, auf der rechten die bzgl. A.
Mp(F) = ®5' 0o ® 0 Ma(F)o® ' oy =TE o My(F)oTH (16)

Bilinearformen (BLF)

Sei s: V x V — K bilinear, also linear in jeder Komponente, aber nicht (!) linear.
Zu jeder BLF existiert eine darstellende Matrix, nachdem wir eine Basis fiir V
gewahlt haben.

Beispiel: Seien F' : VxV — K,V = span(ey, es) und S(z,y) = x1y1 —21y2+2T2y2
mit = () und y = (¥3).

Um zu erkennen, dass S bilinear ist, kann man eine Variable 'festhalten’, um zu
sehen, dass die Funktion in der anderen Variablen linear ist, da nur Potenzen > 1
der Variablen auftreten.

Die darstellende Matrix ist durch Mgan(S) = (S(es, €;5)):; mit ¢, j € {1,2} gegeben
also gilt fiir das Beispiel

S(er,e1) S(er,eq) 1 -1
MKan(S) = <S(€2, 61) 5(62, 62) = O 2 .
Um das Ergebnis zu iiberpriifen, berechnen wir

1 -1
S(z,y) = 2" Mgan(S) -y = (¥1 72) (0 9 ) @;) = T1y1 + T1Y2 + 222y2.
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5.5 *VII: KOORDINATEN UND DARSTELLENDE MATRIZEN

Was passiert, wenn wir die Basis von V von (e1,e2) auf (v1,v2) = (€1 +ea,€1 —e3)
wechseln?
Es gilt

S([#]ican: [Ylican) = [#]ian - Mican(S) - [y]an-

Wir wissen, dass [z] 4 = ®3'[2]Kan und analog [y] 4 = ®;'[y]kan gelten. Deswegen
gilt
[2]% - Ma(S) - [y)a = [#]ian - Mican(S) - [y]Kan
Daher gilt
(9% [2]kan) " - Ma(S) - @4 [ylkan = [2]an - Mican(S) - [¥]kan
— (2K (237 Ma(8) - ©3") - [Wlican = [#Tfean - Mican(S) - [ican:

und somit folgt

Mxan = ((I);tl)T'MA(S)'(I)Zl e MA(S) = (I)?;'MKan'(I)A = (Tléan)T'MKan'TIéan
(17)
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5.6 QUADRATISCHE FORMEN

5.6 Quadratische Formen

Im Folgenden Sei V' ein K-Vektorraum mit einer Basis B = (vy,...,v,).

01.06.18 Alternativer Beweis. (von Satz 5.4.2)

al - Mp(s) -y = s(®p(x), ®5(y))
= S((I)_A o <I)j41 o @B(x), P40 <I>;‘1 o @B(y))
N S —_—
Tfm Tfy

= (T52)" - Ma(s) - THy = 2™ - (T5)"Ma(s)T5 -y

Also gelten die Transformationsformeln

Mp(s) = (Tf)®MA(S)Tf und | Mp(F) = (Tf)@MA(S)Tf-

DEFINITION 5.6.1 (quadratische Form)
Eine Funktion g : V' — K heifst eine quadratische Form, wenn es eine Biline-

quadratische Form arform s: V x V — K gibt, sodass fiir alle v e V gilt ¢(v) = s(v,v).

Bemerkung 5.6.2 Fiir A = (a;;) = Mg(s) € K™ und z = 5" (v) € K" gilt

n

n
q(v) = s(v,v) = 2T Az = Z AijT;T; = 2 aiz? + Z 20,5515
i=1

Q=1 1<i<j<n

Die quadratischen Formen auf V' sind genau die Funktionen, die sich durch homo-

gene quadratische Polynome an den Koordinaten z1, ..., z, darstellen lassen.

Bemerkung 5.6.3 Ist s eine Bilinearform auf V und gilt char(K) # 2, dann
definiert )

5(v,w) = i(s(v,w) + s(w,v))
eine symmetrische Bilinearform auf V und fiir alle v € V' gilt 3(v,v) = s(v, v).

Dann kann man quadratische Formen auch dquivalent so definieren:

ALTERNATIVE DEFINITION 5.6.4 (quadratische Form mit char(K) # 2)
Sei V ein K-Vektorraum und char(K) # 2. Eine Funktion ¢ : V' — K heift eine
quadratische Form, wenn es eine symmetrische Bilinearform s : V xV — K
gibt, sodass fiir alle v € V' ¢q(v) = s(v,v). gilt
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5.7 POLARISATIONSFORMEL UND SESQUILINEARFORMEN

5.7 Polarisationsformel und Sesquilinearformen

SATZ 5.7.1: POLARISATION

Wenn char(K) # 2 gilt, dann ist die symmetrische Bilinearform zu einer

quadratischen Form eindeutig bestimmt.

Beweis. Seien s eine symmetrische Bilinearform auf V und ¢(v) = s(v,v) die

dazugehorige quadratische Form. Dann gilt fir alle v,w e V:

q(v+w) =s(v+w,v+w) =s(v,v+w)+ s(w,v+w)
s

= s(v,v) + s(v,w) + s(w,v) +s(w,w) = q(v) + 2s(v,w) + g(w)
——

=s(v,w)

Wegen char(K) # 2 gilt nach Umstellen die Polarisationsformel?

(q(v +w) — q(v) — q(w)) .

N —

s(v,w) =

/)

Abbildung 8: FEHLT!

DEFINITION 5.7.1 (Sesquilinearform)
Ist V' ein C-Vektorraum, so heifst eine Abbildung s: V x V' — C eine Sesqui-
linearform, wenn fiir alle v, v, w,w’ € V und A € C gilt
(B1) s(v+v',w) = s(v,w) + s(v',w) und s(Av, w) = As(v, w)
(B2) s(v,w +w') = s(v,w) + s(v,w’) und s(v, \w) = As(v, w)
Eine Sesquilinearform heifit hermitesch, wenn s(v, w) = s(w,v) gilt.

Bemerkung 5.7.2 Sei s eine Sesquilinearform auf V und A = (vq,...,v,) eine
Basis von V. Die darstellende Matrix fiir s beziiglich A ist die Matrix

A= (aiy) = Ma(s) mit (a55) = (03, v;).

Also gilt
s(vi,v1) ... s(vi,vp)

Ma(s) = : ; e Crxm,

s(on,v1) ... $(Un,vn)

4Der Name kommt von HiLBERT und dem ,,Aronhold Prozess® als Spezialfall des ,,Polarenpro-

zess", vielleicht kommt es auch aus der projektiven Geometrie
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5.7 POLARISATIONSFORMEL UND SESQUILINEARFORMEN

Fiir u=®4(2) = > _; 2zivp und v = @ 4(w) = X7, w0y, ist

n n
s(u,v) = 3(2 2K Uk, Z WnUp,)
k=1 k=1
n
= Z Q5 2;Wj = 2T Aw.
ij=1
Lemma 5.7.3

Ist B eine weitere Basis und T := Tf, so gilt die Transformationsformel

Mp(s) = TT M4 (s)T.

DEFINITION 5.7.4 (hermitesche Sesquilinearformen)

Die Sesquilinearform ist genau dann hermitesch, wenn aj; = s(vj,v;) =

s('ui,vj) = @;;. Also wenn AT = 4.

DEFINITION 5.7.5 (hermitesche Matrix)
Eine Matrix heifit hermitesch, wenn A7 = A.

Korollar 5.7.6

Die Diagonaleintrage einer hermiteschen Matrix sind reell.

DEFINITION 5.7.7 (hermitesche quadratische Form)
Eine Funktion ¢ : V' — C heifst eine hermitesche, quadratische Form, wenn es
eine hermitesche Sesquilinearform s : V x V' — C gibt, sodass ¢(v) = s(v,v)
fiir alleve V.

Bemerkung 5.7.8 A Beachte: Dann ist ¢(v) = s(v,v) = s(v,v) = q(v).

SATZ 5.7.2: POLARISATION II

Eine hermitesche, quadratische Form bestimmt die dazugehorige Sesquili-

nearform eindeutig.

(q(v + w) — q(v — w) + ig(v + tw) — ig(v — iw)).

A~

s(v,w) =

\. J

Beweis.
qv+w) = s(v+w,v+w) = s(v,v)+2s(v,w)+ s(w,w) = q(v) +2Re s(v, w) + q(w)

Also gilt Re s(v,w) = 3 (q(v + w) — q(v) — q(w)).
Weiter gilt

q(v +iw) = s(v +iw,v + iw) = s(v,v) + s(v, iw) + s(iw,v) + s(iw, iw)
(

s(v,v) —is(v,w) + is(v,w) + i(—i)s(w, w)

q(v) —i(s(v,w) — s(v,w) + q(w)
q(v) — i - 2iSs(v, w) + q(w).
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Somit gilt Im s(v, w) = % (q(v + iw)4(v) — q(w))

Also ergibt sich folgenden die Polarisationsformel fiir die hermitesche Form

(q(v +w) — q(/v) — q(w) + i (q(v + iw)q(v) — g(w)))

DO | =

s(v,w) =

Mit s(v,w) = 3 (s(v,w) — s(v, —w)) erhélt man das Gewiinschte. O

04.06.18
DEFINITION 5.7.9 (positiv Definite Bilinearform / Matrix)
Eine symmetrische bzw. hermitesche Bilinearform s : V' x V — K auf einem
K-Vektorraum V heift positiv definit, wenn s(v,v) > 0 fir alle v € V\{0} ist.

Eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix A € K™*" heift positiv definit, positiv definit

wenn z” AT > 0 fiir alle z € K" ist. positiv definit

Bemerkung 5.7.10 Achtung: Es kann sein, dass s(vj,v;) > 0 fiir alle Vektoren

einer Basis gilt, ohne, dass s positiv definit ist.
Beispiel 5.7.11 Sei s : R? x R? = R, (,9) — 27 (1 2)y = 2191 + 2212 + 27241 +

Talyo gegeben.
Dann gilt s(e1,e1) = s(ez,e2) =1 >0abers (( 1), (1)) =1-2-2+1=-2<0.
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5.8 Euklidische & unitare Vektorraume

DEFINITION 5.8.1 (euklidisches Skalarprodukt / Vektorraum)
Ein (euklidischer) Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum V ist eine po-
sitiv definite, symmetrische Bilinearform auf V. Ein euklidischer Vektorraum
ist ein reeller Vektorraum V zusammen mit einem Skalarprodukt auf V.

DEFINITION 5.8.2 (unitires Skalarprodukt / Vektorraum)
Ein (unitires) Skalarprodukt auf einem komplexen Vektorraum V ist eine
positiv definite, hermitesche Sesquilinearform auf V. Ein unitirer Vektorraum!

ist ein komplexer Vektorraum V' zusammen mit einem Skalarprodukt auf V.

Beispiel 5.8.3 V = C°([a,b],R) mit (f,g) = {. f(t)g(t)dt.
Beispiel 5.8.4 V = C%[a,b],C) mit (f,g) = SZ f(t)g(t)dt.

Beispiel 5.8.5 R" und C™ mit den Standardskalarprodukten.

SATZ 5.8.1: CAUCHY-SCHWARTZSCHE UNGLEICHUNG

Sei V ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -)
und sei ||v]| :== 4/{v,v). Dann gilt fiir alle v,w e V

(1w, w)] < o]l - |l

und Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhéngig sind.

. J

Beweis. Weil das Skalarprodukt per Definition positiv definit ist, gilt fiir alle
v,we V und alle \, p e K:

0 < Ow + pw, Ao + pw)
= M, v) + ANadv, w) + pMw, v) + pidw, w).

Wenn w # 0, also (w,w) > 0, so kann man fiir A := (w,w) € R einsetzen. Nach

Division mit dem reellen Skalar (w, w) erhélt man
0 < {w,wXv,v) + v, wy + pw, vy + wj.
Mit p := —(v,w) erhdlt man
0 < Cw, wx(w,v) = Kv, w)l? = v, w)l* + (v, w)[* = [[w]]* - ||v]]* = [Cv, w)?.
Also gilt [(v, w)|? < [|v]|? - ||w||? und, weil /- monoton wachsend ist,
[Cv;s wpl < [ - [Jw]]-

Wenn w = 0, dann ist 0 = |[{v,w)| = ||v|| - |Jw|| = 0 und v, w sind linear abhéngig.
Angenommen es gilt [(v,w)| = ||u|| - |Jw|| und w # 0. Erhalt man fir die gleichen

Werte von A und p wie oben nun

0 = Qw + pw, Av + pw),
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so muss Av + pw = 0 sein und wegen A # 0 sind v und w linear abhéngig.
Wenn umgekehrt v und w linear abhéngig sind und w # 0 ist, dann ist v = Aw fiir
ein A € K und deshalb gilt

[, wl = [, wy| = [A[[w, wy] = [A] - [Jw]|?

und somit gilt ||v]] - ||w]|| = ||[Mw]|| - ||w|] = |A] - [Jw]|?. Die Gleichheit ist erfiillt. []

SATZ 5.8.2: VOM SKALARPRODUKT INDUZIERTE NORM UND ME-

TRIK

Sei V ein euklidischer oder unitérer Vektorraum mit Skalarprodukt ¢, -) und

seien || - || : V = R, |jv]| := 4/ v,vyund d : V x V — R, d(v,w) = ||v — w]|.
Dann ist || - || eine Norm auf V' und d eine Metrik auf V.
Beweis. Das ist alles einfach zu sehen aufer die Dreiecksungleichung fiir || - ||. Das

haben wir schon in 42 bewiesen.
Ebenso zeigt man dies fiir die Metrik. O

Lemma 5.8.6 (Satz von Jordan-Neumann)
Jedes Skalarprodukt induziert also eine Norm. Andererseits kommt nicht jede
Norm von einem Skalarprodukt. Folgendes ist wahr: Eine Norm auf einem re-
ellen Vektorraum kommt genau dann von einem Skalarprodukt, wenn sie eine

Parallelogrammgleichung

[lo+ wl* + |lv — wl[* = 2||v][* + 2] |w]?

erfillt.

Beweis. Siche Groke Ubung. ]

DEFINITION 5.8.7 (Orthogonalitit, Orthonormalitét)
Sei V ein euklidischer oder unitérer Vektorraum mit Skalarprodukt (-, ).
@ zwei Vektoren v, w € V heifen orthogonal, wenn (v, w) = 0 gilt. Man
schreibt v 1L w.
@ Zwei Unterrdume U, W < V heiflen orthogonal, wenn u | w fiir alle
u € U und w € W. Man schreibt U L W.

@ Das orthogonale Komplement eines Unterraums U < V ist
Ut :={veV|VuelU:ulu}

U+ ist ein Unterraum von V.

@ Eine Familie (v1,...,v,) in V heifft orthogonal, wenn v; L v; fiir alle
i # j. Sie heifft orthonormal, wenn zusétzlich ||v;|| = 1 fiir alle j gilt.
Eine Familie heifst Orthonormalbasis, wenn sie orthonormal und eine
Basis ist.

@ Eine direkte Summe V' = V; @ ... ® V} heifst orthogonal, wenn V; L V;
fiir alle 4 # j. Man schreibt dann

V=V&...oVV.
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Lemma 5.8.8
Ist (v1,...,v,) eine orthogonale Familie und wenn v; # 0 fir alle j ist, dann ist

) ist eine orthonormale

die Familie linear unabhdingig und (imvy,. ..

1
TV
[fva]] on 7T

Familie.

Beweis. Aus 0 = A\jv1 + ...+ A\juj +... + A\, folgt fiir alle j € {1,...,n} durch

Skalarmultiplikation mit {v;, -), dass
0= <Z Aivi, v5 ) = Z Ai {0, v5)
i=1 i=1
Da (v;,vj ) = 0 fiir alle ¢ # j gilt, weil die Vektoren orthogonal sind, folgt

= \j (vj,v5),
—

>0

und damit \; = 0. Das macht man fiir alle j = 1,...,n und es folgt also \; = ...
An = 0, also ist die Familie linear abhéngig.
Auflerdem gilt
1 i=7
s

1,
(Lo, Ly Cviy '>={ =T s,
Fol ™ Togl JH %50 = Tl zHH o =0, i g T 0

also ist die Familie ( —1r,..., —tv, ) orthonormal. O
[ [vnl
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5.9 *VI: Induzierte Normen und das Skalarprodukt

08.06.18
Lemma 5.9.1

Sei V' ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt -, und induzierter Norm | - ||.

Dann gilt fir alle x,y € V' die Parallelogrammgleichung

[+ yl* + o = yl* = 2[2]* + 2]y)*. (18)

Beweis.

l +yl? + o —yl* =z +y,z +y) +{z —y,z—y)
(weil die Norm induziert ist ())
=2 ) 427 ) + (Y y )+ x ) —267) + (Y )
(Bilinearitat, Symmetrie)
=2{w,x)+2{y,y)
=2|z|* + 2[y[ (%)

Lemma 5.9.2
Es existiert eine Norm auf R"™, die nicht von einem Skalarprodukt induziert
wird.

Beweis. Definieren die Norm [2|mar = max? ;| |z;| fiir * = (z1,...,2,)T. Wir

iiberpriifen nun die Normeigenschaften.

[2]lmax = 0 <= m§1x|xi|:0 > |z;] =0 Vie{l,...,n} < x=0.

X @l = e -] = i A i) = A o] = - s

|2+ Ylmax = miax i + gi] < miax fa| + Jys] < miax o] + max [yi] = 2 max + [y lmax-
Wir wissen also | - [|max eine Norm auf R™ ist.

Wenn diese Norm induziert wére, miisste die Parallelogrammgleichung fiir alle x,y €
R"™ gelten. Wir zeigen mit einem Gegenbeispiel, dass dies nicht immer der Fall ist.
Seien z = (1,1,0,...,0)7 und y = (1,—1,0...,0)T zwei n-dimensionale Vektoren.
Dann gilt

|2+ Ylax + 17 = Ylax =22 +2° =8+ 4 =217 + 2 1% = 22| F,0x + 2[¥/ax-
Wir wollen einen geometrischen Beweis fiir Satz 5.9.1 finden, also erkléren, warum
die Parallelogrammgleichung notwendig und hinreichend ist.
Zunéchst erinnern wir an den Kosinussatz. Sei dafiir ABC' ein Dreieck in der Ebene
mit den folgenden Lingen und Winkeln:
Dann gilt a® = b* + ¢ — 2bccos(a) (*) .
Erweitern wir das Bild zu einem Parallelogramm:
Dann gilt d? = b? + 2 —2bc cos(+7). Da aber ABCD eine Parallelogramm ist, gilt
a+ B+~ = mund somit d? = b% + ¢2 — 2bccos(m — ) = d? = b? + ¢? + 2bccos().
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Zusammen mit (*) gilt also

d* + a® = b* + ¢ + 2bcees(@) + b + ¢ — [2bceos(a) = 2b% + 2¢7,
welches genau die Parallelogrammgleichung ist! Noch interessanter ist jedoch
d* — a® = 4bccos(a)

also ist d? — a? = becos(a) (77).

Nochmal ein Bild

Dann gilt |z + y| = d und ||z — y[ = a.

\|r+y\|21|\1*y\\2

Wenn die Parallelogrammgleichung gilt, dann sollte genau das Ska-

larprodukt { z,y ) = |z|?+|y|? — 22y cos <(z, y) seien. Wir haben also einen Ansatz
gefunden.

SaTrz 5.9.1: TODO: TITEL FEHLT

Sei V' eine R-Vektorraum mit einer Norm || - |, welche die Parallelogramm-

lz+yl° ~lz—y|?
1

gleichung erfiillt. Dann ist (z,y) = eine Skalarprodukt auf

V', welches die Norm induziert.

Beweis. Dafiir iiberpriifen wir zunéchst die Eigenschaften des Skalarprodukts.
(SP1) Die Symmetrie ist erfiillt, weil |z — y|| = |y — | ist.
(SP3) Es gilt

=0
——
(omy Mot al? = fo=aP ot al? + o af? po 2al? 2ol _ 4,
4 4 4 4
und ||z =0 <= x =0, weil | - | eine Norm und somit positiv definit ist.

(SP2) beweisen wir eine zwei Teilen

@ <fL’ +y,z>—<x,z>+<y,z> Vfﬂal/yz eV
@ Az, yy=Az,y) Yo,yeV mit Ae R
Zu (1). Aus der Parallelogrammgleichung erhalten wir

lz +y+ 20 + o —y + 2 = 2|z + 2|* + 2|y|*.
Vertauschen wir x und y, erhalten wir
lz +yl? + ly —x + 21 = 2]y + 2* + 2|z|
daraus folgt

|+ + 2 = 20 + 2 + 20yl ~ e~y + 2
2.4
lz+y+z2=2ly+ 2> +2Jz|2 = Jy— 2+ 2|2 = B

Wir kénnen also schreiben

o 1 2 2 2 1 s 1 2
lz+y+2]” = S(A+B) = [e|*+yl +]z+2]"+y+2]" = Slz—y+2|"~ S|y~ +z
Jetzt ersetzen wir z mit —z und erhalten

1 1
lo+y =2 = J21* + Jyl* + & = 2* + ly = 21* = Sz —y = 21* = 5ly — = = 2|
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ety zy=(lz+y+2?—Jz+y—2]?)

= )=

1 (e 2 = llo =2 + y + 217 =y = =) = (2, 2)+ (v, 2)-

SP2 (2) zeigt man in diesen Schritten
@ Zeige fiir A € {0,1}.
@ Zeige per Induktion fiir A € N.
() Zeige mit SP1, 2.1.3 fiir A€ Z
@ Zeige fir A e Q
@ Zeige mit Stetigkeit der Abbildung t — t{1z,y) bzgl | - |, dass es fir A e R
gilt. |
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5.10 ORTHONORMALBASEN

5.10 Orthonormalbasen

Lemma 5.10.1
Wenn (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis von V' ist, dann sind die Koordinaten

lir einen Vektor v =37 xivy gerade xi, = (v, v; .
k=1 9 j

Beweis. Es gilt

n

<v,vj>=<i TR, Vj ) = Z T ) Uk, v .
k=1

k=1
Die Behauptung folgt aus (v;,v; ) = 0 fiir i # j und {vj,v; ) =1. O

Korollar 5.10.2
Fir eine Orthonormalbasis B = (v1,...,vy,) ist die Inverse der Abbildung ®p :

{(vr )
K" -V, 20 30 20, also @5 (v) = ( : ) )
(von )

Beweis. Selbst. O

SATZ 5.10.1: ORTHONORMALISIERUNGSSATZ

SCHMIDT

Sei V' ein euklidischer oder utilitdrer Vektorraum mit Skalarprodukt {-,-)
und F = (vq,vs,...) eine endliche oder unendliche linear unabhéngige Fa-
milie in V.
Dann gibt es zu F eine orthonormale Familie (wy,ws,...), sodass fiir alle
k e N gilt

span(wi, ..., wg) = span(vy, ..., Ug).

. J

Korollar 5.10.3
Jeder euklidischer oder utilitdrer endlichdimensionaler Vektorraum V' hat eine

Orthonormalbasis.

Bemerkung 5.10.4 Angenommen, B = (vq,...,v,) ist eine Orthonormalbasis
von V (ex. nach Korollar) und es gilt
<U) U1 > <U7 U1 >
r=o5(v) = f eK" und y=o5z'(v) = f eK".
<'U7 vn > <'U, vn >

Dann gilt
n n n n
(v,w)Hy = <Z T4V, Z Yiwi )y, = Z Yy (i, vj )y = Z i = {0, W gn
i=1 i=1 i,j=1 PO
(2%

Korollar 5.10.5
Ist W ein endlichdimensionaler Unterraum eines euklidischen oder utilitdren
Vektorraums V mit dimV < oo, dann gilt V=W QW+,
Also kann jeder Vektor v € V eindeutig als Summe der von Vektoren w € W und @ € wt

dargestellt werden.
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Beweis. Sei (wy,...,w,) eine Orthonormalbasis von W, die aufgrund von Korollar
1 existiert. Sei .
Py : VoW v— Z(w,vi>wi.
i=1
Aus der Linearitdt des Skalarprodukts in seinem ersten Argument folgt die Linea-
ritdt von Py .
Die Abbildung Py, heifit orthogonale Projektion von V' auf W.

Fiir alle v e V gilt v — Py (v) LW, denn fiir jeden Basisvektor w; von W gilt orthogonale

Projektion

(v = Pw(v),w; ) =v,w; ) —{Pw(v),w;)

n
={v,w; )—< Z (v, wg ) wg, w; y (Einsetzen der Def. von Py)
k=1
n
= (v, w; ) — . (v, wp ) (wy,wy )
=1 —_——

61@7]‘
:<U,1Uj>—<U,1Uj>'1 =0

Somit folgt fiir alle w € W (v — Py (v),w; ) = 0. Also ist v = Py (v) € WT.
Weil v = Py (v) +v — Py (v), ist V=W + W7,
N~ Y

ew ewt
Aukerdem ist W n W+ = {0}. Da fiir alle Elemente fiir alle x € W n W+ gelten

muss, dass x senkrecht zu sich selber ist, also gelten muss ( z,z ) = 0. Aufgrund der
positiven Definitheit des Skalarprodukts gilt fiir alle z € V {(z,2) =0 = 2z = 0.

Somit ist die Summe direkt, und die Unterrdume sind orthogonal. OJ
Nun konnen wir den Satz 5.10 beweisen.

Beweis. Weil die Familie (vy,...) nach Voraussetzung linear unabhéngig ist, gilt

insbesondere v; # 0. Wir setzen wy, = mvl. Dann ist w; normiert und ein ONS
und es gilt span(w;) = span(vy).
Angenommen wir haben schon ein ONS (w1, . .., wg ) konstruiert, sodass span(ws, ..., wy) =

span(vy, ..., vx) gilt.
Sei zunachst Wy 1 == vgy1 — Z?=1 (Vkt1, w5 ) wj.
Dann gilt fiir alle £ € {1,...,k)

k

(Whg1,we ) = <Uk+17w€>_<z (Vkt1, W5 )Wy, we )
j=1

k

= (Uk+41, We ) — Z (g1, wj ) {wy, we )
j=1 ;T;/__/

3,

= <Uk+1,wl>_<vk+1aw£> = 0.

AuRerdem gilt @y, 11 # 0, denn sonst gilte v, 11 = 237 {vk11,w; )w; € span(wy, ..., wy) =
span(vy, ..., v), welches einen Widerspruch zu der linearen Unabhéngigkeit von
(vy1,...) darstellt.

Wir setzen w11 = mwk_'_l. Dann ist (wy,...,wgs+1) ein ONS .

Wir zeigen als Letztes span(wy, ..., wg+1) = span(vy, ..., Vg+1)-

Es gilt span(wy, ..., wy) = span(vy, ..., vk), und
Wk11 € span(wy, . .., Wk, Vg41) = Wk1 € span(vy, ..., Vk+1),

somit gilt span(wy, ..., wg4+1) < span(vy, ..., Vg41)-
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Weil span (v, ..., vg4+1) als ONS linear unabhéngig ist, gilt
dimspan(ws,...,wg+1) = k+ 1 = dimspan(vy, ..., Vk41),

also gilt statt der Inklusion sogar die Gleichheit. Ol
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5.11 Gram-Matrizen und -Vektoren

Seien z1,...,z, € R" und = = (z1,...,2,) € R"*™ sowie P das Parallelotop,

welches von den Vektoren x4, ..., x, aufgespannt wird. Das Volumen ist

Vol(P) = | det(X)| = v/det(X)2.

Wir nutzen nun den Determinantenmultiplikationssatz sowie den Fakt, dass X und

X7 &hnlich sind, und somit die gleiche Determinante. Es gilt

Vol(P) = 4/det(XT - X) = |det (e, ) | = | det , :
(xr, 21y .. (@1,2n)
= |det _ = y/det({xi, x5 ))
(Tpyx1)y oo {TpyZp )
Gram-Matrix der Vektoren x1,...,xp
Sie nun V ein beliebiger Vektorraum mit dimV =: n, z.B. ein n-dimensionaler

Unterraum von R™. Ist B eine Orthonormalbasis von V ist, so erhalt die Koordi-
natenabbildung ® g : R™ — V die Skalarprodukte:

<x7y>R" = <(I)B(l')vq)3(y) >V :

Winkel und Léngenmessungen in V' mit -, - ), entsprechen also Winkel und Lén-
genmessungen in Koordinaten in R" mit (-, )pn.

Das heifst, dass das Volumen des von den Vektoren 1, ..., x, aufgespannten Par-
allelotops P = V' gleich Vol(P) = /det({x;,z; ) ist.

Anwendungsbeispiel Spannen zwei dreidimensionale Vektoren vy, vs eine Ebene
E in R? auf, so kénnen wir das zweidimensionale Volumen (— Flicheninhalt) von
E mit Hilfe der Determinante der korrespondierenden (quadratischen (!)) Gram-
Matrix berechnen, obwohl die Matrix bestehen aus v; und v nicht quadratisch

ist.

5 EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME 71



11.06.18

Automorphismus

5.12 ORTHOGONALE UND UNITARE AUTOMORPHISMEN

5.12 Orthogonale und unitire Automorphismen

DEFINITION 5.12.1
Sei V ein euklidischer oder unitérer Vektorraum. Ein Endomorphismus F' €
End(V) heifit orthogonal bzw. unitir , wenn
@ F invertierbar ist (also F' ein Automorphismus ist) und
@(F w) Yy =<{wv,w) fiir alle v,w e V gilt.

Korollar 5.12.2

Fir endlichdimensionale Vektorraume folgt (ii) aus (i)

Beweis. Aus (ii) folgt insbesondere | F'(v)| = |v|| fiir alle v € V. Daraus folgt, dass
der Endomorphismus F' injektiv ist, da sein Kern nur den Nullvektor enthéalt; aus
F(v) =0 folgt |v| = |F(v)|| = 0] =0 also v = 0.

Nach ... ist eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen

gleicher Dimension genau dann injektiv, wenn sie surjektiv ist. O

Beispiel 5.12.3 (Gegenbeispiel fiir unendlichdimensionale Vektorrdume)
Der Shift-Operator aus dem auf dem Folgenraum ¢2 der quadratsummierbaren Fol-
gen (vgl. Analysis IT) mit dem Skalarprodukt (a,b) = 3,"  axby

(o, x1,22,...,) — (0,20, 21,22,...)

erfiillt (ii), ist aber nicht surjektiv.

Fiir v := (vg,v1,...) € £2 und w := (wo, wy,...) € £? gilt

(F(v) Z

Die Abbildung ist jedoch nicht surjektiv, da F' auf keine Folge in ¢? abbildet, welche
als erstes Folgenglied keine Null besitzt, z.B. (1,0,0,...) € £2.
Korollar 5.12.4 (Weitere Eigenschaften)

@ Fiir alle vyw € W gilt v L w <= F(v) L F(w), F erhdlt also die

Orthogonalitdt von Vektoren.
@ Alle Figenwerte von F' haben Betrag 1.

(W), =0- 0+kawk—zvkwk—<v w).

k=0

Beweis. @ Selbst.
@ Ist A\ ein Eigenwert von F' zum Eigenvektor v, so gilt 0 # |v|| = |F(v)| =
Allvf = [Afllv]- O

Bemerkung 5.12.5 Nicht jeder Automorphismus, der die Orthogonalitét von Vek-
toren erhélt, ist orthogonal. Deshalb ist die Bezeichnung "orthogonaler Automor-
phismusétwas irrefiihrend.

Wahr ist

Lemma 5.12.6
Jeder Automorphismus, der die Orthogonalitdt von Vektoren erhdlt, ist ein Viel-

faches eines orthogonalen Automorphismus.
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Beweis. Siehe Hausaufgabe. O

DEFINITION 5.12.7 (Metrischer Raum)
Ein Paar (X, d) bestehend aus einer Menge X und einer Metrik d : X x X — R

heiflt metrischer Raum.

DEFINITION 5.12.8 (Isometrie)
Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen Radumen (X,d) und

~

(Y, d) heiftt isometrisch, wenn fiir alle z1, x5 € X gilt

~

d(f(l“l)af(@)) = d($1,$2)-

SATz 5.12.1: TODO: TITEL FEHLT

Sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ¢ -, - ) und seien [jv| =
A/{v,v)und d(v,w) = |v—w)| die von dem Skalarprodukt induzierte Norm
und Metrik.
Dann sind fiir eine beliebige Funktion g : V' — V folgende Aussagen dqui-
valent:

(i) g ist isometrisch

(ii) Es existiert eine orthogonale Abbildung F' € End(V) und ein b € V,

sodass g(v) = F(v) + b fiir alle v € V ist.

\. J

Beweis. (ii) = (i): Wenn F orthogonal ist und g(v) = F(v) + b gilt, dann ist ¢

isometrisch, denn es gilt

d(g(v), g(w)) = d(F(v) + v, F(w) +b) = | F(v) + b= F(w) —b| = |[F(v) — F(w)]
= [F(w—w)| o - w] = d(v,w),

wobei bei (x) die Orthogonalitat von F' ausgenutzt wird.

(i) = (ii): Angenommen, g : V — V ist eine Isometrie, dann gilt fiir alle v,w € V

lg(v) = g(w)| = d(g(v) — g(w)) = d(v,w) = v —w].

Seien b := ¢g(0) und go : V — V, v — g(v) — b. Dann gilt go(0) = 0. Auferdem ist
die Abbildung gy normerhaltend, denn fiir alle v € V' gilt

[oll = llv = 0] = d(v,0) = d(g(v), 9(0)) = [g(v) = bl = llgo(v)]-

Nach der Polarisationsformel gilt fiir alle v,w € V'

N = N =

(I + wl? = v = wl?) = 5 (lo]* + [w]* — d(v,w)?)

N =

(v, w)
(lgo (@)1 + lgo(w)[* = d (go(v), go(w))) = {go(v), go(w) ).

Die Abbildung gg erhélt somit sogar das Skalarprodukt. Es bleibt noch zu zeigen,
dass sie linear ist, denn dann ist gg orthogonal und es gilt g(v) = go(v)+b = F(v)+b
mit F' = gp.
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Sei B = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis von V' und sei w; = go(v;) fiir alle
je{l,...,n}. Weil gy das Skalarprodukt erhlt, ist B = (w1, ..., w,) auch eine
Orthonormalbasis von V.

Sei nun v € V ein beliebiger Vektor, und v = Y'_, xvy, seine Darstellung in der
Basis B, sowie go(v) = >,_; yew, die Darstellung seines Bildes in der Basis B.
Dann gilt fiir alle j € {1,...,n}, weil B eine ONB ist,

zj =(v,v; ) = {go(v),g0(vj) ) = {go(v),w; ) = yj-.

In der Tat ist gg die Abbildung mit Mg (90) = E,,. O

Lemma 5.12.9 (F orthogonal <« A~ = AT)
Ein Endomorphismus F ist genau dann orthogonal, wenn ATA = E gilt, also

wenn A invertierbar ist und A=Y = AT ist.

Beweis. Betrachte R” mit den Standardskalarprodukt { z,y ) = 27y und definiere
F(z) := Az, wobei A € R™*" beliebig ist.
Dann gilt

e By =Ty ={x,y) ={F(2),F(y)) = (Az,Ay) = «T AT Ay.

Lemma 5.12.10 (F unitir < A1 = AT)
Ein Endomorphismus F ist genau dann unitir, wenn ATA = E bzw. ATA = FE

gilt, also wenn A invertierbar ist und A=1 = AT ist.

Beweis. Analog zu dem Beweis des vorangegangen Lemmas.
Betrachte C™ mit den Standardskalarprodukt { z,w ) = 277 und definiere F(z) := Az, wobei A € C"*"
beliebig ist.
Dann gilt
=T ATAw = (F(2),F(w)) ={z,w) = 27w = 2T Ew.
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5.13 Orthogonale und unitire Matrizen

DEFINITION 5.13.1 (orthogonale bzw. unitire Matrizen)

Eine invertierbare Matrix A € GL(n, R) heifit orthogonal, wenn A=t = AT ist.

Eine invertierbare Matrix A € GL(n,C) heift unitir, wenn A=! = AT ist.

Lemma 5.13.2
Fiir eine Matriz A € K**" sind folgenden Bedingungen dquivalent:
(i) A ist orthogonal bzw. unitdr
(i) Die Spalten von A bilden ein Orthonormalbasis von K"

(i4i) Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis von K".
Beweis. (ii) ist gleichbedeutend mit ATA = E,, und (iii) mit AAT = E,,.

Lemma 5.13.3

Die Determinante einer orthogonale Matrix hat Betrag 1.

Beweis. 1 = det(ATA) = det(A)%

Korollar 5.13.4

O

Das heifit, dass auch das Volumen erhalten wird, es hichstens seine Orientie-

rung dndert.

Lemma 5.13.5

Die Determinante einer unitdren Matrix hat Betrag 1.

Beweis. 1 = det(ATA) = det(A) det(A) = det(A) det(A) = | det(A)|2.

DEFINITION 5.13.6 (spezielle orthogonale bzw. unitire Matrizen)

Eine orthogonale oder unitére Matrix A mit det(A) = +1 nennt man spezicll.

Wir definieren

Lemma 5.13.7

Die Gruppen (n),SO(n) sind Untergruppen von GL(n,R) und U(n),SU(n) von

GL(n,C)

Beweis. @ Selbst.

@ Selbst.
@ @ E eU(n)
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5.13 ORTHOGONALE UND UNITARE MATRIZEN

@ Wenn A, B € U(n) sind, dann ist
(AB)" = (A-B) ' BT-AT =B~ . A" = (A4-B)".

Alternativ: Wenn A und B das Skalarprodukt erhalten, dann auch A- B und
AL
@ Selbst. 0

SATZ 5.13.1: F ORTHOGONAL/UNITAR < Mpg(F) ORTHOGO-

NAL/UNITAR

Seien V ein euklidischer oder unitédrer Vektorraum, B ein Orthonormalbasis
vom V und F € End(V) und A := Mp(F). Dann gilt F' orthogonal /unitér
<= A orthogonal /unitér.

Beweis. Weil B eine Orthonormalbasis ist, gilt fiir alle v,w € V mit den Koordi-
natenvektoren z,y € K" die Gleichheit (v, w )\, = {x,y )gn-

Also ist (F(v),F(w)),, = (v,w), genau dann, wenn fiir alle z,y € K" gilt
(Azx, Ay Ygn = {x,y )gn. Das gilt genau dann, wenn A orthogonal ist. O
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5.14 *VIII: Volumen und Orthonormaliserung

Volumen

DEFINITION 5.14.1 (n-te Dimensionsvolumen eines Parallelopipeds)
Seien (v1,...,v,) Vektoren aus einem K-Vektorraum V. Wir definieren das
n-te Dimensionsvolumen des Parallelopipeds P, welches von den Vektoren

v1,...,0, aufgespannt wird, als

(vp,v1) oo (o,
det(< Vi, Vj >)i,j = det T (19)
Unyv1 ) ooo {Upyp )

Gram-Matrix

Bemerkung 5.14.2 Die Dimension von V ist > n, dabei ist n die Anzahl der

Vektoren, die P aufspannen.

SATZ 5.14.1: TODO: TITEL FEHLT

Seien v, w € R* zwei Vektoren mit v + w und v,w % 0 und P ein Parallelo-

gramm, welches von v und w aufgespannt wird. Dann ist Vola(P) = |v x w|.

Beweis. Per Definition erfiillt das Kreuzprodukt fiir alle z € R? die Gleichung ( v x
w,zy =det(V W Z), Wir wihlen also z mit ||z| = 1, und so, dass z orthogonal
zu span(v, w), also parallel zu v x w liegt. Dann bilden v,w und z eine Basis des
R?.

Wir haben schon gesehen, dass det (v % Z2) das Volumen des Wiirfels von v, w
und z ergibt. Weil z orthogonal zu span(v, w) liegt, und Linge 1 hat, ist das Volu-
men des Wiirfels gleich dem Flicheninhalt von P.

Andererseits gilt

det (Vv W 2) = wuxw,z)=|vxw|||z||cos<t(vxw,z) = |vxw|-1-cos(0) = |vxw|

v X w

Alternativer Beweis. Nach Definition gilt

Voly(P) = \/det (52% éﬁ}%é)
— \/<'u,v,><w,w>—<v,w>2 (Symmetrie)

= \/HvHZHwH2 —(v,w)? (Definition der induzierten Norm)
= /]2 |w]? = [v]2]jw]? cos? <t(v, w) (per Winkel-Definition)

= [[of[Jw] sin <(v, w)
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Es gilt Voly(P) = Vol von dem von v,w,z aufgespannten Wiirfel mit z_L span(v, w), |z]| =
1.

(v,vy (vyw)y (wu,z) o o w
= |det [(w,v) (w,w) {(w,z) _\/l-det (<<w7,v>> <<w’,w>>)—|v|||wsin<1(v,w)

(z,v)y (w,z)y {z,2z)

und Volz((v, w, z)) = |v x w|. Flacheninhalt von P ist |v||w]|sin < (v, w). O

Gram-Schmidt-Orthonormalisierung

In der Vorlesung haben wir den Satz induktiv bewiesen, den dabei genutzten Al-
gorithmus werden wir nun anwenden.
WEeil insbesondere v; + 0 gilt, definieren wir w; = mvl.
Wie finden wir we ? we muss die folgenden Bedingungen erfiillen
@ walw) <= (wy,wy)y=0
@ {wg,wse ) = 1.

Wir definieren also
espan(w;)~+

Wy == vg — { Vg, W1 YW1 -
[\ —
espan(w;)
Der Vektor w- liegt also orthogonal zu w; .

Wir definieren wy := mﬂ}g, dann hat der Vektor wy auch Norm 1.

Wie sieht w3 aus? Wir definieren analog

W3 = v3 —{v3,wy ywy — vz, w1 yw; undws = mﬂ}g,.
3
espan(wy,wz)
Somit wahlen wir induktiv die w; nach der folgenden Weise
k—1 1
Wy, i= v — 2 (vg,wi yw; und  wy = mwk (20)

i=0 :
[ —

espan(wi,...,Wk_1

1 1 0
Aufgabe: Sie V = span ((}), (8), ( 2 ))  R* mit dem kanonischen Skalar-

1 i —2
produkt in R%.

@ Was ist die Orthonormalbasis, welche zu (v, ve, v3) gehort?

Wir wenden das Gram-Schmidt-Verfahren an und erhalten

B == (}) -3 ()
wy = v = == :
et T vz +2\1) 2\

1 1
@2—U2—<U2,w1>w1—(8)—<<%>,

1 1

1 1 1\ 1

_(o)_ (2 il
(1) - Groso2)sl

1
Dann gilt (W, We ) =1 = we = Wy = é(ﬁ)

Ferner gilt

Wy = vz — {3, wz ) v — (3, W1 )Wy
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Nebenrechnungen:

oz = ((
oy = ((

L) -2(l) (0
(2 -1 1y_1(1
Wy = +too( ) -5 (1) =2

<12> 227 22\1 2\ 5

TR R N -
W, W) =75 W=y 3 =59\ )

@ Finde das Volumen von P, welches von vy, v, v3 aufgespannt wird.

|
MH[\JO
S~—

)

(3)>=0—1—;—1=—25
)

| o
M»—AM
SN—

Dann gilt

und

Was passiert, wenn wir das Gram-Schmidt-Verfahren auf eine Familie

von Vektoren anwenden. die nicht unbedingt linear unabhéingig sind?

Beispiel 5.14.3 Betrachten die Familie (v1,...,v5) mit v1 + 0 % vo und vz €
span(vy, ve). Wir wenden das Gram-Schmidt-Verfahren auf eine Familie von Vek-

toren an.

1
wp == — U1
Jloa

- 1
W = V2 — <02,w1>w1, wa = mvz
2

w3 = v; — {3, wy )wp — {v3, w1 )Wy

~
orthogonale Projektion auf span

Aber Achtung! vs € span(vy,ve) = wv3 € span(w;,ws) == orthogonale Projek-
tion von wvs auf span(ws,ws) ist vs selbst, und somit ist w3 = 0.

Das heiftt, w3 vergrofert die Basis nicht. In dem Verfahren {iberspringen wir sol-
che Fille und somit kénnen wir das Gram-Schmidt-Verfahren insbesondere dazu

verwenden, lineare Abhéngigkeit von Familien von Vektoren zu iiberpriifen.

Beispiel 5.14.4 Sei V = {p e R[t] | deg(p) < 2} iiber R mit dem Skalarprodukt

1
(p,q) = j p(t)a(t)dt. (21)

Wir wollen eine Orthonormalbasis von V finden.
Idee: Wir wahlen eine Basis von V und wenden das Gram-Schmidt-Verfahren an.
Wir wiihlen die Basis (1,t,¢%). Nun gilt

1 1
Wy = ——, U} = —V1.

\/<111,U1>7 o1

Ferner gilt

1
<’l)1,’l)1>:f 1-1dt =1 = w1:1
0

1 1 1 1

Ug(t)'wl(t)dtzvg—f t-ldt=t——--1=¢t— -

Wy = vy — Vg, W1 )W :U2—j
. 2 2

0

1
[ 2]

|w2|—m—wol (t_;fdt_W—g;w

und erhalten ws = 24/3 (t - %)

Wir wollen wy = i w9 berechnen, dazu errechnen wir

1

, V2T
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5.15 Explizite Darstellung von O(n)

Fir n=11ist O(1) = {1,—-1}.
Fiir n =2 gilt A e (2) «= A= (S0 00 ) oder 4 = (520 0 ) fiie

ein « € R. (Beweis sieche Fischer)

Die Matrix A ist die altbekannte Drehung um den Winkel o und die andere eine

Spiegelung an der Geraden R (“’ngg > Es gilt det(A) = 1 und det(A4’) = —1.
sin b3

Wir betrachten nun den komplizierteren Fall n = 3.
Sei also A€ O(3) und F : R® - R3 2 — Axz.
Das charakteristische Polynom Py4(t) hat Grad drei, also besitzt es mindestens

eine reelle Nullstelle A;. Als Eigenwert eine orthogonalen Matrix ist nur A; = +1

moglich.

Sei w; ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert A; mit |w;| = 1. Man ergén-
ze wy zu einer Orthonormalbasis (w1, ws,ws) von R®. Sei W := span(ws, ws) =
span(w;)*.

Lemma 5.15.1

Dann ist W ein F-invarianter Unterraum.

Beweis. Weil F orthogonal ist (¥1) und F(wy) = tw; ist (#3), gilt

weW < wlw &y F(w) L F(wq) & F(w) L wy < F(w)eW.

Also gilt [BESSERE DARSTELLUNG NOTWENDIG!]

und A ist die Matrix von F|y beziiglich der Orthonormalbasis (ws,ws) von W,
Weil Fly auch orthogonal ist, ist auch A orthogonal, also existiert ein o € R,

sodass eine der folgenden Fille Auftritt
~  (cos(a) —sin(a) ~  [cos(a)  sin(a)
@ A= <sin(a) cos(a) ) oder @ A= (sin(a) —cos(a) ) *
Dann gilt
+1 0 0
@ Mp(F)=| 0 cos(a) —sin(a)|.
0 si

= E,, oder Mp(F) = (:(%1

o= O
==}

@ A hat die Eigenwerte 1 und -1 mit den Eigenvektoren ve = (COS((

= (i)

Dann ist F' diagonalisierbar und beziiglich der Orthonormalbasis
~ ! . [« . [« !
B = (wl, cos <§> wa + Sin (5) w3, — SIn (5) wsg + COS (5) wg)

10 0 —10 0
M(F) = (86_01) oder  My(F) = ( g (1)91).

DR n|Q

)

gilt
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Durch umordnen der Basisvektoren erhilt man die Orthonormalbasis B und
B, sodass gilt
~100 10 0
Mg(F) = ( 0 5?) oder Mg(F) = <8—01 _01).

Diese Matrizen kamen schon in Fall @ vor.
Wir fassen die wichtigsten Ergebnisse des Falles n = 3 in zwei Sétzen zusammen.

Sarz 5.15.1: UBER O(3)

Zu einem orthogonalen Endomorphismus F € End(R? existiert eine Ortho-
normalbasis B, sodass gilt Mg(F) =

1 0 0 -1 0 0
0 cos(a) —sin(a) | oder 0 (@)  —sin(a)
e (et sl Rl e s Gt

Im Fall @ ist det(F) = 1 und F stellt eine Drehung dar. Im Fall @ ist
det(F) = 1— und F stellt eine Drehspiegelung dar.

SaTz 5.15.2: UBER O(3)

Fiir jede Matrix A € O(3) existiert eine Matrix T' € O(3), sodass gilt
Mp(F) = TAT™" mit

1 0 0 =i 0 0
A=10 cos(a) —sin(@)| oder A=| 0 cos(a) —sin(a)
0 sin(a) cos() 0 sin(a) cos(a)

Bemerkung 5.15.2 Sind A = (v1,...,v,) und B = (ws,...,w,) Orthonormal-

basen, dann ist die Basiswechselmatrix 74" € O(n).
Zu guter Letzt (und aus aktuellem Anlass)

SaTrz 5.15.3: VoMm FussBALL

Bei jedem Fufiballspiel, in dem nur ein Ball benutzt wird, existieren zwei Punkte auf der
Oberflache des Balls, die sich zu Beginn der ersten und zweiten Halbzeit, wenn der Ball genau
auf dem Anstofpunkt liegt, an der gleichen Stelle im Raum befinden.

Beweis. vgl. Fischer. O
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5.16 NORMALFORM ORTHOGONALER / UNITARER ENDOMORPHISMEN

5.16 Normalform orthogonaler / unitirer Endomorphismen

Lemma 5.16.1 (Normalform von SU(2))

Es gilt Ae SU(2) < A= (‘; _ag) fiir a,b € C mit |a|® + |b]? = 1. Also gilt

AeSUQ2) «— A= (COS(W@W —Sin(u)e—icp> '

sin(v)e’?  cos(v)e ™

Beweis. HA. O

SATZ 5.16.1: NORMALFORM UNITARER ENDOMORPHISMEN

Zu jedem unitdren Endomorphismen F' eines endlichdimensionalen unitéren

Vektorraums existiert eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Korollar 5.16.2
Zu jedem A € U(n) existiert ein T € U(n), sodass gilt

A 0
A=T T,
0 A

wobei \; € C und |\;| =1 fiir alle i € {1,...,n} gilt.

Beweis. (von Satz 5.16.1) Sei F' € End(V) unitér und n := dim(V'). Wir bewei-
sen den Satz mit Induktion {iber die Dimension n € N.

TA: (n = 1) Es ist nichts zu zeigen.

IV: Fiir ein beliebiges festes n € N gilt der Satz und dimV = n.

ISSn—1->n.

WEeil jedes komplexe Polynom iiber C zerfillt, hat F' einen Eigenvektor v; zum
FEigenwert ;. Seien v; ein normierter Eigenvektor von F und W = span(vl)J-. Der
Unterraum W < V hat die Dimension n — 1.

Wie im reellen Fall sieht man, dass W invariant unter F ist (vgl. Lemma 5.15.1).
Es gilt

weW <« (vi,w)y=0
> (F(n),F(w))=0
<~ <>\1v1,F(w)>=O

5 o, Fw)y = 0

<~ <)\1v1,F(w)>=0
— F(w)eW

Deshalb kann man die Einschrinkung F|y als Abbildung nach W auffassen und
somit als unitdren Endomorphismus auf W, weil das Skalarprodukt durch die Ein-

schrankung erhalten bleibt, es gilt dim W = n — 1.
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Nach IV existiert eine Orthonormalbasis (v, . .., v,) von W aus Eigenvektoren von
Flw. Dann ist (vy,...,v,) eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren von
V. O

SATZ 5.16.2: NORMALFORM ORTHOGONALER ENDOMORPHISMEN

Zu jedem orthogonalen Endomorphismus F' eines endlichdimensionalen eu-
klidischen Vektorraums V' existiert eine Orthonormalbasis B, sodass gilt

+1

MB(F): ..'*1 )

cos(a;) —sin(a;)

sin(ej)  cos(ay)

wobei 4; = < ) € SO(2) mit o; € R\{m - R}.

. J

Beweis. (Skizze) Es reicht, den Fall V = R", F(v) = A-v fir A € O(n) zu
betrachten. Sei nun Fg : C* — C", v — A -v. Dann ist Fr unitdr und nach den
vorigen Satz existiert eine Orthonormalbasis von C" aus Eigenvektoren von Fg.
Die reellen Eigenwerte von Fg sind +1. Die nicht reellen Eigenwerte kommen in
komplex konjugierten Paaren (\, \) vor.

Wir benétigen folgendes Hilfs-

Lemma 5.16.3
Unter den bisherigen Voraussetzungen gilt: Ist v = (vy ... ’un)T ein Figenvektor

zum Eigenwert X, dann ist v = (07 .. .W)T ein Eigenvektor zum Eigenwert .

Beweis. (des Hilfslemmas) Weil die Matrix A reell ist, folgt aus Av = Av

AT = Av = Av = \v = \T.

Man {iberlege sich, dass man deshalb eine Orthonormalbasis B von C™ der Form
(U1, Upy V1, e ooy Uy W1, W1, Wa, Wa, - . .y Wy, W)

zu den Eigenwerten
(1,1, =1, =1, A0, A, Aoy Aoy ey Ag, Ag)

finden kann, wobei die u; und v; reelle Vektoren sind und \; = cos(a;) + isin(a;)
mit a; € R\{m - R} ist.

Dann ist

Be — (u1 _— ; R(wr) Im(wy) R(wz) Im(ws) R(wp)  Im(wy,) )
T Ry [ T (wn) [ [R(w2) [ Im(wa) [T [R(wn) | [ Tm(wn) |

eine Orthonormalbasis von R" und Mp(F') hat die gewiinschte Form. O
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5.17 Selbstadjungierte und normale Endomorphismen

In diesem Abschnitt sei V immer ein endlichdimensionaler unitirer oder euklidi-
scher Vektorraum.

DEFINITION 5.17.1 (zu F adjungierte Endomorphismus)
Der Endomorphismus F* € End(V) heifit der zu F € End(V) adjungierte

Endomorphismus, wenn fiir alle v,w € V gilt

(F(v),w) = (v, F*(w) ). (ad)

DEFINITION 5.17.2 (Selbstadjungierter Endomorphismus)
Ein Endomorphismus F' heifst selbstadjungiert, wenn F'* = F gilt.

SATZ 5.17.1: ADJUNGIERTER ENDOMORPHISMUS

7Zu jeden Endomorphismus existiert ein eindeutig bestimmter adjungierter

Endomorphismus.
Beweis. Sei B = (vi,...,v,) eine Orthonormalbasis von V und sei Mg(F) :=
A= (aij).

Dann gilt nach Definition 3.1.1 a;; = (F(vj),v; ).
Eindeutigkeit: Angenommen, F* erfiilllt die Gleichung (ad) und A = (a;;) =
Mp(F*). Dann gilt

~ (ad) _
i = (F*(v5), 0 ) = o, F*(vg) ) =" (F(vi), v5) = @i
Also gilt A=2" = a*.
Existenz: Der Endomorphismus ist mit Matrix A* beziiglich der Basis B erfiillt
(ad).
TODO: Nachrechnen! O

Korollar 5.17.3 (zum Satz)
Es gilt F** = F.

Korollar 5.17.4 (zum Beweis)
Ist B ein ONB, A = Mg(F), dann ist M(F*) = A*, insbesondere gilt F
selbstadjungiert < A = A*.

ALTERNATIVE DEFINITION 5.17.5 (adjungierter Endomorphismus)
Anstatt der Gleichung (ad) kann man auch (w, F(v) ) = ( F*(w),v ) verwen-
den.

Korollar 5.17.6 (zum Beweis)
Ein Endomorphismus F € End(V) ist genau dann selbstadjungiert, wenn die
darstellende Matriz Mg(F) beziiglich einer (und daher jeder) Orthonormalbasis

von V. symmetrisch bzw. hermitesch ist.
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Lemma 5.17.7
Ist der Endomorphismus F' € End(V) selbstadjungiert, so sind (auch im kom-

plexen Fall) alle seine Eigenwerte reell.

Beweis. Sei A ein Eigenwert von F' zum Eigenvektor v. Dann gilt

Mu,w)y={v,w)={v,F(v))=(F@),v)={lv,v)=Av,v).

>0 >0

Daraus folgt A=\ O

Korollar 5.17.8
Die Figenwerte einer hermiteschen Matriz sind reell. (Folgt direkt aus 5.17.6)

Korollar 5.17.9
Das charakteristische Polynom einer reellen symmetrischen Matriz zerfallt in

Linearfaktoren.

Beweis. Man kann jede reelle symmetrische Matrix auch im komplexen auffassen,
wo nach dem vorherigen Korollar die Eigenwerte reell sind, und das charakteristi-

sche Polynom somit zerfallt. O

Korollar 5.17.10
Das charakteristische Polynom eines selbstadjungierten Endomorphismus zer-
fallt auch im reellen Fall in reelle Linearfaktoren.

TODO: Kurze Begriindung

Lemma 5.17.11
Ist W < V ein F-invarianter Unterraum, so ist W ein Fs-invarianter Unter-

raum.

Beweis. Es gilt

veWt — (v,w)=0 firalleweW

> (w,v)y=0 firalleweW

F(W=)§W<F(w),v> =0 firalleweW

> (w,F*(v))=0 firalleweW
— F*(v) e W+,

Korollar 5.17.12
Sei F' € End(V) ein selbstadjungierter Endomorphismus. Ist W < V ein F-

invarianter Unterraum, so ist auch W+ ein F-invarianter Unterraum.

SATZ 5.17.2: SPEKTRALSATZ

Ist F € End(V) ein selbstadjungierter Endomorphismus, gibt es eine Ortho-
normalbasis von V aus Eigenvektoren von F'.
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antiselbstadjungiert

5.17 SELBSTADJUNGIERTE UND NORMALE ENDOMORPHISMEN

Korollar 5.17.13
Ist A € K"™™ eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix, so existiert eine

orthogonale bzw. unitdre Matrix T, sodass gilt

A\ 0
A=T T N eRVje{l,...,n}.
0 An

Beweis. Wir beweisen den Satz mit vollstdndiger Induktion tiber n := dim(V') € N.
IA: Fiir n = 1 ist nicht zu beweisen.

ISsn—->n+1.

Sei V ein (n + 1)-dimensionaler Vektorraum. Wir miissen zeigen ,dass die Behaup-
tung auch fiir V' wahr ist. Weil das charakteristische Polynom auch im reellen
Fall zerfallt (Korollar 5.17.9), hat F' mindestens einen Eigenwert und somit auch
mindestens einen Eigenvektor.

Sei v; € V ein normierter Eigenvektor von F. Dann ist W = span(v) ein F-
invarianter Unterraum. WARUM? Weil F' selbstadjungiert ist, ist nach Korollar
5.17.12 auch W+ F-invariant.

Auferdem ist dim W+ =n+1—1=n und F|y . ist ein selbstadjungierter Endo-

morphismus von W+. Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine ONB (vs, . . ., v,,)
von W+ aus Eigenvektoren von F|yy .. Dann ist (vq,...,v,) eine ONB von V aus
Eigenvektoren von F. O]

Korollar 5.17.14
Sind A1, ..., Ay die verschiedenen Figenwerte eines selbstadjungierten Endo-

morphismus F € End(V'), so ist V die direkte Summe der Eigenrdume:

V = (D Eig(F, ).
j=1

Sel nun V ein endlichdimensionaler unitarer Vektorraum.

DEFINITION 5.17.15 (normaler Endomorphismus)
Ein Endomorphismus F' € End(V) heifst normal, wenn gilt

FoF*=F*oF.
Korollar 5.17.16
Selbstadjungierte Endomorphismen sind normal und ihre Eigenwerte sind reell.

Hermitesche (F* = F), schiefhermitesche (F* = —F) und unitire (F* = F~1)
Endomorphismen sind normal.

Beweis. (Skizze) Fiir unitire Endomorphismen gilt
F*F=F'F=id=FF ! = FF*,

ihre Eigenwerte haben Betrag 1.
Die Eigenwerte schiefsymmetrischer (oder antiselbstadjungiert) Endomorphismen

sind rein imaginér, denn aus F'(v) = Av mit v # 0 folgt

Mo, vy ={v,v)={(F@),v))={v, F*(v)) ={v,—F(v)) = =A{v,v).
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5.17 SELBSTADJUNGIERTE UND NORMALE ENDOMORPHISMEN

Ist F € End(V) ein normaler Endomorphismus, dann existiert eine ONB

aus Eigenvektoren von V.

Beweis. Fiir unitdre und selbstadjungierte Endomorphismen haben wir die Be-
hauptung schon gezeigt.

Der Beweis ist ganz dhnlich wieder der Beweis von Satz 5.17.2. Wir wissen bereits,
dass wenn F, G € End(V') kommutieren, ihre Eigenrdume F-invariante Unterrdume
von G sind. (HA IIT Aufg 2). Nutzen wir nun auch noch Korollar 5.17.12, erhalten

wir das folgende

Lemma 5.17.17
Ist F € End(V) normal, so ist Eig(F,\)* ein F-invarianter Unterraum fiir

jeden FEigenwert A\ von F.

Beweis. Weil F und F* kommutieren, ist Eig(F, \) ein F*-invarianter Unterraum

und somit ist Eig(F, \)* ein F** = F-invarianter Unterraum. O
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5.18 HAUPTACHSENTRANSFORMATIONEN I: KEGELSCHNITTE

5.18 Hauptachsentransformationen I: Kegelschnitte

Gegeben sei die Gleichung
aux? — 2a12T122 + a22x§ +bix1 +boxo +¢c=0 (22)

Wir wollen die Lésungsmenge @ = {z = (ﬁ;) e R? : z erfiillt ??} dieses quadra-
tischen Polynoms in zwei Variablen finden.

Wir kénnen die Gleichung ?7? folgendermafen umschreiben:
??7 = 2T Az +bTx+c=0 mit A = (Z; Z;g) , a2 =as, b= (Z;) .
Mit Hilfe des Skalarprodukts kénnen wir die Gleichung also so schreiben

7?7 — (x,Ax)p> +{(b,x)+c=0 (23)
WEeil die Matrix A symmetrisch ist, besitzt sie nach Satz 7777 eine ONB au Eigen-

vektoren und ist somit diagonalisierbar, fiir ein o € R gilt

A1 cos(a) —sin(a)

e (Mo0Y _
STHAS = <O Ao mit A, A2 €R und S = sin(a)  cos(a) € 50(2).

O.B.d.A gilt det(S) = 1. Istdet(S) = —1, so dndern wir die Ausrichtung der ONB
oder multiplizieren den letzten Eigenvektor mit -1.

Nach ??7? sind die Spalten von S eine positiv orientiere ONB von R

Wir wollen nun die Gleichung ??7 in Koordinaten beziiglich dieser Basis schreiben.

Setzen wir x = Sy in 7?7 ein, so erhalten wir
(STASy +b7Sy+c=0 «— yTSTASy + (STH)T +c=0.

Weil ... gilt S7 = S~! und somit STAS = S71AS = () ).
Nun definieren wir (S7b) == b = (%) und erhalten somit die zu ?? &dquivalente
Gleichung

Myt + Aay3 + bays + baya + ¢ = 0, (24)

und es gilt z € R? erfiillt ?? < y = S~ 'z erfiillt ??.
Wir unterscheiden nun in zwei Félle:
Fall 1: A\ #0 # Aa.
Wir kénnen nun durch quadratische Ergdnzung die linearen Terme eliminie-

ren. Die Gleichung 7?7 ist dquivalent zu

~ ~ N2 ~ ~ o\ 2 ~
b b b b b
A1 y%+22/\lly1+<2;1> + A2 y%+22/\22y2+<2/\22> +c—4—;1—7f

Definieren wir nun

~ N\ 2 ~ \ 2 ~ ~
by by - b1 bo
= It — 22 de=c_ 2L 22
" (yl * 2)\1> ) U2 <y2 * 2)\2> nde =T T Dy
erhalten wir
7?7 < Mul+dus +¢=0 (25)
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Fiir ¢ € {1, 2} folgt aus der Definition von u; y; = u; — 2671

b By

Aus z = Sy folgt damit x = Su — S (25;1). m=—S 2521 ist die Trans-
g g

lation und Swu die Rotation des u;-us-Koordinatensystems beziiglich des ;-

r9-Koordinatensystems.
[Bild!! mit um Winkel @ und um m translatiertes ui-ugs-Koordinatensystem|
Fall 1.1: A1 und A haben das gleiche Vorzeichen. O.B.d.A kénnen wir annehmen,
dass A1, A2 > 0 sind, andernfalls betrachte die Gleichung (—1)-77.
Fall 1.1.1: Ist > 0, so gilt Q = {}, da auch A\ju? + Au3 > 0 ist.

Fall 1.1.2: Ist ¢ > 0, so ist die einzige Losung u; = uy = 0, also gilt y; = fQETll
N _ b
und yo = 72% sogiltz =29 ( 2?)/\1> also Q = {m}
T 2):
Fall 1.1.3: Ist & < 0, so gilt ’
2 2
Mt dud= —F = Ay g

()
Mit A; = /5 > 0 fiir j € {1,2} gilt also
Ul 2 u9 2

— 2] =1
(A1> i (A2>

Dann ist Q die Ellipse mit Mittelpunkt m, Halbmessern Ay und Ao,

deren Hauptachsen gegen die Koordinatenachsen von dem Winkel

« gedreht wird.
[Bild!]
Fall 1.2: Die beiden Eigenwerte habe verschiedene Vorzeichen.

Fall 1.1.1: ¢ # 0. O.B.d.A hat ¢ das gleiche Vorzeichen wie Ay. Andernfalls

~ 0 -1
verwenden wir S = S - 1 0 ) anstatt S. AuBerdem nehmen wir

0.B.d.A €, Ay < 0 an, sonst betrachten wir (—1)- ??, also ist A; > 0.

Dann gilt

Mu? + douh = —C = —— — 2 =1.

MitAlzq/;—f>OundA2: j{—f>0giltalso

() () -

Die Losungsmenge @ ist eine Hyperbel mit Mittelpunkt m und

Hauptachsen, die gegen die Koordinatenachsen um den Winkel «
gedreht sind.
[Bild!!]
Fall 1.1.2: ¢=0.
Wir nehmen 0.B.d.A \; > 0 > )y an. Dann gilt mit 4, := /A\; und

Ag =4/ 7)\2

HHlpsresser

Hyperbel

Hauptachse

Alu%—l—)\gug =0 A%u%—A%u% =0 (Alul-l—Ag’U,g)(Alul—Ag’Ug) =0.
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Die Losungsmenge @ ist als die Vereinigung zweier Geraden, die
sich im Punkt m schneiden. MEHR BEGRUNDUNG!
Fall 2: Einer der Eigenwerte ist Null, der andere nicht. Wir nehmen 0.B.d.A an, es
gelte A1 + 0 = As.
Dann gilt
M2y + biys + boys + ¢ = 0.

Wir eliminieren den linearen Term in y; durch quadratische Ergénzung: Wir

definieren u; := yo + ;Tll und erhalten

- B2
Mud +boys +c— — = 0.
1Uy 2Y2 + C Iy
Fall 2.1: by £ 0
~ 72 ~
Mit g == (o + 2520 gilt Ajug + byup = 0. Mit A := —2+ gilt also
202 2

uy = Au?.

Die Losungsmenge @ ist also eine Parabel.
[BILD!!]

Fall 2.2: by = 0. .
Mit ¢ :=¢— % gilt dann

)\1’&? +c=0.

Fall 2.2.1: ¢ > 0. Dann gilt Q = {J}.

Fall 2.2.2: ¢ > 0. Dann gilt u? = —)\—61 = Uiy = T4 /7% und die Losungs-
menge @ ist die Vereinigung zwei paralleler Geraden.
[BILD!!]

Fall 2.2.3: ¢ = 0. Dann gilt u; = 0 und Q ist eine Gerade.
Fall 3: A\ = A2 = 0. Dann ist A = (0) und man erhélt die lineare Gleichung (b, z ) =

—C.
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5.19 HAUPTACHSENTRANSFORMATIONEN II: QUADRATISCHE FORMEN IN
EUKLIDISCHEN VEKTORRAUMEN

5.19 Hauptachsentransformationen II:Quadratische Formen in euklidiscl

29.06.18
Lemma 5.19.1

Sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt

{-,+>. Fir jeden Endomorphismus F ist die Abbildung
bp:VxV >R, (v,w)—{(v,Fw).
eine Bilinearform und es gilt

bp symmetrisch <= F selbstadjungiert.

Beweis. Weil das Skalarprodukt bilinear ist und F' linear ist, ist bp bilinear.

"= ": Ist bp symmetrisch, gilt fir alle v,w eV

(v, F(w) ) = bp(v,w) = bp(w,v) = (w, F(v) ) = (F(v),w),

also ist F' selbstadjungiert.
"=": Ist F' selbstadjungiert, so gilt fiir alle v,w e V

bF(vﬂw) = <U7F(w)> = <F(U)7w> = <w7F(U)> = bF(wvv)v
also ist die Bilinearform bp symmetrisch. OJ
Lemma 5.19.2
Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt

(-,+>. Fir jede Bilinearform b auf V existiert genau ein Endomorphismus
F € End(V), sodass fir alle v,w eV gilt

‘bp(v,w) = <U7F(w)>.‘

Beweis. Eindeutigkeit:

Angenommen, es gilt bp(v,w) = (v, F(w) ) fiir alle v,w e V.

Insbesondere fiir die Vektoren einer Orthonormalbasis (v, ..., v,) von V gilt dann
b(vi, v;) = (wi, F(v5) ).

Die Bilinearform b und der Endomorphismus F' haben also die gleiche darstellenden
Matrix B = (b(vs,v;)) beziiglich der Orthonormalbasis. Dadurch ist F' eindeutig
bestimmt.

Existenz: Sei B := (b;;) mit b;; := b(v;,v;). Der Endomorphismus F' mit darstel-

lender Matrix B liefert das Gewlinschte

n
F:V - V, v = Z b,‘j<’l}j,v>1}i
ij=1
Denn dann gilt fiir alle &, € {1,...,n}

Cory Fve)) = Cony D) bigCvjyveyoiy = (o, ) bij5i,jvi>=<vk7zbim>

i,5=1 i,j=1

= D bie vk, vi) = Y biedki = bre = b(vx, ve)-
i=1

i=1
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Dann gilt fiir alle z = 33" | 2;0; und w = 377, yjv; (v, F(w)) = b(v, w). O

Bemerkung 5.19.3 Fiir V = R" mit dem Standardskalarprodukt kann man das
ganz direkt sehen: Ist B die Matrix von b beziiglich der kanonischen Basis gilt

b(z,y) = 2" By = {(x,By).

SaTz 5.19.1

Zu einer symmetrischen Bilinearform b auf einem endlichdimensionalen eu-
klidischen Vektorraum existieren eine ONB (vy,...,v,) von V und die

Zahlen Aq,...,\, € R, sodass fiir alle v,w € V mit v = Z?zl z;v; und

w = Z?=1 y;v; gilt

n )\1 0
b(v,w) = Z MeZrYp. | = Mp = ( )
k=1

0 An

Das n-Tupel (A1,...A,) ist bis auf Permutationen eindeutig bestimmt,

héngt also nur von b und der ONB ab.

\. J

Beweis. Existenz:
Sei F' € End(V) der eindeutig bestimmte Endomorphismus mit b(v, w) = (v, F(w) )
aus Lemma 5.19.2. Weil b symmetrisch ist, ist F' nach Lemma 5.19.1 selbstadjun-

giert.
Nach Satz 5.17.2 existiert also eine Orthonormalbasis (v1,...,v,) von V aus Ei-
genvektoren von F. Seien Aq,...,\, die dazugehoérigen Eigenwerte.

Dann gilt fiir die Vektoren v = 337 | z;v; und w = 377, y;v;
n n

bosw) = (o)) = o P ( Ny )) = o Y PG
j=1 j=1

= <Z TV4, 2 YiAvj ) = Z zi\jy; {vi, v ) = Z xiNjy;01) = Z iy
; i—1 i=1

i=1 j ij=1 i,j=1
Eindeutigkeit:
Wie nehmen an, dass B = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis von V' ist, sodass

b(v,w) = Y, Niz;y; fiir die schon deklarierten v,w € V gilt, und dass F der
eindeutig bestimmte Endomorphismus mit b(v, w) = (v, F(w) ) ist.
Fiir alle 4,5 € {1,...,n} folgt

N i=j
(i, F(vj) ) = b(vi, v5) = Aidij = {0 it
und somit
F(v;) = Z (i, F(vj)viAjuj. oder F(vj) = Ajuv; 77777
i=1
Somit ist B eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von F' und (Ay,...,A,) die
Eigenwerte von F' und deshalb ist F' durch b eindeutig bestimmt. O

Wo gehort das Folgende hin??
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SATZ 5.19.2

Sie V ein endlich dimensionaler euklidischer Vektorraum mit dem Skalar-
produkt {-,->und ¢ : V — R eine quadratische Form auf V. Dann existiert
eine Orthonormalbasis B = (v1,...,v,) von V, sodass fiir allev = > ;| zv;
gilt

q(v) = Z XT3
j=1

Beweis. Per Definition existiert zu jeder quadratischen Form eine eindeutig ge-
stimmte symmetrische Bilinearform b : V x V' — R, sodass ¢(v) = b(v,v) fiir
alle v € V gilt. Zu b existiert ein eindeutig bestimmter selbstadjungierter Endo-
morphismus A € End(V), sodass b(v,w) = (v, Aw) fiir alle v,w € V gilt. Eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A liefert das Gewiinschte. |

DEFINITION 5.19.4 (positiv / negativ (semi)definite Bilinearform)
Eine symmetrische Bilinearform b auf einem R-Vektorraum V heiflt positiv
definit, wenn b(v,v) > 0 fir alle v € V\{0} gilt.

Sie heifst positiv semidefinit, wenn b(v,v) = 0 fiir alle v € V' gilt.
Die Begriffe negativ (semi)definit sind entsprechend definiert.
Die Bilinearform heifst indefinit, wenn zwei Vektoren v,w € V mit b(v,v) >

0 > b(w, w) existieren.

DEFINITION 5.19.5 (positiv / negativ (semi)definite Matrix)
Eine symmetrische Matrix B € R™*" heifit positiv definit, wenn 7 Bx > 0 fiir
alle z € R™\{0} gilt und positiv semidefinit, wenn T Bz > 0 fiir alle z € R”
gilt.
Die Begriffe negativ definit und negativ semidefinit sind entsprechend definiert.
Die Matrix heifit indefinit, wenn zwei Vektoren z,y € R™ mit 27 Bz > 0 >
y? By existieren.

Eine symmetrische Matrix A € R™*" ist genau dann positiv definit (semi-

definit), wenn alle Eigenwerte von A positiv (nichtnegativ) sind.

Beweis. HA. O

Eine symmetrische Bilinearform b auf einem endlichdimensionalen R-

Vektorraum V ist genau dann positiv definit (semidefinit), wenn ihre Matrix

beziiglich einer beliebigen Basis von V positiv definit (semidefinit) ist.

Beweis. Wenn B die Matrix von b beziiglich einer Basis (v1,...v,) von V ist,

dann gilt fiir alle v = > z0, €V

b(v,v) = 2T Ba.

5 EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME 93

positiv definit

positiv semidefinit

indefinit

negativ definit



02.07.18

5.19 HAUPTACHSENTRANSFORMATIONEN II: QUADRATISCHE FORMEN IN
EUKLIDISCHEN VEKTORRAUMEN

Ganz entsprechend beweist man die analogen Satze fiir unitdre Vektorrdume:

SAaTz 5.19.5

Zu einer hermiteschen Sesquilinearform b auf einem endlichdimensiona-
len Vektorraum V' existiert eine Orthonormalbasis (vy,...,v,) von V und

Zahlen A1,...,\, € R, sodass fiir alle v,w € V mit v = > | x;v; und

w= Z;Ll y;v; gilt

(v,w) = Z ATk Tk-
k=1

Das n-Tupel (A1,...\,) ist bis auf Permutationen eindeutig bestimmt.

Eine hermitesche Matrix A € C"*™ ist genau dann positiv definit (semide-

finit), wenn alle Eigenwerte von A positiv (nichtnegativ) sind.

Eine hermitesche Sesquilinearform b auf einem endlichdimensionalen uni-
téren Vektorraum V ist genau dann positiv definit (semidefinit), wenn ihre
Matrix beziiglich einer beliebigen Basis von V positiv definit (semidefinit)
ist.

Beweis. Eine hermetische Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn 27 Az > 0
fiir alle z € C™ gilt. Die anderen Begriffe laufen analog.

Aquivalent ist eine hermetische Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn
2TAz > 0 fiir alle z € C" gilt, denn es gilt

TAZ>0V2£20 < ZFA2>0V2#0
und

ZTAz = (ETAz)T =2TATz = ;T4

Bemerkung 5.19.6 Entsprechend gilt auch die Definition von positiv definit etc.

fiir hermitesche Matrizen und Sesquilinearformen.
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5.20 HAUPTACHSENTRANSFORMATIONEN III:
BILINEARFORMEN AUF EUKLIDISCHEN UND UNITAREN VEKTORRAUMEN

5.20 Hauptachsentransformationen III:Bilinearformen auf euklidischen 1

SATZ 5.20.1

Sei b eine symmetrische Bilinearform auf einem endlichdimensionalen R-
Vektorraum V. Dann existiert eine Basis B = (vy, ..., v,) von V, sodass fiir

alle i,5 € {1,...,n} gilt

—0 i %
b(vs, v;) {e (#1,0} =

DEFINITION 5.20.1 (Signatur einer Bilinearform)
Die Signatur (oder der Trigheitsindex) einer symmetrischen Bilinearform auf
einem endlichdimensionalen R-Vektorraum ist das Tupel (k,¢,m) € N® defi-

niert durch

Signatur

k=#{ie{l,...,n}:b(v;,v;) = 1},
C=H#{ie{l,...,n}:blv;,v;) = —1}
m=#{ie{l,...,n}:b(v;,v;) = 0}.

Lemma 5.20.2 (Trigheitssatz von SILVESTER)
Die Signatur einer symmetrischen Bilinearform b auf einem endlichdimensio-
nalen R-Vektorraum hdngt nur von b und nicht von der Wahl der Basis ab.

Korollar 5.20.3 (Matrix-Version)
Fiir jede symmetrische Matriz B € R™™" existiert eine Matriz S € GL(n,R),

sodass gilt
A1 0
STBS = mit \; € {+1,0} Vj e {1,...,n}.
0 An

Das Tupel (k,¢,m) € N* definiert durch

k=#{je{l,...,n}:\; =1},
C=#{je{l,...,n}: \; = -1}
m=#{je{l,...,n}: A\, =0}

hdngt nur von B ab und nicht von der Wahl einer passenden Matriz S.
Beispiel 5.20.4 Sei b die symmetrische Bilinearform auf R® mit
1 -1 -1
b(x,x) = 23 + 23+ 22 — 22129 — 20003 — 2237, = ! Bx mit B = (-1 1 —1> .
-1 -1 1

Seien y1 := x1 — To, Yo = x3 — Lo — x1 und y3 = x1 + 22, dann gilt

10 0
b(z,x)=yi+ys—y3=y" (0 1 0 |y
1 2 3 0 0 _1
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5.20 HAUPTACHSENTRANSFORMATIONEN III:
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(3 Ty — T2 1 -1 0 x1
(l/z) =|lx3—a2—11 | =-1 -1 +1 <502>
Y3 T1 + 22 -1 -1 0 3

1 -1 0
Mit S = (1 -1 +1> gilt also
0

-1 -1

1 0 0
b(z,x) = 27 ST <0 10 ) Sz.

0 0 -1
1 0 -1
Die Spalten von §~! = 1 (1 0 1 > sind die gesuchte Basis (v, vs, v3) beziig-
0o 2 =2

lich der y-Koordinaten.

Probe: Es muss gelten

vy
(b(v, v5))ij = (vz> B(v1 v2 vs) =g 1" pg1

U3

Und tatséchlich, es gilt

L/l -1 0 1 -1 -1 1 0 —1
s1'pgt_-(-1 -1 +1)([-1 1 —=1)[-1 0 1
4\-1 -1 o0 -1 -1 1 0 2 -2

1 -1 0 2 22y ;40 0 1 0 0
-1 -1 +1)([-2 -2 2)=Z2(0o 4 o)=(0 1 0]},
-1 -1 0 0 2 0 4\0 0 —4 0 0 -1

DEFINITION 5.20.5 (Ausartungsraum eine Bilinearform)
Der Kern oder Ausartungsraum einer symmetrischen Bilinearform b auf einem

Vektorraum V ist definiert als

‘Ker(b) ={veV:blv,w)=0Ywe V}‘

Korollar 5.20.6

Der Ausartungsraum ist ein linearer Unterraum von V.

Beweis. Selbst. O

Korollar 5.20.7
Ist B e K™*"™ die Matriz von b beziiglich einer Basis (v1,...,vy,), dann gilt

v = Z zjvj € Ker(b) < 1z € Ker(B)
j=1

Beweis. Selbst. O

DEFINITION 5.20.8 (ausgeartete / degenerierter Bilinearform)
Eine symmetrische Bilinearform b heifft ausgeartet oder degeneriert, wenn
Ker(b) # {0} und nicht ausgeartet oder nicht degeneriert, wenn Ker(b) = {0},
d.h., wenn es zu jeden Vektor v € V\{0} ein w € V gibt, sodass b(v,w) # 0
gilt.
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DEFINITION 5.20.9 (Skalarprodukt)
Ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V' ist eine nicht ausgeartete sym-

metrische Bilinearform auf V.

DEFINITION 5.20.10 (nichteuklidisches Skalarprodukt)
Ist ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V' nicht positiv definit, so heifft es nichteuklidisch.

DEFINITION 5.20.11 (Lorentz- oder Minkowski-Skalarprodukt)
Eine indefinites Skalarprodukt mit Signatur (3,1) oder allgemeiner (n — 1, 1) heiflt Lorentz- oder
Minkowski-Skalarprodukt.

Lemma 5.20.12
Ist Vi < V ein zu Ker(b) komplementirer Unterrraum, sodass V = Ker(b) @
Vi gilt, dann ist die Einschrinkung bly, eine nichtdegeneriertes symmetrische

Bilinearform auf V7.
Beweis. Selbst. O

Beweis. (von Satz 5.20.1) Ist b ausgeartet, so erhélt man eine geeignete Basis
aus einer geeigneten Basis von V; und einer Basis von Ker(b) aus dem vorangegan-
genen Lemma.

Sei also b eine nichtausgeartete symmetrische Bilinearform auf einem endlichdi-
mensionalen R-Vektorraum V. Wir beweisen die Behauptung iiber vollstandige
Induktion tiber n := dim(V).

TA: Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen.

IS: Sei n > 0. Weil b nicht ausgeartet ist, existiert ein ¥; € V mit b(v1,77) # 0.
Sonst nach der Polarisationsformel [hier LINK!] wire b die Nullform! Fiir vy =

— . 7 gilt dann

[b(1,91)]

b3S
b(vi,v1) = | (51,%1) ==+1.

b5, 1))
Sei nun U < V das orthogonale Komplement von span(v;) beziiglich b, dann gilt
U={veV :blv,v) =0}

und dimU = n — 1, da die lineare Abbildung V' — R, v — b(v1,v) hat R als Bild,
weil db(v1,v1) # 0 gilt, und als U als Kern. Nach der Dimensionsformel gilt

n=dmV =dimU +dimR =dim U + 1.

Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Basis (va,...,v,) von U, sodass fiir

alle 7,5 € {2,...,n} gilt

-0 i#j
b(vi,vj) J
e{+l} i=j.
Dann ist (vq,...,v,) eine Basis V sodass fiir alle ¢, € {1,...,n} gilt
=0 i#]
b(Ui,’Uj) J
e {£l} i=1j.
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5.20 HAUPTACHSENTRANSFORMATIONEN III:
BILINEARFORMEN AUF EUKLIDISCHEN UND UNITAREN VEKTORRAUMEN

Beweis. (Idee fiir Eindeutigkeit der Signatur (5.20.2)) Es gilt

k = max{dimU : U € V ist ein linearer Unterraum und b|y ist positiv definit.}
¢ =max{dimU : U € V ist ein linearer Unterraum und b|y ist negativ definit.}

m = dim Ker b.

Ein andere Beweis findet sich im Fischer. O
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5.21 *IX: DREHUNGEN IN DER EBENE UND IM RAUM

5.21 *IX: Drehungen in der Ebene und im Raum

Intuitive Eigenschaften von Drehungen mathematisieren

Intuitive Eigenschaften von Drehungen:

e ist invertierbar

e erhilt Liangen, Winkel und Orientierung

DEFINITION 5.21.1 (Orthogonalitit)
Sei V' ein R-Vektorraum mit Standardskalarprodukt (-, - . Ein Endomorphis-
mus F € End(V) heifst orthogonal, wenn gilt
e F ist invertierbar
o (F(v),F(w))={v,w) fir alle v,w e V.

Ist jede orthogonale Abbildung eine Drehung? Nein, da auch Spiegelungen ortho-
gonale Abbildungen sind.

Eine Drehung muss det I = =+1 erfiillen, d.h., (vgl. VL) dass die Matrix einer
orthogonalen Abbildung beziiglich einer Orthonormalbasis eine orthogonale Matrix
iSt, d.h. MB(F)TMB(F) =F.

Es gilt det(F) =1 = Mpg(F) € SO(n).

Drehungen im R?

Sei R, eine Drehung in R? um den Ursprung mit Winkel a € [0, 27).

Raferyk—er—Rafeq)

Was sind die Koordinaten von R, (e1) und Ry (e2)?

R, (e1) = cos(a) - e +sin(a) -e2 und Ry(ez) = —sin(a) - e1 + cos(a) - ez

e Mp(Ry) = (cos(a) —sin(a)> € S0(2).

sin(a)  cos(a)
Ist SO(2) abelsch? Jal

Beweis. Sie B = (e, e2) eine Orthonormalbasis, dann gilt

cos(a+ B) —sin(a+ fB)

MB(RQ)MB(RB) = (SiII(Oé + ﬁ) COS(OZ + B)

) = MB(R,@)MB(RQ)'

Drehungen im Raum

Intuition:
Eine Drehung im R® hat eine Drehachse und einen Winkel o. Diese Drehachse ist
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5.21 *IX: DREHUNGEN IN DER EBENE UND IM RAUM

eine Gerade durch den Ursprung und parallel zu n, wobei gilt |n| = 1, d.h. die
Ebene nt wird um den Winkel o gedreht.

Algebra:

Die darstellende Matrix beziiglich einer Orthonormalbasis ist in SO(3), d.h., es

existiert eine ausgezeichnete Orthonormalbasis, B, sodass gilt

1 0 0
Mg(F) =0 cos(a) —sin(a)|. (26)
0 sin(a) cos(a)

Sei B = (w1, we, ws) die ausgezeichnete Orthonormalbasis, sodass die darstellende
Matrix die obige Form hat. In der Basis B gilt

1 0 0 1 1
R(wy) = [0 cos(a) —sin(a) <O> = (O) = w;.

0 sin(a)  cos(a) 0 0

Also muss w; die Drehachse sein, da wy unter der Drehung R erhalten bleibt. Die
Drehung R hat also den Eigenvektor w; mit Eigenwert 1. Die Gerade span(w;) ist
ein invarianter Unterraum, und da er eindimensional ist, ist er erhaltend.

Nun wissen wir, dass die Vektoren ws und w3 eine Ebene aufspannen, in welcher die
Drehung R mit Drehachse wy, R** eine Drehung um Winkel o ist. R™'|span(uw, ws)
ist eine Drehung um Winkel « in der Ebene span(ws, ws), also existiert nach 5.21.2

eine ausgezeichnete Orthonormalbasis B von V, sodass gilt

M et = (Smte) vty ) (21)

R? in der kanonischen Basis - RODRIGUEZ’ Drehformel

Seien v € R® und R} eine Drehung im R?. Wir wollen R} errechnen, indem wir nur

die Komponenten von v verwenden, welche orthogonal zu n mit |n]| = 1 drehen.

n
v .
7/
//
. Ra(v)
7/
7/
Rg(v1)
s n X vy
AR

v =) + v wobei RZ(UH) = .
Ry (v) = Ry(v) +v1) = Ry(v)) + Rg(vy) = v + Ry (vy)
Was ist v, ? Es gilt

vy =v—v =v—{n,v)yn und andererseits

—nx (nxv)=—[n{nvy—vinn) =vinny—ninv) Inl= v—nin,v)
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5.21 *IX: DREHUNGEN IN DER EBENE UND IM RAUM

Wir haben also v; = —n x (n x v) gezeigt.
Insgesamt gilt also

R (v) = v+ Rg(ve) = v —v1 + Ry (vy)
=v —wvy + cos(a)vy +sin(a)(n x vy)

= v+ (cos(a) — 1) vy +sin(a)(n x (v —v1))
Nun gilt n x vy = 0 weil gilt v|[n, somit gilt
Rl (v) = v +sin(a(n x v)) + (1 — cos(a))(n x (n x v)).

Sei N die darstellende Matrix der linearen Abbildung N(v) = n x v. Dann ist R?
die lineare Abbildung

R =id +sin(a)N + (1 — cos(a))N?. (RODRIGUEZ’ Drehformel)

Wann kommutieren zwei Drehungen im Raum?

Seien Rj, und Rj' zwei Drehungen in R3. Eine Teilfrage davon ist: Sind R RE und
RE' Ry, iiberhaupt Drehungen?

Ja, weil fiir eine gemeinsame Orthonormalbasis, die weder flir R noch Rj" ausge-
zeichnet ist, ist das Produkt zweier Matrizen aus SO(3) wieder in SO(3).

Leider ist es schwierig, die verkniipfenden Drehachse und Winkel geometrisch her-
auszufinden.

Der folgende Satz bestétigt die intuitive Vermutung, dass Drehungen kommutieren,

wenn sie die selbe Drehachse besitzen.

SATz 5.21.1: TODO: TITEL FEHLT

Seien Rj und Rj' zwei Drehungen in R® mit o & 0 & §. Dann gilt

Ry, und R kommutieren <= n und m sind linear abhéngig.

Beweis. "=": Seien R; und Rj" zwei kommutierende Drehungen in R3.

Aus HA IIT Aufg. 2 wissen wir, dass die Eigenrdume von R, invariante Unter-
rdume von R sind. In diesem Fall ist die Drehachse span(n) ein Eigenraum von
RTL

(o2l

also ein invariante Unterraum von Rg‘. Weil RZ;” dreidimensionale ist, hat es
einen zweidimensionalen Unterraum und einen eindimensionalen Unterraum. Al-
so hat R’ nur einen eindimensionalen Unterraum, némlich span(m). Somit muss

span(n) = span(m) gelten, also sind n und m linear abhéngig.

7<= Seien Ry, und R’ zwei Drehungen in R? mit der selben Drehachse.

Wéhle nun eine simultan ausgezeichnete Orthonormalbasis B von R®, dann gilt

1 0 0 1 0 0

Mp(R2)Mp(Ry) = | 0 cos(a) —sin(a) | | 0 cos(B) —sin(B)
0 sin(a) cos(a) 0 sin(B) cos(B)
1 0 0
= [0 cos(a+p) —sin(a+pB)|=Mg(RL, ;)
0 sin(a+p8) cos(a+f)

5 EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME 101



5.22 *X: HAUPTACHSENTRANSFORMATION & KEGELSCHNITTE

5.22 *X: Hauptachsentransformation & Kegelschnitte

Man betrachte die Gleichung
29.06.18

Ig+%(wvﬁ—lnxy+@—5vﬁhe+é05v§—1@=:0(2&

11 , 5V3 3
ri——2
16 8

1T2 —

@ Formen Sie die Gleichung ?? zu einer Gleichung der Form { z, Az ) +{ v,z ) +c =
0 mit A € R**? b,ce R um.

A, bund c kann man ablesen. Es gilt A = (

11 53 L1533 —11)
5v3 1)’b=<83—5\/§ )
und ¢ = £(15v/3 — 18).

@ Bestimmen Sie die Hauptachsentransformation, d.h., finden Sie eine Matrix
S € 8S0(2), sodass S™1AS diagonalisierbar ist.
Aus dem Satz iiber die JNF folgt, dass eine Jordanbasis B existiert, sodass
B~!'AB diagonalisierbar ist. Weil A reellwertig und symmetrisch ist, besitzt
A eine Basis aus Eigenvektoren vy, vo, die orthogonal zueinander liegen. Sie
die Eigenwerte A1 und Ay von A verschieden, so miissen wir die Eigenvektoren
normieren und ggf. die Reihenfolge &ndern, bis wir eine positive Orientierung
haben.
Die gilt in unserem Fall, weil A eine 2 x 2 Matrix ist. Im allgemeinen Fall
gilt: Fiir jeden Eigenvektor erhalten wir einen Eigenraum. Die Eigenrédume
liegen orthogonal zueinander, also wendet man das Gram-Schmidt-Verfahren
flir jeden Eigenraum an.
Wir bestimmen nun die JNF. Es gilt

—U_p 5.3

= 1
det(A—t-E)=| 18 16 = — (16%* + (11 + 1)16t + 11 — 75)
—2V3 L -t 162
= i(162t2+12-16t—64) =t2+§t—1= (t+1)(4t —1)
162 4 4 =7
und somit sind die Eigenwerte von A A\ = —1 und Ay = i und es gilt

BilAB = (>E)1 )?2)

Wir bestimmen nun die Eigenvektoren. Es gilt

Ker(A +t) = Ker % (\}3 f) “BY span ((\/g)) ;

Ker (A - i) = Ker—% (\% f) By span( _i@)) :

Die Basisvektoren vy, vo sind orthogonal, da gilt <( _1/3) ( ‘/g) Y =+/3— =
0.

Nun miissen wir die orthogonalen Eigenvektoren normieren. Seien also

1 1 V3
e e L (B) [
o1 NERE 3
1 1 ( 1 ) 1
Sg 1= ——Vg = —/——— = ,
o2 V3412 V3 —f3
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5.22 *X: HAUPTACHSENTRANSFORMATION & KEGELSCHNITTE

und somit ist S := (s1, $2) eine Orthonormalbasis.

Gilt auch S € SO(2)? Nein, denn es gilt det(S) = =3 — 2 = —1 4 1.

Wir wollen aber nicht Reihenfolge der Vektoren verdndern, sondern ersetzen
einfach sy durch —s; und dann gilt S := (s1, —s2) € SO(2) und man kann

o= % als den Drehwinkel ablesen.

@ Bestimmen Sie den Kegelschnitt der Losungsmenge und fertigen Sie einen
Skizze mit den wichtigsten Merkmalen an.
Der Typ des Kegelschnitts wir durch die Vorzeichen der Eigenvektoren be-
stimmt. Hier gilt \; < 0 < A9, also ist die Losungsmenge eine Hyperbel,
welche in den x1 — xo-Koordinaten um den Winkel o gedreht wird.

5000
0
—RO00 ' I 100
~ 10000 -
~15000

Abbildung 9: [Quelle: WolframAlpha]
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5.23 SIGNATUR MIT HAUPTMINOREN BERECHNEN

5.23 Signatur mit Hauptminoren berechnen

09.07.18

SaTz 5.23.1

Seien b eine symmetrische Bilinearform auf einem R-Vektorraum V und B =
(v1,...,v,) eine Basis und Mp(b) := A = (a;;), das heiit a;; = b(v;, v;).
Dann gilt

@ b ist ausgeartet <= det(A) = 0.

@ Sind alle Hauptunterdeterminanten (bzw. Hauptminoren)

a1 .o A1k
dy=|: " (29)
ar1 ... Qg
fiir alle k € {1,...,n} ungleich Null, dann ist die Signatur von b
(n —£,¢,0), wobei ¢ die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge
1, dl, N 7dn ist.

. J

1 —-1-1
Beispiel 5.23.1 Sei b(z,y) = 27 By mit B = (—1 1 —11> eine Bilinearform auf

R3. Nach Satz 5.23.1 ist b nicht ausgeartet, iiber die Signatur sagt er jedoch nichts
aus, da dy = 0 ist. Die Folge der Hauptminoren ist 1,1,0, —4.

1 1 0 1 -1
Fiir die Basis A= | [0],{1],(0] | erhilt man B- (1| = ( —1 | und somit
0 1 1 1 -1

1 -1 -1
A= M) = (-1 3 -1].
-1 -1 1
Die Folge von A ist 1,1, 2, —4 und besitzt einen Vorzeichenwechsel. Nach dem Satz

ist die Signatur also (2,1,0), welches wir schon in Beispiel 5.20.4 ausgerechnet
haben.

Lemma 5.23.2 (Determinaten dquivalenter Matrizen haben selbes Vorzeichen)
Fir Ae R™", Se GL(n,R) und B = STAS gilt

sgn (det(A)) = sgn (det(B)).

Beweis. Es gilt

det(B) = det(STAS) = (det(S))* A.

>0

Beweis. (von Satz 5.23.1) @ Fir v = > | ;v; gilt nach Korollar 5.20.7
v € Ker(b) <= =z € Ker(A). Also ist b genau dann ausgeartet, wenn A
singulér (= nicht invertierbar) ist.

@ Seien Uy = span{vi},Us = span{vi,vs},...,U, = span{vy,...,v,} =V
und sei (kg,/;) die Signatur von b|y,. Nach @ sind alle Einschrankungen
nicht ausgeartet.

Aus dem Lemma 5.23.2 folgt sgn(d;) = (—1)%. Zusammen mit

¢ =max{dimU : U €V ist linearer Unterraum, b|y ist negativ definit.}
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folgt die Behauptung, da bei jedem Schritt entweder die Anzahl der positiv

definiten oder negativ definiten Unterrdume zusammenkommen. |

Korollar 5.23.3

b ist positiv definit <= Alle Hauptminoren von A sind positiv.

Genauso gelten die folgenden analogen Sétze fiir C-Vektorrdume, deren Beweise

keine neuen Ideen erfordern:

SATZ 5.23.2: KOMPLEXE ANALOG ZU

Sei b eine symmetrische Bilinearform auf einem endlichdimensionalen C-
Vektorraum V. Dann existiert eine Basis B = (vy,...,v,) von V, sodass

gilt

—0  i+£j
b(”i»”j){e (1,0} i=j.

Dabei gilt

|#{ie {1,...,n} : b(vi, v;) = 0} = dim Ker(b). |

SATzZ 5.23.3

Sei b eine hermitesche Sesquilinearform auf einem endlichdimensionalen C-
Vektorraum V. Dann existiert eine Basis B = (vy,...,v,) von V, sodass
gilt

~0 i #
b(”iv”ﬂ{e {(+1,0} i=j.

Die (genau wie im reellen Fall definierte) Signatur hingt nur von b ab.

Bemerkung (Wohin damit?) Der Kern ist die einzige Invariante fiir eine sym-

metrische Bilinearform auf einem C-Vektorraum.
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BEd Dualitat und Tensorprodukte

Linearform

Dualraum

6.1 Einfiihrung: Dualitat

DEFINITION 6.1.1 (Linearform)

Eine Linearform auf einem K-Vektorraum V ist eine lineare Abbildung V' —
K.

DEFINITION 6.1.2 (Dualraum)
Der K-Vektorraum der Linearformen auf V heiflt der Dualraum von V' und
wir mit V* bezeichnet:

V* =Hom(V,K) ={¢:V — K : @ ist linear.}.

Beispiel 6.1.3 (K")* enthélt genau die Funktion ¢ : K" — K der Form ¢(z) =

Sy apxy mit ag, ..., a, € K.

Beispiel 6.1.4 Auf dem Raum C°([a,b]) der stetigen Funktionen [a,b] — R sind
fiir ein x € [a,b] die Abbildungen

b b
evy : f— f(x) und f de: f »—>J f(x)dx

Linearformen.

Bemerkung Im Gegensatz zur Funktionalanalysis werden in der Linearen Algebra
nur Linearformen auf endlichdimensionalen Vektorrdumen behandelt. Sei also V' ein
endlichdimensionaler K-Vektorraum.

Lemma 6.1.5 (duale Basis)
Ist B = (v1,...,v,) eine Basis von V, so existiert zu jedem i € {1,...,n} genau

eine Linearform p; : V. — K, v; — §;;.

Beweis. Seien ¢ € V* und a; := p(v;) fur alle i € {1,...,n}.
Dann gilt ¢ = Z?Zl a;p;, denn fiir jeden Basisvektor v; gilt

n n
p(vi) =a; = 2 ajpi(vi) = 2 a;05,
k=1 k=1
also ist die Familie B* ein Erzeugendensystem von V*.

Ist o = > agpr = 0, d.h. p(v) = 0 fiir alle v € V, dann folgt insbesondere fiir
allei e {1,...,n}

0= ¢(vi) = <Z aj@j) (vi) = Z ajpj(vi) = a;,
k=1 k=1

also folgt a; = ... = a,, = 0 und somit ist die Familie B auch linear unabhéngig
also eine Basis. O
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Korollar 6.1.6
FEs gilt stets dim(V) = dim(V'*), weil die Basen die gleiche Anzahl von Elemen-

ten haben.

DEFINITION 6.1.7 (duale Basis)
Diese Linearformen bilden eine Basis B* = (¢1,...,¢,) des Dualraums V*,

die zu V duale Basis.
duale Basis

Korollar 6.1.8
Zu jedem v € V\{0} existiert ein ¢ € V* mit o(v) # 0.

Beweis. Mit dem Basisergdnzungssatz?? |
Beispiel 6.1.9 Die zur kanonische Basis (eq, ..., e,) von K" duale Basis ist

T

Tn

Beispiel 6.1.10 Betrachte die Basis B = ((}), (1)) des R*.
Was ist die duale Basis (1,12) ?
Es gilt

iy iy
1 (mé) = ay1x1 + al2x, und o (mé) = a9171 + a22xs.

Aus

1 1
L =1 (0) =a1, 0=1 <1> = a1 + a2

1 1
0 =1 (0> =az, l=1 (1> = az + as

folgt a11 =1, a12 = a2 = 1 und a2 = —1 und somit

V1 <(1)> =z —2x2 und ¥y (2) = 3.

Man kann sehen, dass jeder Vektor der dualen Basis von jedem Vektor der priméren

Basis abhéngt.

13.07.18
DEFINITION 6.1.11 (Annihilator)

Ist U € V ein Unterraum, so ist der Annulator von V' definiert als
Annulator

U’ ={peV*|pu) =0VueU}.

Diese Notation ist basisunabhéngig!

Lemma 6.1.12

Der Annihilator U° ist ein linearer Unterraum® von V*.
Beweis. Selbst. |
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duale Abbildung

6.1 EINFUHRUNG: DUALITAT

SATZ 6.1.1: DIMENSIONSFORMEL FUR DEN ANNULATOR

Fiir ... gilt
dim(U) + dim(U°) = dim V.

Beweis. Seien (uq,...,uy) eine Basis von U und (uq, ..., uk, v1, ..., Uy, ) eine Basis
von V. Sei (01, Qs P15 .., ) die duale Basis (von V7). Dann ist (¢1, ..., %m)
eine Basis von U° und daraus folgt die Behauptung, denn es gilt

dim(V) =k + m = dim(U) + dim(U?).

Das sieht man so: die Familie (¢1,. .., ,,) ist als Teil einer Basis von V* linear un-
abhingig, es geniigt also zu zeigen, dass sie ein Erzeugendensystem von U° bilden,
also dass span(i1, ..., ¥,) = U° gilt.

"c": Fiir ¢ = Z;Zl a;1p; und u = Zi;l a;u; € U° gilt

m k m k
Y(u) = j;aﬂ/}j (;1 az’“i) = ;”;%‘ai 1/13'_(;%) =0.

"o Fiir v = Yy Bj; + Sy ajth; € U° gilt fiir alle £ € {1,...,k}

m

k
0 =v(u) = ;51‘ ©j(ur) +j;04j Vj(ue) = B

=5 =0

Also folgt ¢ € span(¢1, ..., PYm). |

DEFINITION 6.1.13 (Duale Abbildung)
Sei I' : V. — W eine lineare Abbildung. Die duale Abbildung zu F ist die
Abbildung F* definiert durch

SATZ 6.1.2: MBy (F*) = Mg\(F)T

Seien V und W K-Vektorrdume mit den Basen A = (vq,...,v,) und B =
(wi,...,wy) und A* = (¢1,...,m) und B* = (¢1,...,1,) die dualen
Basen. Fiir F' € Hom(V, W) gilt

*
MG (F*) = Mg (F)".

\. J

Beweis. Fiir Mg (F) := (a;;) und Mﬁ: (F*) == (bsj) gilt nach Definition 3.1.1

F(Uj) = Z aijwi und F*(%) = 2 bzg@z
i=1 =1

Somit folgt
(F* (1)) (v:) = bi; =505 (F(v3)) = ay.
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SaTz 6.1.3: Ker(F*) = (Im(F))*, Im(F*) = (Ker(F))°)

Fiir eine lineare Abbildung F': V — W gilt

Ker(F*) = (Im(F))° und Im(F*) = (Ker(F))°).

Korollar 6.1.14
rang(F) = rang(F™*).

Beweis. Mit Hilfe der Dimensionsformel (x) gilt
rang(F*) = dim (Im(F™*)) = dim ((Ker(F))°)
5L Qim(V) — dim (Ker(F)) 2 dim (Im(F)) = rang(F)

Korollar 6.1.15
Fir eine Matriz A € K™*™ gilt Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).

Beweis. (des Satzes) (1) Es gilt
Y eKer(F*) e F*(¢) =0 < (F*(¢))(v) =0 YveV
L Y (F) =0 YoeV <= 1 e (Im(F))*.
@) "< 7: Fiir ¢ = F*(¢) € Im(F*) und v € Ker(F) gilt
o(v) = (F*(¥)) (v) = ¢ (F(v)) = $(0) = 0.

"o": Fiir p € (Ker(F))” <= pe V*:¢p(v) =0 Yv e Ker(F) muss man eine
Linearform 1 in W* finden, sodass ¢ = F*(¢) gilt.

Sei A = (ug,...,ug,v1,...,0,) eine basis von V, sodass Ker(F') = span(uy, ..., u)
gilt. Sei B = (w1, ..., Wy, Wyi1,...,w,) eine Basis von W mit w; = F(v;) fiir

alle 7 € {1,...,7} und B* = (¢1,...,%p,Yr41,...,%,) die duale Basis von
WH*.

Fiir o = 37 o(vi)v; = 251 ¢ (F(vy)) ¢y gilt F*(¢) = ¢, denn fiir i €
{1,...,k} gilt

(F* () (us) = ¥ (F(ui)) = ¥(0) = 0 = p(u;).

Alternative Begriindung fir "c": Fiir i € {1,...,r} gilt

(F* () (vi) = ¥ (F(vi)) = h(wi) = p(vi).

DEFINITION 6.1.16 (Bidualraum)
Der Dualraum des Dualraums von V, V** = Hom(V*, K), heifst Bidualraum.

SATZ 6.1.4

Die kanonische Abbildung

Bidualraum

E VoV v (VFS K, o0 o).

ist ein Isomorphismus.
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Beweis. Weil dim V' = dim V* = dim V** ist, reicht es zu zeigen, dass Ker(§) =
{0} ist.
Aus v € Ker(£) folgt £(v) = 0, also gilt fiir alle p € V*

also gilt v = 0. O

Bemerkung 6.1.17 Der kanonische Isomorphismus erlaubt es, V' und V** zu

identifizieren: Man fasst einen Vektor v € V' gleichzeitig als Linearform auf V* auf,

indem man definiert | v(¢) = ¢(v) |.

Lemma 6.1.18
Es gilt F** = F und U°° = U.

Beweis. Selbst. O

Korollar 6.1.19 (mit Beweis.)
Mit diesen Identifikationen erhdlt man aus der Gleichung Ker(F*) = (Im(F'))°
(Satz 6.1.3), indem man F durch F* ersetzt

Ker(F) = (Im(F*))° 22" (Ker F)° = Im(F*).
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6.2 Dualitat und Skalarprodukte

SATZ 6.2.1: v — (v, ) IST ISOMORPH

Sei (+,->:V xV — K eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform.
Dann ist die Abbildung ¥ : V — V* v — (v, ) ein Isomorphismus.

Beweis. Da dim(V) = dim(V*) ist, reicht es zu zeigen, dass U injektiv ist. Die
Injektivitét folgt daraus, das Skalarprodukt nicht ausgeartet ist. O

SATZ 6.2.2

@ Die adjungierte Abbildung ®* : V** =V — V* erfiillt ®* = ®.
@ Ist umgekehrt @ : V' — V* ein beliebiger Isomorphismus mit ®* = &,
dann definiert

(40 VXV K, (v,w) — ®(v)(w)

eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform.

Beweis. @ Fir v,we V gilt
¥ (v)(w) = v (®(w)) = vw,)) ={w,v) = (v,w) = B(v)(w).
@ Selbst. O
Bemerkung 6.2.1 Seien V ein euklidischer Vektorraum und (vy, ..., v,) eine Or-
thonormalbasis von V. Dann ist die zu V' duale Basis ((v1, - ), /ldots, vy, ).

DEFINITION 6.2.2 (adjungierte Abbildung)
Seien V' und W euklidische Vektorrdume und F' € Hom(V, W) eine lineare
Abbildung. Die Abbildung F24, fiir die fiir alle v € V und w e W gilt

(F(v),w )y = (v, F*Y(w) )y

heifit die zu F' adjungierte Abbildung.

Lemma 6.2.3
Die Bezeichnung ergibt sich aus folgenden Diagramm
% % W
l‘l’v l‘l’w — =0yl o F* o dy.

Beweis. Aus den beiden Gleichungen

(F(v),w)y = v (w)F(v) = F* (2w (w)) (v) = F* (2w (w)) (v)
(v, F*(w) )y = @y (F*(w)) (v)
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6.2 DUALITAT UND SKALARPRODUKTE

folgt
F* (@ (w)) = @y (F*(w)) = F*o®y = &y o .

SATZ 6.2.3: ES GIBT GENAU EINE ADJUNGIERTE ABBILDUNG

Seien V und W euklidische Vektorrdume und F' € Hom(V, W) eine lineare
Abbildung. Dann existiert genau eine zu F' adjungierte Abbildung

Beweis. TODO: Existenz und Eindeutigkeit beweist man wie fiir Endomorphis-

men mit Hilfe von Orthonormalbasen von V und W. O
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6.3 Etwas multilineare Algebra und Tensorprodukte

Bemerkung Nach wie vor wir stillschweigend vorausgesetzt, dass alle Vektorrau-

me endlichdimensional sind.

DEFINITION 6.3.1 (multilineare / p-lineare Abbildung)
Seien Vi,...,V,, W K-Vektorrdume. Eine Abbildung

F:Vix..xV,-W

heifst multilinear oder p-linear, wenn fiir jedes k € {1,...,p} und jede Wahl
von vy € Vi, ..., V-1 € Vi1, V41 € Vig1,...,vp € V}, die Abbildung

0: Vi > W, v F(v1,...,06-1,0, Vk41,--.,Vp)

linear ist.

Die Menge der multilinearen Abbildungen Vi x ... x V,, — W bildet zusam-
men mit den offensichtlichen Verkniipfungen einen K-Vektorraum, den wir mit
Hom, (V4,...,V,, W) bezeichnen.

DEFINITION 6.3.2 (Darstellungsmatrix eine multilinearen Abbildung)
Seien F : Vi,...,V, — W eine multilineare Abbildung, sowie A; =
(’ugk), . ’U((ii)) und B = (wi, ..., w;) Basen der Vektorrdume Vj, und W.
Dann ist M[;“"’A”(F) e Kdixxdpxd definiert durch

d
1) (2
F (vi(l),vfz), ... ,vi(f)> = 2 iy ... i, Wi
j=1

P IST EIN ISOMORPHISMUS

SATZ 6.3.1: Z\[L;41

Die Abbildung
Mé41,...,Ap . Homp(Vl, o ‘/;17 W) N KdIX-HXdeJ

ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

Korollar 6.3.3 (Dimension des Raums der p-linearen Abbildungen)
Fiir alle pe N gilt

p
dim (Homy,(Vi, ..., V,, W) = | | dim(V) - dim(W).
k=1

DEFINITION 6.3.4 (Multilinearform)
Eine Multilinearform ist eine multilineare Abbildung in den Grundkérper der
Form X7_, Vi — K.
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SATZ 6.3.2: TiTEL FEHLT TODO

Die kanonische Abbildung

n : Hom,(V4,...,V,, W) — Homy, 41 (V4,...,V,, W* K),

p D vi\T vi\ T
XV [ X vt () eo(()
k=1 k=1 b3 vp
ist ein Isomorphismus.
Beweis. Selbst. O

Man kann alle multilinearen Abbildungen mit Multilinearformen identifizieren.

Korollar 6.3.5
Hom(V, W) ~ Hom(V, W* K).

DEFINITION 6.3.6 (Tensorprodukt von K-Vektorrdumen)
Ein Tensorprodukt von K-Vektorraumen V; und V5 ist ein K-Vektorraum

V1 ® Vo zusammen mit einer bilinearen Abbildung
E:Vix Vo= V1QVs, (v1,v2) — v Qg

mit der folgenden universeller Eigenschaft:
Fiir jede bilineare Abbildung F' : V; x Vo — W existiert genau eine lineare
Abbildung F : V; ® Vo — W, sodass F = F o ¢ gilt.

Vi x Vs 4, %1% (v1,v2) — F(v1,vg) = F(Ul®1}2)
F
J'E % lg /
Vi@V, 1 @ V2

20.07.18
Lemma 6.3.7 (Inverse Irgentwas??)

Ist & : Vi x Vo — V1 ® Va auch ein Tensorprodukt, so existiert jeweils genau

eine lineare Abbildung
F:Vi@Vh-Vigh, F:Vigh-ne

mit xi' = Fo& und € = F' o ¢'.
Aus € =F' o F o€ folgt F' = F~L.

Beweis.
Vix Ve S5 i@V Vix Vo —55 Vi x Th
id
l& /F‘ lﬁ /
Vi@V, Vi@V,

Mit anderen Worten
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Lemma 6.3.8
Fiir zwei Tensorprodukte £ : Vi x Vo > Vi@ Vo und & : Vi x Vo - V1 ® V5

existiert genau ein Isomorphismus
F:Vi@V, - Vi@ Vs,
sodass & = F o ¢ gilt.

In diesem Sinne existiert im Wesentlichen fiir zwei K-Vektorrdume V; und V5
(hochstens) ein Tensorprodukt £ : Vi x Vo, Vi ® Va.

Sei ¢ : Vi x Vo —> V; ® V5 ein Tensorprodukt, und seien (eq,...,e,) und
(f1,-.., fn) Basen von V; bzw. V5.
Dann bilden die Vektoren e; ® f; = ((e;, f;) eine Basis von Vi ® V5.

Beweis. Wir zeigen
@ span(e; ® f;) = V1 ® Va.
@) dim(Vi ® Va) = dim(V4) - dim(Va).
Zu @: Fiir vy = Y/" aie; € Vi und vy = Y10 | Big; € Vo gilt

m

((v1,02) = ). aifje; ® f; € span(e; ® f;)ij-
i,j=1
Wiire span(e; ® fj)i; # Vi ® Va, so wire die Abbildung F:V,®Vy, — W nicht
eindeutig durch F' : V; ® Vo — W bestimmt. Denn dann existierten lineare Abbil-
dungen G : V4 ® Vo — W mit span(e; ® f;)i; < Ker(G), aber G # 0. Fiir jede
solche Abbildung G wire (F + G)o( = Fo(.
Zu @: Ist W ein K-Vektorraum, lieft die universelle Eigenschaft des Tensorpro-

dukte einen Isomorphismus

Homy(Vi, Vo, W) — Hom(V; @ Vo, W), F > F.

Aus
dim(Homy (V1, Vo, W) = dim(V}) - dim(V3) - dim(W),
Hom (Vi ® Vo, W) = dim(V; ® V2) - dim(W)
folgt die Behauptung @ |
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