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Nichtlineare Variationsprobleme

Motivation (Beweisstruktur fiir dieses Semester). 18.10.2019
Wir kénnen das Lemma von LAX-MILGRAM (lineare beschriankte stark
positive Operatoren A: V' — V* sind bijektiv, wobei V ein separabler
BANACH-Raum ist) auch so beweisen:
@ Sei (Vi) ein GALERKIN-Schema in V. GALERKIN-Schema
@ Wir 16sen das diskrete Ersatzproblem:
finde wuy, € V}, sodass (Aup, vy ) = f,vp ) fir alle v, € V}, gilt.
Da A stark positiv ist, existiert genau eine Losung (Im Endlichdi-
mensionalen betrachten wir im Wesentlichen eine positiv definite
und somit invertierbare Matrix).
@ Durch Testen mit der Losung (up, = vp) erhalten wir eine a-priori-
Abschétzung: es existiert ein pu > 0 mit
plun|? < CAunyuny = Cfoun ) < [ flslun
und somit |up| < %Hfﬂ* fiir alle h. Insbesondere ist (up)p <
V' beschrinkt, also existiert eine schwach konvergente Teilfolge
(uh/)h/ —ueV.
@ Ist u eine Losung, d.h. gilt Au = f in V*? Wir miissen also einen
Konvergenzbegriff finden, indem Aup — Au gilt. (Vorgriff: Nach
Lemma 1.2.4 ist A schwach-schwach-stetig und somit folgt
Aupr — Au. Wende dann das Teilfolgenprinzip an.)
D 0<cs—————————
Zur Erinnerung:
SATZ 1.0.1: HAHN-BANACH
Sei Y ein Unterraum des normierten Vektorraums X und f € Y*.
Dann existiert ein g € X* mit gly = f und |g||x* = | f|y=*-
Korollar 1.0.1 (HAHN-BANACH)
o Fir alle x € X gilt |z| = sup{|f(z)]: feX* |f]« <1}
o Fiirx #ye X existiert ein f € X* mit f(z) # f(y).
o Zu xz € X\{0} existiert ein f € X* mat f(z) = |z| und | f]s = 1.
o Ist M ein nicht dicht liegender Unterraum von X, so ewistiert ein f € X*\{0}
mit flm = 0.
DEFINITION 1.0.2 (REFLEXIV, SEPARABEL)
Ein normierter Raum ist separabel, wenn er eine dichte, abzéhlbare separabel
Teilmenge enthilt. Ein normierte Raum ist reflexiv, wenn die kanonische reflexiv

Einbettung ¢: X — X** 2 — j, (mit j,(f) = f(z)) surjektiv ist.



1.1 ScHWACHE KONVERGENZ

1.1 Schwache Konvergenz

Sei nun X ein reeller BANACH-Raum. Eine Folge (z,,)neny © X ist stark-

. n—o0 .
bzw. normkonvergent gegen ein x € X, wenn |z, — z| —— 0 gilt.

DEFINITION 1.1.1 (SCHWACHE (#-)KONVERGENZ)

Eine Folge (x)nen © X konvergiert schwach gegen x € X und wir
schreiben z,, — x in X, wenn { f,x,, — x ) — 0 fiir jedes f € X* gilt.
Eine Folge (fn)neny < X* konvergiert schwach® gegen f € X* und
wir schreiben f,, = f, wenn { f,, — f, ) — 0 fiir alle z € X gilt.

Bemerkung 1.1.2 Aus dem ersten Korollar des Satzes von HAHN-

BanacH folgt, dass schwache*) Grenzwerte eindeutig sind.

Lemma 1.1.3

In X* impliziert schwache schwache® Konvergenz.

Beweis. Fiir z € X sei : X* —» R, f — (f,z). Dann gilt & € X**,
Konvergiert (fy,)neny € X* schwach gegen f e X*, also (f, — f,z) >0
fiir alle x € X*#, so folgt

<fna'r>:<i‘7fn>_><i'7f>:<f7x>

und somit f, — =f. ]

Bemerkung 1.1.4 Wenn X reflexiv ist, konnen wir & € X** mit x € X
ersetzen und somit fallt in X* schwache und schwache* Konvergenz

zusammen.

SATZ 1.1.1: KOMPAKTHEIT

Eine beschrinkte Folge in einem reflexiven BANACH-Raum (Dual-
raum eines separablen normierten Raumes) besitzt eine schwach*)

konvergente Teilfolge.

DEFINITION 1.1.5 (SCHWACHE ABGESCHLOSSENHEIT)
Eine Menge M < X heifst schwach abgeschlossen, wenn jede fiir jede

schwach konvergente Folge (2, )neny € M mit x,, — x gilt: x € M.

Schwach abgeschlossene Mengen sind abgeschlossen.

SATZ 1.1.2: MAZUR

Eine konvexe Menge M < X ist genau dann abgeschlossen, wenn

sie schwach abgeschlossen ist.

Der Beweis benutzt die geometrische Version des Satzes von HAHN-
BANACH.

stark- bzw. normkonvergent

konvergiert schwach

konvergiert schwach*

schwach abgeschlossen



1.1 ScHWACHE KONVERGENZ

Beispiel 1.1.6 (Starke-, schwache- und Normkonvergenz) A~
Die Folge (u,(z) = sin(nz)),en © L%(0,7) (periodisch auf [0, 7] fortge-
setzt) konvergiert schwach aber nicht stark: Es gilt |lun [§ , < 7 und fiir
Lo € L*(0,7)

A
5V

b
_ 2
(D gy, tin ) :J sin(nz) dz — cos(na) — cos(nb) <2 ®, 0, d
a

" " Abb. 1: Die Funktionen (uyn)2_, aus Bei-
Aufgrund der Linearitit des Integrals gilt ( g, u, ) ——> 0 fiir einfache spiel 1.1.6.
Funktionen g € L?(0, 7). Da die einfachen Funktionen dicht in L2(0, 7)
liegen, existiert fiir alle f € L?(0,7) und alle € > 0 eine einfache Funktion
f- € L*(0,7) sodass |f — fclo2 < 5= gilt. Sei nun N. € N, sodass
| {fesun )| < § fiir alle n > N. gilt. Dann folgt fiir alle n > N,

A
‘<f;un>‘ < |<f_f67un>|+‘<f57un>| < ”f_f6|

Da aus starker schwache Konvergenz folgt und schwache Grenzwerte

g
0,2 |UnH + 5 <eE.

eindeutig sind, kann nur v = 0 ein starker Grenzwert sein. Jedoch gilt

7w sin(2nz) poe T
_ ZeRs) noo 7

T
|un — qu,Q = f sin?(nz)de = - # 0.
0

2 in 2
Da u,, — 0 in L?(0,7) gilt, folgt { f,u, )y — 0 fiir alle f € L*(0,7) <
L?(0,7) und somit u,, — 0 in Ly (0, 7).

Analog zu oben kann der starke L'-Grenzwert nur 0 sein, jedoch gilt

™

us n 2
01 = J |sin(nz)|da = nf sin(nz)dz =n-—=23%#0.
0 0 n

e,
Sei nun vy, = 1+ u, fiir n € N. Dann gilt fiir f € L*(0, )

(fovn)y =L+ fun )y =5 (F, 1)

und somit v,, — 1 =: v in L'(0, 7). Ferner gilt
1 — cos(m™n n—
o+ (1) 2z

aber keine starke Konvergenz:

anHO,l = [ 1] 0,1 =T,

lvn = vllon = unfo =2 # 0. ©

Beispiel 1.1.7 (schwache aber keine starke Konvergenz)

ey © LP(R). Dann gilt [uy, o2 = 1 fir alle n € N,
3

aber (un)nen ist keine CAucHY-Folge: Fiir m € 2N und n = “3* gilt

Sei (un =n"2 1,20 )

Eap! 2m (g 2\’ Im
Ww—wﬁz=f fa+J — — Al ¢+f —dt
’ m m sm \ /M 3m om M 4
2 9 1+ "u’ﬁ
1 2 2 2 1 ! L
=-+-[1-4/% +_2—¢k¢a N T R T
2 3/ 73 3 T
Jedoch gilt u,, — v in L?: fiir v e L?(R) gilt Lo
2n 2n 3 <v i é é 21 5 4
Junvdx=f U\(/x,)dx<ﬁ<f |v|2dt> — 0. o
n n
R " " Abb. 2: Die Funktionen (u;)%_; aus Beispiel
1.1.7.



1.1 ScHWACHE KONVERGENZ

Beispiel 1.1.8 (Periodische Oszillation)
Seien X = LP(0,1) mit p € (1,0) und 4: R — R die periodische
Fortsetzung von

a, wenn z € (0,6],

7:(0,1) >R, z
b, wenn z € (0,1)

fiir # € (0,1), a,b € R und schlieflich u,(z) = @(nz) fir z € (0,1) und
n € N. Es gilt

1 B 1 n
funl? = [ ) do = [ fa)l? dy < max(lal, o)
0 0

Fiir ¢,d € (0,1) mit ¢ < d gilt

d dn
(Meyqy, Un ) = J un(x)de = lf w(y)dy — (d —¢)(fa + (1 — 6)b)

n cn

und (d — ¢)(fa + (1 = 0)b) = (1(.,q),0a + (1 —0)b). Da die Treppen-
funktionen (als Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen)
dicht in (LP(0,1))* =~ L%(0, 1), wobei p und ¢ HOLDER-konjugiert sind,
liegen, konvergiert u,, schwach gegen seinen Mittelwert fa + (1 — 6)b. ©

Das folgende Beispiel verallgemeinert in gewisser Weise Beispiel 1.1.8.

Beispiel 1.1.9 Sei f € L®(R) eine 1-periodische Funktion. Dann kon-
vergiert die Folge (f,(z) = f(nz))neny schwach gegen die Konstante

= 1
f=1, f(z)dx.
Das sieht man so: da die charakteristischen Funktionen 1, ;},a,b € Q

dicht in den charakteristischen Funktionen liegen, und deren lineare Hiille

dicht in L! liegt und die duale Paarung linear ist, geniigt es,
(o= flfap)) 770 Va,beQ
zu zeigen. Seien a,b € Q. Fiir n € N definiere
ma(n) i= [na] und ma(n) = |nb)
sowie die Reste € [0, 1).
ri(n) ==mi(n) —na und ry(n):=nb— ma(n).
Gilt 71(n) = ra(n) = 0, so folgt aus der Periodizitéit von f

nb 1
| twdu= -0 [ 1
0

n na

und somit

o o b
=Tl = jR(m) ) Ly (@) de = f f(nz)dz — (b— a)F
1 [ _

=— (u)du — (b—a)f

n na

(l) —a ' u u — —Cli:.
2 (5 >f0f<>d (b—a)f =0



1.1 ScHWACHE KONVERGENZ

Im anderen Fall gilt

ﬁfﬂmmzﬁjm§mmu+fmmﬂmm+jm Fu) du

mi(n) ma(n)

Da f e L% ist, gilt

my(n)
1 J f(u)du

1 1
< =|flle - —na) < =|fe — 0,
0l Al - (ma(n) —na) <~ £l — 0

und analog

% S::i(n) f(u) du‘ — 0. Aufgrund von
= b = ma(in) = 1in () + (r2(0) + 1 ()

gilt
R . ma(n) —my(n) !
lim — (u)du = lim TL f(u)du

n—o N, n—0o0

: =(b—a) J: f(u) du. o

Beispiel 1.1.10 (nicht schwach konvergente Folge)

Betrachte X := L'(0,1) und u,(z) = 2n(1 — nx)]l[07%]. Dann gilt
[un|x = 1 fiir alle n € N. Fiir f = 1 € L®(0,1) = (L'(0,1))* gilt
{ fyuy ) =1, also kann nicht u,, — 0 gelten. Fiir p € C{(0,1) < L*(0,1)
gilt

1

1
<<p7un>=J‘ @undeJ‘ @undxmoa
0 0

da supp(u,) N supp(p) = & ab einem hinreichend grofien n € N gilt. Da
Cy(0,1) dicht liegt, miisste der schwache Grenzwert 0 sein, was einen

Widerspruch darstellt. Somit konvergiert (uy,)nen nicht schwach. o

Abschlieffend geben wir einen groften Satz aus der Funktionalanalysis an.

SATZ 1.1.3: BANACH-STEINHAUS

Seien (Ap)neny < L(X,Y), wobei X ein BANACH-Raum und YV
ein normierter Raum ist. Ist (A, )nen punktweise beschrinkt, d.h.
zu jedem x € X existiert ein M, > 0, sodass sup,,y |Anz| < M,
gilt, so ist (A, )nen sogar beschrinkt: es existiert ein M > 0 mit
SUPpen [ Anll < M.

Korollar 1.1.11

Schwach konvergente Folgen sind beschrdnkt.

Beweis. Sei (zp)neny schwach konvergent gegen x € X. Dann ist die

Folge ({f,xn ))neny < R fir alle f € X* konvergent und somit beschrénkt.

Somit ist die Folge (An)neny © X** mit 4,,: X* > R, f — {(f,z,)
punktweise beschrinkt. Nach dem Satz von BANACH-STEINHAUS gilt
[An| = ||zn| < oo fiir alle n € N, da die kanonische Einbettung eine

Isometrie ist. O

Abb. 3: Die Funktionen (u;)3_; aus Beispiel
1.1.10.

23.10.2019



1.1 ScHWACHE KONVERGENZ

Lemma 1.1.12 (|| - | ist schwach folgenunterhalbstetig)
Sei (zn)neny € X eine schwach gegen x € X konvergente Folge. Dann gilt

[z] <liminf ||z,|.
n—0o0

Die Ungleichung ist eine Gleichheit, wenn starke Konvergenz vorliegt, da die

Norm stetig ist.

Beweis. Nach dem ersten Korollar des Satzes von HAHN-BANAcH gilt

|| = sup [{f,z)]= Suplr}iggol<f,$n>|= sup liminf | (f, zn )|

fex* 1£1% Ifls=1 "™
[flls=1

< sup liminf | f|«]zn] = liminf ||z,|. O
Ifllg=1 "7 n®

Bemerkung 1.1.13 Analog folgt die schwach™-Folgenunterhalbstetigkeit der
Norm.

Lemma 1.1.14 (Schwach 4 Stark = Stark in der dualen Paarung)
Seien (Tn)ne N © X und (fn)nen € X*. Aus xp, — z in X und fn A fin X*

folgt {fn,xn) = (f,x).
Beweis. Es gilt

| {fryn )= fy )| C Nty = )| + | (fryz) = frm) |

< Il |20 — 2]+ [{fn = fr2)],
—_——— e —

<0 (*) n—oo 0 n;»oo. 0
fn—f

wobei (%) folgt, weil (fn)nen schwach konvergent und somit beschrankt ist. [

Bemerkung Ein analoges Resultat folgt fiir #,, — = in X und f, — f in X*.
Aus z, — z und f,, — f folgt im Allgemeinen jedoch nicht { f,, z, > — (f,z),
betrachte z.B. x,(£) = fn(£) := sin(né) auf X = X* := L?(0,n) und siehe
Beispiel 1.1.6.

Der BanacH-Raum (co, | - |« ) besitzt diese
Eigenschaft nicht: Es gilt e; —enp41 — €1
Lemma 1.1.15 (HiLBERT-Raum hat RAapoN-RiEsz-Eigenschaft) und auch |e; — ent1]| — |e1] = 1, jedoch
Gilt in einem HILBERT-Raum ||z, | — ||z|| und z. — x, so folgt z, — x. [(er —ent1) —erloo = 1.
Beweis. Es gilt
2 2 2 n—ow 2 2 2
|zn =2 = |znl® = 2{zn, 2 ) +z|* === |z = 2|z|* + [z|* =0. O
Man beachte, dass nach umgekehrten Dreiecksungleichung ||| — ||| < [z — y|
stets |zn —z| > 0 = |zn| — |z] gilt.
DEFINITION 1.1.16 (GLEICHMASSIG KONVEX (CLARKSON, 1936))
Ein BANACH-Raum X heiftt gleichméfig konvex wenn gilt gleichméfRig konvex

o+l _
2

Ve>030>0:|z—y|=>e = 1—0 Y|zl |y <1




1.1 ScHWACHE KONVERGENZ

In Abb. 4 kann man sehen, dass der Einheitsball in einem gleichméfig konvexen

Raum rund sein muss, in dem Sinne, dass er keine gerade Linien enthélt.

Beispiel 1.1.17 (gleichmiflig konvexer Raum)

Alle LP-Réume (Satz von CLARKSON-MCSHANE) die SOBOLEV-Réume W7
fiir p € (1,00) und alle Innenprodukt-Radume (Parallelogramgleichung) sind
gleichmiRig konvex. Gleichmifig konvexe RAume sind reflexiv (Satz von
MILMAN-PETTIS). o

Lemma 1.1.18 (RapoN-RiEsz-Eigenschaft)
Gleichmafig konvexe Rdume besitzen die RADON-RIESZ-Eigenschaft.

Beweis. (Musterlosung von Lukas) Sei 0.B.d.A. z # 0 sowie z, # 0 fiir

alle n € N. Setze y := ﬁ und y, = Hi—:H Dann gilt ¥, — y und y”—;’y — .
Aufserdem folgt
- Yn +Y
1= |y| < liminf [ == 2)
n—0o0 2

wegen der Schwachfolgenunterhalbstetigkeit der Norm. Angenommen, es gilt
lyn — y| + 0, dann existiert ein € > 0 und ein N. € N, sodass |y, — y|| = ¢ fiir
alle n > N.. Aufgrund der gleichméfigen Konvexitat existiert ein § > 0, sodass
[¥2Ee | < 1 — 6 gilt, was ein Widerspruch zu (2) ist. O

Lemma 1.1.19 (Tut)

Sei der BANAcH-Raum V gleichmdf$ig konvex. Dann gilt fir € > 0 und z,y € V mit
Iz, |yl <1, J[z—y| = e und [ZF2L] < 1—8 (§ > 0) sowie a € (%,1), dass |tz +(1—t)| <
1— 9 fir allet e [a, ofl] gilt.

Beweis. TODO O

DEFINITION 1.1.20 (STRIKT KONVEXER RAUM)

Ein normierter Raum X ist strikt konvex, wenn |z + y| < 2 (oder
aquivalent: |az + (1 — a)y|| < 1 fiir alle @ € (0,1)) aus  # y und
Jz] = y] = 1 folgt.

Gleichmafig konvexe Réaume sind strikt konvex.

Lemma 1.1.21 (schwach®) Teilfolgenprinzip)
Sei X ein reflexiver (separabler) BANACH-Raum und (2y,)neny < X )
beschrinkt. Enthdlt jede schwach™® -konvergente Teilfolge eine gegen x

schwach™) -konvergente Teilfolge, so gilt z,, ), x.

Beweis. TODO, HW O]

Abb. 4: Gleichmafkige Konvexitit sagt aus,
dass zwei Vektoren der Einheitskugel ein-
ander nahe sein miissen, wenn deren Mit-
telpunkt nahe am Rand liegt. Im der
Abbildung sind die ,Einheitksugeln® der
euklidischen- und der Summennorm einge-
zeichnet und man sieht, dass gleichméaRige
Konvexitéat nicht von dquivalenten Normen
erhalten wird. [Quelle: Wikipedia|

strikt konvex



1.2 EIN ZOO AN STETIGKEITS- UND MONOTONIEBEGRIFFEN

1.2 Ein Zoo an Stetigkeits- und Monotonie-
begriffen
Im Folgenden sei V' ein reeller BANACH-Raum.
DEFINITION 1.2.1 (STETIGKEITSBEGRIFFE)
Ein Operator A: V — V* heifit
e demistetig, wenn aus v, — v in V' Av, — Av in V* folgt.

e hemistetig, wenn die Abbildung ¢ — (A(u + tv),w) fiir alle
u,v,w € V auf [0, 1] stetig ist.

e radialstetig, wenn die Abbildung ¢ — (A(u + tv),v) fir alle
u,v € V auf [0, 1] stetig ist.

e verstarkt stetig, wenn aus u, — u in V' Au, — Au in V* folgt.
e schwach-schwach-stetig wenn Av,, — Av aus v, — v folgt.
e lokal beschrénkt, wenn es um jeden Punkt v € V eine Umgebung

gibt, auf der A beschrénkt ist, also

VueV 3e > 0,M > 0: |Av|lx < M Vv e B(u,e).

Bemerkung 1.2.2 (Radialstetigkeit) Die (formal stirkere) Definition, dass
t — (A(u+tv),v ) auf ganz R und fiir alle v € V stetig sein muss, ist dquivalent
zu der, dass die Abbildung auf [0, 1] stetig sein muss: fiir ein ¢ € R\[0, 1] findet

man ein to > 0 sodass |t| < to. Dann ist fiir w = %1} die Abbildung

t— (A(u +tw),w) = %(A(u-l—tv),qﬁ

stetig, da t # 0. Wir brauchen tatséchlich in unseren Beweisen nur die schwéche
Definition, da wir t > 0 betrachten, dass wir dann anschlieftend gegen Null
laufen lassen. Ein beliebig kleines (positives) Intervall, dass die Null enthalt

wiirde also reichen.

Beispiel 1.2.3 Ein klassisches Beispiel eines demistetigen Operators
ist der Gradient eines konvexen GATEAUX-differenzierbaren Funktionals
(siehe Lemma 3.2.10 und Korollar 3.2.14). o

Lemma 1.2.4 (Zusammenhang der Stetigkeitsbegriffe)
Es gelten die folgenden Implikationen.
@ Ist V' reflexiv, so impliziert verstirkte Stetigkeit Kompaktheit.
@ Stetigkeit impliziert Demistetigkeit.
@ Hemistetigkeit impliziert Radialstetigkeit.
@ Demistetigkeit impliziert Hemistetigkeit.
@) Demistetigkeit impliziert lokale Beschrinktheit.
@ Lineare kompakte Operatoren sind verstdrkt stetig.

@ Linearitit und Beschrinktheit sowie LIPSCHITZ-Stetigkeit implizie-

ren jeweils Hemistetigkeit.

demistetig

hemistetig

radialstetig

verstarkt stetig
schwach-schwach-stetig

lokal beschrankt

lincar und verstirkt v ref
TR Vel yompakt —
kompakt stetig =

-~ \\
pscudomonoton stetig < Lipschitz-stetig —— beschrinkt

monoton und linear
radialstetig und wonoton
\\Q’ refl)
N

lokal

S
=~ o

stetig = demistetiy =— -

p heschriinkt

N

N\

N

psendomonoton
radialstetig <——— hemistetig und lokal
beschriinkt

Abb. 5: Die Zusammenhinge der
Monotonie- und Stetigkeitsbegriffe.


https://de.wikipedia.org/wiki/Kompakter_Operator#Nichtlineare_kompakte_Operatoren

1.2 EIN ZOO AN STETIGKEITS- UND MONOTONIEBEGRIFFEN

Eine lineare Abbildung zwischen BANACH-Rdumen ist genau dann

stetig, wenn sie schwach-schwach-stetiq ist.

Beweis. @ Sei (un)neny < V beschrankt. Weil V' reflexiv ist, existiert
eine schwach konvergente Teilfolge (ty )neny — u € V. Aufgrund

der verstéarkten Stetigkeit folgt Au,, — Au.

@) und @) sind klar.

@ Seien u,v,w e V und (t,)nen < [0, 1] konvergent gegen ein ¢. Dann
folgt u + ¢,v — w + tv und mit der Demistetigkeit A(u + t,v) —
A(u+tv) in V*. Nach Lemma 1.1.3 folgt insbesondere A(u+t,v) =~
A(u + tv) in V*, und daher ( A(u + t,v),w) > {A(u + tv),w ).

(B Angenommen A sei nicht lokal beschréinkt. Dann existiert eine
Folge (vp)ney <€ V mit v, — v € V und [|Av, |+ — 0. Aus der
Demistetigkeit folgt Av,, — Av in V* und somit ist insbesondere

(Avp)nen © V* beschrinkt, was einen Widerspruch darstellt.

@ Sei (up)neny < V mit w,, — u € V. Wir zeigen Au,, — Au. Da
(un)nen beschrankt und A kompakt ist, existiert eine Teilfolge
(Un)neny und ein a € V*, sodass Au, — a. Zu A € L(V,V*)
existiert der duale Operator A* € L(V*x%, V*). Dann folgt fiir alle
weV

0— {(A*w,u, —u) ={Alu, —u),w) = Au, — Au,w ),

also Au, -~ Au. Mit der Eindeutigkeit schwacher Grenzwerte
folgt @ = Au. Angenommen, es géibe eine Teilfolge (At )nen von
(Auy, )nen, welche nicht schwach konvergiert. Dann wiére diese Folge
unbeschrankt, es liefse sich jedoch eine schwach konvergente Teil-
Teilfolge finden.

@ Fiir Ae L(V,V*) ist die Aussage klar. Seien A L-LIPSCHITZ-stetig,
u,v,w € V und (t,)neny < [0, 1] konvergent gegen ¢ € [0,1]. Dann
gilt

[ (AU + thv) — A(u + to),w )| < |A(u + t,v) — A(u + to) ||« |w]|
S Ligh + tyv — g =ty |w]
= Ltn — t] |v][w] — 0.
—

—0

"= ":Sei A: X — Y ein linearer Operator zwischen BANACH-
R&umen. Dann impliziert z,, — z in X, dass Az, — Az in Y
gilt: fiir p € Y* gilt {p, Az, — Az ) = (A*(p),z, —x) — 0, da
A*(p) € X* ist.

"« ": Angenommen, A: X — Y sei linear und schwach-schwach-
stetig aber unbeschrankt. Dann existiert eine Folge (yn)nen < X,

sodass |Tyn| = nlly.| fiir alle n € N gilt. Definiere x,, = ﬁuz—"u

fiir n € N. Dann gilt |z, | = ﬁ 2%, 0 und somit x,, =2 0

n—0o0

0 in X. Aufgrund der schwach-schwach-

2,0, also ist (Txy)nen beschrankt.

und insbesondere x,,
Stetigkeit von A gilt Tx,

Die Identitat £1 — £ ist verstarkt stetig
(¢1 hat die Scuur-Eigenschaft) aber nicht
kompakt, da das Bild der ¢;-Einheitskugel
die Einheitsvektoren enthélt, welche keine

konvergente Teilfolge besitzen.

‘Wir brauchen hier keine Reflexivitdt von V,
da die kanonische Einbettung nach dem Satz
von HAHN-BANACH immer injektiv ist.


https://de.wikipedia.org/wiki/Schur-Eigenschaft
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Jedoch gilt

HTyn” n—00
1Tz | = >+/n 0,
" vyl

was einen Widerspruch darstellt. O

Gegenbeispiel 1.2.5 (Kompakt = verstirkt stetig)
Betrachte den Operator A: V — V, v g|lv|? fiir V := L?(0,1) und
festes ge V.

Offensichtlich ist A stetig. Das Bild von A ist eindimensional mit der
Basis {g}. Somit ist A kompakt. Die Folge (v, = sin(nz)),eny < L*(R)
konvergiert nach Beispiel 1.1.6 schwach aber nicht stark gegen Null. Ware
A verstiirkt stetig, miisste gllv,|?> — ¢[0||* gelten, da aber g # 0 gilt,
wiirde das |v,| — [0| implizieren. Nach Lemma 1.1.15 folgt daraus

v, — 0, was einen Widerspruch darstellt. o

Bemerkung 1.2.6 (Motivation zu den Monotoniebegriffen)

In R folgt die Bijektivitdt von f aus der strenger Monotonie (impliziert

Injektivitét), Stetigkeit von f und f(x) 2220, 4 oo,

DEFINITION 1.2.7 (M ONOTONIEEIGENSCHAFTEN )
Sei (V.| - |) reell und reflexiv. Eine Abbildung A: V' — V* heifst

e monoton, wenn ( Av — Aw,v —w) > 0 fiir alle v,w € V gilt.

o strikt monoton, wenn { Av — Aw,v—w ) > 0 fiir alle verschiedenen

v,weV gilt.

e stark monoton, wenn ein p > 0 existiert, sodass ( Av — Aw,v —

w) = plv —w|? fiir alle v, w e V gilt.

e gleichméfig monoton, wenn eine strikt monoton wachsende Funkti-
on p: RS — R mit p(0) = 0 existiert, sodass ( Av—Aw,v—w) >
p(lv — wl) fir alle v,w e V gilt.

e d-monoton, wenn eine strikt monoton wachsende Funktion « :
Ry — R{ existiert, sodass

(Av — Aw,v —w) > (a(lv]) — e(jw])) (lv] - Jw])

fiir alle v,w € V gilt.

e koerzitiv, wenn eine Funktion v : Ry — R mit y(z) 222> o

existiert, sodass ( Av,v ) = v(|v|)|v] fir alle v e V gilt.

Lemma 1.2.8 (Monotoniebegriffe)
Sei (V,|-]) ein reeller BANACH-Raum. Fir einen Operator A: V — V*

gelten die folgenden Implikationen.
@ Gleichmdfige Monotonie impliziert strikte Monotonie.
@ Starke Monotonie impliziert gleichmdffige Monotonie.
@ Starke Monotonie impliziert d-Monotonie.

@ Starke Monotonie impliziert Koerzivitdt.

10

monoton

strikt monoton

stark monoton

gleichméfig monoton

koerzitiv



1.2 EIN ZOO AN STETIGKEITS- UND MONOTONIEBEGRIFFEN

@ Monotonie impliziert lokale Beschrdnktheit.
@ Lineare monotone Operatoren sind stetig.

@ Auf reflexiven Raumen implizieren Monotonie und Radialstetigkeit
Demistetigkeit.

d-Monotonie impliziert Monotonie.
@ Gleichmdflige Monotonie impliziert Koerzitivitit.
Ist V' strikt konvez, so impliziert d-Monotonie strikte Monotonie.

Beweis. @ und @ sind klar.
@ Es existiert ein p > 0 sodass fiir alle u,v € V
2 877 2
(Au—Avu—v) = plo—wl> "> (o] - w))

gilt. Somit erfiillt « := pid die Voraussetzungen der d-Monotonie.
@ Fiir die Koerzitivitdt wahle man w = 0 und erhélt fiir alle v € V'

und ein g >0

(Av,v) = (Av = A(0),v) +{A(0),v) = plv|* — [A(0)|«]v]
= (ol = [AO)]l+) [lv]-
—_—

=([ll)

(® Angenommen, A wire nicht lokal beschréinkt. Dann existiert eine
Folge (tun)neny € V und ein u € V' mit u, — u aber |Au,|+ — .
Sei ay, i= 14 | Aup ||« |un —u| = 1 fiir n € N. Dann gilt i < 1 und

firveV

a—1n<Aun,v>< ain(<Aun,v>+<Aun_A(u+v),un—(u+v)>)
_ ain(mun,un—u>—<A(u+v),un—(u+v>>)
< - (HAun sl =l + [ A+ 0)en = w = o])
<1+ A+ o)l lun — (ot o)

C
<1+ a—HA(u—&-v)H*.

Somit ist - ( Au,, v ) fiir alle v € V beschréinkt. Nach dem Satz von
BANACH-STEINHAUS existiert ein M > 0, sodass - Auy, |« < M.
Unmstellen ergibt

[ A [« < ML+ || Aun |+ un — ul)-

Umstellen ergibt

M

A <——— <
ke S TNy S

M,

wobei die Ungleichung erhalten bleibt, weil wegen u,, — u ein
N e N existiert, sodass M |u, —u| <1 fiir alle n > N gilt.
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gleichméifig
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Abb. 6: Zusammenhéinge der Montoniebe-
griffe untereinander.
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® Aus () folgt, dass A lokal beschriinkt ist. Seien (un)nen = V
konvergent gegen u und

Uy —U .
—tn=t " fiir u, # u,

oy, = 4 lun—ul2

0, fir u, = u.

Da v, — 0 gilt (und A0 = 0 gilt und A lokal beschrinkt ist),
existiert ein N € N und ein M > 0, sodass |[Av,|l« < M fir alle
n > N gilt. Nun folgt fiir alle n > N

|Aun — Aulls = |A(un —u)]s =

A —
*
n—0o0

= [Avn s un — ul? < M, —ul? 2= 0.

@ Sei u,, — u. Wir zeigen Au,, — Au in V* d.h. ( Au,, — Au,v) — 0
fir alle v € V, da wegen der Reflexivitiat von V' schwach- und
schwach*-Konvergenz in V* zusammenfallen. Da A monoton ist, ist
A lokalbeschriinkt (Lemma 1.2.4 (8)). Deswegen ist (Auy)peny < V*
beschrinkt, also existiert wegen der Reflexivitét von V' eine Teilfolge
u), und ein b € V*, sodass Au, — b in V* gilt.

Wir zeigen nun b = Au mit MINTY’s trick: fiir beliebige v € V gilt
b7 — An’a n’ >An’7n’_An’_Aan’_
- —u >0
= (Av,up — )+ (Auy,v)
— {(Av,u—v)y+{(bv).

Daraus erhalten wir
(byu—v)y={Av,u—v) YveV.
Fiir £ > 0 und w € V setze v = u + tw. Dann gilt

—t{byw) = —t{A(u + tw),w)

— (byw) < (Au+ tw),w) ——2 ( Au,w)

radialst.

Analog erhalten wir (b, w ) = ( Au, w ) fiir t < 0 und somit (b, w ) =
(Au,w) fiir alle w € V und somit b = Au.

Folgt direkt aus der Monotonie von «.
@ TODO, HA

TODO, HA O

Beispiel 1.2.9 (MINTY’s Trick)

Sei Q ¢ R? ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand und A: L'(€) —
L*®(£2) ein monotoner und radialstetiger Operator. Sei (up)nen < L*()
eine schwach konvergente Folge mit Grenzwert u, sodass (Auy, )nen in L®

gegen w schwach® konvergiert und { Au,,u, » — (w,u) gilt. Dann folgt
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MINTY’s trick

Vgl. Bemerkung 1.2.2: Hier steht zwar, dass
man negatives t einsetzt, um die umgekehrte
Ungleichung zu erhalten, aber man kann
genauso gut das gleiche ¢ nehmen und dafiir
—w statt w einsetzen und die Definition fiir
t € [0, 1] behalten.
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w = Au mit MINTY’s Trick: Fiir b € LY(Q) gilt

(Mon)
(wyu)y = (Aup, Auy Yy = (Auy, Auy ) — Auy, — Abyuy, — b))
= (Ab,u, — b))+ Auy,b)
—(Ab,u —by+{w,b).
Also gilt ( Ab,u —b) < {w,u — b) fiir alle b e L(Q).
Fiir t > 0, ve L}(Q) und b == u + tv gilt

—t{w,v)y =z —t{Alu +tv),v)

und wegen der Radialstetigkeit von A gilt
N0

radialst.

(w, vy < (CA(u + tv),v) (Au,v).

und fiir ¢ < 0 folgt analog {(w,v) = ( Au,v) und somit w = Au. o

DEFINITION 1.2.10 (DUALITATSABBILDUNG)

Sei X ein reflexiver Raum mit strikt konvexen Dualraum. Fir jedes
r € X existiert genau ein Jz € X* mit ( Jx,z) = ||z|? = ||Jz|2. Die
Abbildung J: X — X* heiffit Dualitdtsabbildung.

Lemma 1.2.11
Die Dualitdtsabbildung ist demistetig, monoton und koerzitiv. Ist X ein

HILBERT-Raum, ist J sogar stark monoton.

Beweis.
ist, geniigt es nach Lemma 1.2.8 @ zu zeigen, dass J radialstetig ist.
TODO Inspiration: https://www-m6.ma.tum.de/foswiki/pub/
M6/Lehrstuhl/IrenaHofmann/CEV_Blatt06.pdf.

@ Sei (un)neny < V konvergent gegen u € V. Da J monoton

@ Fir z,y e V gilt

(Jo—Jy,x—y)={Jo,v)—Jo,y)—{Jy, ) +{Jy,y)
> (Jx,x) —|Jxllsly| — [Tyl ] + < Ty, v)
= |z|* = 2lz| |yl + |y|* = 0.

@ Esgilt (Jz,z) = [z]* = y(|lz]) =] fitr v = id.

@ Nach Beispiel 3.1.9 gilt in einem HILBERT-Raum { Ju,v) = (u,v)
O

und somit ( Ju — Jv,u —v) = |u — v|>.
Ist X = LP(Q) fur eine beschrinkte, offene Menge 2 < R und p € (1,00),

so st fast iberall J(u)(z) = |u(z)[P~u(z)|ul3~?.

Beispiel 1.2.12 (Stetig aber nicht schwach-schwach stetig)

Sei w die periodische Fortsetzung von
u:[0,1] - R, z — 2]1(07%)@) -1

auf R. Dann ist (uy,(x) := @(nz))nen schwach konvergent gegen 0, da das
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MiNTY’s Trick

Dualitéatsabbildung
AN AN
H H= —
yi L\ £ L\
A) 7 N 7
17 17
~ ~ -

Abb. 7: Die Funktionen u; und us aus Bei-

apiel 1.2 192


https://www-m6.ma.tum.de/foswiki/pub/M6/Lehrstuhl/IrenaHofmann/CEV_Blatt06.pdf
https://www-m6.ma.tum.de/foswiki/pub/M6/Lehrstuhl/IrenaHofmann/CEV_Blatt06.pdf
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der Mittelwert der Funktion ist (vgl. Beispiel 1.1.9). Jedoch ist

B: L*(0,1) — L?(0,1), u — min(u?1)

stetig aber nicht schwach schwach stetig: Sei (un)neny < LP(0,1) eine

Folge, sodass u,, 0. Dann existiert eine Teilfolge (uy)nren, sodass

Lr(0,1)
U () — u(x) fast tiberall in (0, 1) gilt. Dann folgt f(un (x)) — f(u(z))

fast iiberall in (0,1) aufgrund der Stetigkeit von f : R — R, z —
min(z?,1). Da |f(un (2))| < 1 fiir alle z € [0, 1] gilt, erhalten wir Bu,, —
Bu in LP(0, 1) nach dem Satz von LEBESGUE. Jedoch ist B nicht schwach-
schwach-stetig, da Bu, = 1 und somit Bu,, — 1 # 0 = B(0) = Bu gilt.c

Lemma 1.2.13
Sei 8 > 0.

@ Fiirp>2und A: V — V* gelte
| Au — Av|ls < Bllu—ofP~!

fir alle u,v € V gilt. Dann ist A konstant.
@ Es eistiert zu p € (1,2) kein A: V — V* sodass

(Au— Av,u—v) = Blu—vf? 3)

fir alle u,v eV gilt.

Beweis. @ Seien u,v € V. Wir wihlen eine dquidistante Zerlegung

der Strecke zwischen u und v: (up = § (v —u))neqo,...,n} fiir N € N.

N
Dann gilt
N-1
|Au — Avly = |Aug — Aun s = | Y] An — Ania
k=0
L N- N-1
Z |An = Apia < Z | _un-&-al_l
k=0 k=0
N— p—1
_ 5 p—1 N—o©
Z — s lu— ot 22,
@) Seien u,v eV und
n
(un =+ N(’U - u))ne{o,...,N}

eine dquidistante Diskretisierung des Weges von u nach v. Aufgrund
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Abb. 8: Die Funktion f(z) := min(u?,1).
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der Teleskopsumme (T) und der dualen Paarung (L) gilt

<Au—Av,u—v>=<Au0—AuN,u0—uN>

(T)< Z Au; — Augyq, Z Uj fuj+1>

N—-1N—
Z <Au, Aujyr,u; — U1 )
=0 j5=0
N-1
=N Z CAu; — Aujyr, up — Uig1)
i=0
3) N-1 N1y oIP
> Np Y, Jwi—wi | = Np Z ~
i=0 =0
N-1
= NP ) fuol?
i=0
_ N2-P _ gyl =2,
N = ol 222 o
was ein Widerspruch zu der Wohldefiniertheit von A ist. O
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1.3 Existenzsatze

Beispiel 1.3.1 (p-LAPLACE und French-Tower function)
Fiir p € (1, 0) sei

g R SR - |2[P=22, wenn z # 0,
0, sonst.

die french-tower function. Wir nennen Ayu == V - (|Vu[P7?Vu) = V -

g(Vu) den p-LAPLACE-Operator, die nichtlineare Verallgemeinerung des

LAPLACE Operators (Gleichheit fiir p = 2). Die Abbildung g ist als

Komposition stetiger Funktionen stetig und da

—1 z—0
l9(2) =0 = [z]P71 === 0

gilt. Fiir |z| < M gilt |g(2)] < MP~! also ist g beschriinkt und auch
koerziv, da
(9(2),2) = P72 (2, 2) = [P

[e.¢]
— p—1 220,

gilt. Wir wéhlen ~(z) : 00. Aufserdem ist ¢ monoton und

strikt monoton, da

(9(2) =g(y),z —y) = (|2[P722 = y|P %y, 2 —y)
= |2[P = [ylP~2 (y, 2) =12P 2 2y ) +HylP (4)
= (P — ) (12— ) > 0
gilt.
Fiir p > 2 existiert ein p > 0, sodass
(9(z)—g(y),z—y)=plz—yP  Vy,zeR"
Beweis. Die LINQUIST Identitét ist

2P~ + [y~ |2[P~2 — |y~

(g(2)—gly),2—y) = 5 lz—yl*+ 5 (121> =1yl?),
da die rechte Seite ist
|2[? p2 2P 2yl | PR p—2 |yl
5 |2[P7=*{y,z)+ 2 + 5 |yl <y7z>+7
N | T el - A 1
2 2 2 2

und die linke Seite (4). Durch Kiirzen kann die Gleichheit gezeigt werden.

Fir z,y € R? gilt somit

(o) = 9(9).2 =) = 5 (2772 + |yl =) by — =P,

da (|22 = [yl72) (|22 = [y[2) > 0, weil |[~2 > |y|*2 genau dann

wenn |z|? > |y|2. Wir zeigen die Existenz eines 7 > 0, sodass
P72+ [y = Tl — g

Zunichst sei p € (2,3), da fiir p = 2 jedes 7 der Bedingung geniigt. Wir
nutzen die Substitution p = p—2 € (0,1). Dann gilt |y — z|” < |y|” + |2/°,

also kénnen wir 7 = 1 wahlen.
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LINQUIST Identitat


https://en.wikipedia.org/wiki/P-Laplacian
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Sei nun p > 3, d.h. p > 1. Dann gilt
2 = yl” < (J2] + [y))” <2071 (J21° + [yl”)

denn t — t” ist konvex und somit gilt die JENSEN-Ungleichung (%)p <
%. Fiir p > 3 wihlen wir also 7 = 2377 und somit u = 2*~?. Insbe-

sondere ist g stark monoton fiir p = 2. O
Fir p > 2 ist g LipscHITZ-stetig auf jeder beschrankten Menge:

l9(2) = g(y)] < (p — 1) max(lyl, [2))P~*|z - yl. (5)

Wir formulieren nun den Hauptsatz iiber monotone Operatoren, welcher
als nichtlineare Verallgemeinerung des Satz von LAX-MILGRAM gesehen

werden kann.

SATZ 1.3.1: BROWDER-MINTY (1963)

Seien V ein reeller reflexiver separabler BANACH-Raum und
A:V — V* monoton, radialstetig und koerzitiv. Dann ist A
surjektiv. Die Losungsmenge ist konvex und abgeschlossen. Ist A

sogar strikt monoton, so ist A bijektiv.

Auf Separabilitiat kann verzichtet werden, das wiirde de Beweis jedoch

unnotig in die Lange ziehen.

Beweis. Die Surjektivitit zeigen wir in allgemeinerer Form im Beweis

des folgenden Satzes.

Konvexitat der Losungsmenge. Seien uy,us € V Losungen von Au = f,
0 e (0,1) und ug := Guy + (1 — O)ug. Fiir ve V gilt

(f—Avyug —v)y=0{f—Av,u1 —v)+(1—=0){f — Av,us —v)
=0(Au; — Av,u1 —v)+(1 —0) (Auz — Av,up —v) =0,

da A monoton ist. Fiir v := ug + Aw mit A € (0,1] und w e V gilt
FXf — Aug £ Aw),w) =0

und somit { f — Aug,w ) = 0 fiir A \, 0, da A radialstetig ist, also gilt
f = AU9.

Abgeschlossenheit der Losungsmenge. Sei (un)neny < V eine Folge von
Lésungen mit schwachem Grenzwert u € V. Fiir v e V gilt

(f—Av,u—v)=lim {(f — Av,un —v) = lim {(Au, — Av,un —v) =0,
n—a0 n—w

da A monoton ist. Analog zu oben folgt mit der Radialstetigkeit und
v = u t A\w, dass f = Au gilt. Nach dem Satz von MAZUR ist die

Losungsmenge sogar stark abgeschlossen.

Bijektivitdt. Angenommen, u; # us sind zwei Losungen von Au = f.

Dann gilt widerspriichlicherweise

0<<AU1*AUQ,Ul*U2>:<f7fau17u2>:0' O

17



1.3 EXISTENZSATZE

Lemma 1.3.2 (BROWDER-MINTY)
Seien die Voraussetzungen des Satzes von BROWDER-MINTY erfillt.
Dann gilt

@ Ist A stark monoton, so ist A1 LIPSCHITZ-stetig.

@ Ist A stark monoton und LIPSCHITZ-stetig, so ist A~! stark mono-

ton.

@ Ist A strikt monoton, so ist A~ strikt monoton, beschrinkt und

demistetig.

Beweis. @ Seien z,y € V*. Nach dem Satz von BROWDER-MINTY
existieren u,v € V sodass Au = x und Av =y, also u = A~ 'z und
v = A7y gilt. Da A stark monoton ist, existiert ein x4 > 0, sodass
(Au— Av,u—v)
plu =l
Cs |Au— A 1
o5 | du— Avllof Ly,
plu—o p
1
= |z -yl
W

gilt. Somit ist A~ LIPSCHITZ-stetig mit LiPSCHITZ-Konstante i

A7 — A7y = Ju— o] <

@ Seien z,y € V* und u,v € V wie oben. Es gilt

(A7le — A Yy —y) =(u—v,Au— Av) = { Au — Av,u —v)

*)

( _ _
> pllu—v|* = plA™ e — A7y
[

b
=

—~

AA " e — AA Y2 = Bz — |
7l z ylI* = 7z =9l

wobei in (#) die starke Monotonie von A und in (}) die LIPSCHITZ-
Stetigkeit von A mit u, L > 0 ausnutzen.

@ Strikte Monotonie Fiir f # g € V* existieren u # v € V, sodass
Au = f und Av = g gilt. Dann folgt

(AT f—AT g f—g) = (u—v, Au—Av) = { Au—Av,u—v) > 0.

Beschranktheit. Sei F' < V* beschréankt. Dann existiert ein M > 0,
sodass | f]x < M fiir alle f € F gilt. Aufgrund der Koerzivitit von

A existiert ein entsprechendes v mit
Y(llulul < CAu,u)y = (fu) < [ flllul < M|

fir alle w € V und f € F. Aufgrund der Bijektivitdt von A folgt
Y(|ul) = v(|A7Lf]) < M fiir alle f € F, also ist A~! beschréinkt,

da ~y strikt monoton wéchst.

Demistetigkeit. Sei (f,, = Auy, )neny < V* konvergent gegen f in V*.
Da A~! auch lokal beschriinkt ist, ist die Menge (u, = AL f)peny <
V beschrankt. Somit existiert eine Teilfolge u,y < V mit u,, — u €
V. Fiir v € V folgt mit Lemma 1.1.14

(f—=Av,u—v)= lim {f— Av,uy —v)
n/—00

= lim (Auy — Av,uy —v) = 0.

n’—o0

18



1.3 EXISTENZSATZE

Mit MINTY’s Trick folgt Au = f und somit u,, = A~'f, —
A71f = u. Der Teilfolgenprinzip liefert die schwache Konvergenz

der gesamten Folge. O

Beispiel 1.3.3 (1D p-LAPLACE-Operator-Gleichung)
Betrachte den eindimensionalen Operator Ayu(z) = (|u/(z)[P~2u/ (z))’
fiir p € (1,00) und das zugehorige Randwertproblem mit NEUMANN-

Randbedingungen
—Apu(z) = f(z), =€ (a,b), ©)
u(a) = u(b) =0,

dessen schwache Formulierung lautet: zu f € V* finde ein u € V', sodass

b
a(u,v) = j ! ()P~ () () de = {0

fiir alle v € V := W, (a,b) gilt. Definiere A: V — V* = W~14(a,b),
wobei p und ¢ HOLDER-konjugiert sind, durch { Au,v ) := a(u,v). Dann
ist A wohldefiniert, da v — a(u,v) fiir jedes u € V' linear und beschrankt

ist: mit % = =L ynd somit ¢(p — 1) = p folgt

p
1 1
b a b P
| <|u'|P-1>‘Idx> (f |v’|pdx) ~ lulfy
a a

(1)
la(u, v)] < (

Es folgt || Au|_1,4 < |u\11’;1.

1,p:

Strikte Monotonie. Fiir u,v € V gilt

b
(Au— Av,u—v) =J (Ju/|P72 ' = P72 ) (0 = 0') dz > 0.

>0 nach Beispiel 1.3.1

Koerzivitat. Fiir u e V gilt

b
(PF) _
(Au,u) = J WP de = [uff, = Julf = JulfL ful
a S~——

=(lul1,p)

Radialstetigkeit. Sei (t,)neny < [0, 1] konvergent gegen ¢. Dann folgt mit
dem Satz von LEBESGUE (L)

b
(CA(u + tpv),v) = j [u + t, 0 P2 (W + ) 0 da

a

‘.n;oc._)|ul+tvl‘p—2,(ul+tvl),vl
punktweise

(—L)>Jb [+t [P72 (0 + ') v de = (A(u + to),v ).
a

Zur integrierbaren Majorante bemerke man das ¢,, durch 1 beschrankt
und (|u/|P72 + [v/[P72) - (W 4+ 0') - v integrierbar ist.

Mit dem Satz von BROWDER-MINTY folgt die eindeutige Losbarkeit von
(6)-

Da V < WhP(Q) als abgeschlossener Unterraum die Reflexivitit von

WLP(Q) erbt, ist A sogar demi- und somit hemistetig nach Lemma 1.2.4.¢
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Fiir p > 2 ist A sogar beschriankt LipscHITZ-stetig: fiir alle u,v € V gilt

[Au = Avlls < € max([ul, [o])]|u =]

—_—_— e

Wir beriicksichtigen nun auch eine mégliche Storung der linken Seite. Die
Monotonie und Radialstetigkeit von A und die Koerzitivitdt der gesamten
linken Seite behalten wir bei, wir schreiben links jedoch den Stérterm B,

von dem wir verstiarkte Stetigkeit fordern.

SATZ 1.3.2: VERSTARKT STETIGE STORUNG

Seien V ein reeller reflexiver separabler BANACH-Raum, A: V —

V* monoton und radialstetig sowie B: V' — V* verstarkt stetig.

Ist A + B koerzitiv, so ist A + B surjektiv. Die Losungsmenge von
(A + B)u = f ist schwach abgeschlossen.

Dies ist eine Verallgemeinerung des Satzes von BROWDER-MINTY (B = 0).
Die Monotonie und Radialstetigkeit von A gibt Konvexitit der Losungs-
menge (gut), jedoch hat B keine solche Eigenschaften. Selbst wenn A

strikt monoton ist, kann B die Eindeutigkeit kaputt machen.

Fiir den Beweis von Satz benétigen wir das folgende

Lemma 1.3.4 (Korollar zum Fixpunktsatz von BROUWER)
Seih : R™ o B(0, R) — R™ stetig und erfiille ( h(z),z ) = 0 auf dB(0, R),
d.h. fiir alle |z| = R. Dann besitzt h eine Nullstelle.

Beweis. Angenommen, es gilt h(z) # 0 fiir alle z € B(0, R). Dann ist
die Abbildung

7 = h(z)

g: B(0O,R) —» 0B(0,R), z+—> —R——.
el

wohldefiniert und stetig. Da B(0, R) konvex, abgeschlossen und nichtleer
ist, existiert nach dem Fixpunktsatz von BROUWER ein Fixpunkt z* von
g, d.h. g(z*) = z*. Dann gilt jedoch

0< (h(z"), 2%y = h(z*)g(z*) = —RELIED) gy <,

[R(z*)]
O

Beweis. (von Satz 1.3.2) (@) Da V separabel ist, existiert eine GAa-
LERKIN-Basis (¢;) jeny mit Vi, == span({¢1, ..., @m}), wobei | J,cn Vi
dicht in V ist. Das diskrete Ersatzproblem ist: gegeben m € N und
f e V* finde zu u(™ e V,, sodass

A+ B)u™ oMy = (f oMy ypm ey,

Es geniigt, mit den Basisfunktionen ¢, ..., ¢,, zu testen, sodass

dieses Problem &quivalent ist zu
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wobei wir die Zuordnung oM eV o plm = [ (m>. . .,LE,','L)} €

R fiir o™ = Zm_l 0" ), betrachten und

h: R™ — R™, h(u(™); = {(A+ Bu™ — f,0;).

Nach Lemma 1.3.4 hat h eine Nullstelle: es gilt

m

Ch(™), 00 g = 3 (B ™))05™

=1
= ((A+ B)w™ — f oM
> (o™ D™ ) = | £ o™

z— 0

gilt, da A + B koerzitiv ist, wobei v(z) —— 0.

Gilt nun [v™| = R fiir hinreichend grofes R > 0, dann folgt
Y0 = (1]

Auf V,,, haben wir die von V' induzierte Norm || - |, auf R™ kénnen
wir o™ |gm == [v(™)| definieren.

Ferner ist h stetig: fiir (vT(Lm))neN < R™ mit o™ — p(m) gilt

|A(05™) = A(o™) g

(CCA+ Bt = (4 + B )"

= i (A+ B)o{™ — (A + B)w'™, 0> ¢;
< DA+ B (o = o) oI
o

da B verstirkt stetig und A nach Lemma 1.2.8 @ demistetig ist.
Somit ist das diskrete Ersatzproblem lésbar.

Die Folge (u(m))mgN c V ist beschrankt: es existiert ein R > 0,

sodass |u(™| < R gilt. Sonst wire

Y™ D] < A+ Byu™, 1™ ) = Cfu™ ) < [ faful™],

und somit y(|u™ ) < | f]+, was im Widerspruch zu y(z) 2= oo

steht. Da V reflexiv ist, existiert eine Teilfolge (u(m/))meN und ein

’7",’—?%

u €V, sodass u(m”) win V gilt.

Wir zeigen, dass ((A + B)u'™)),eny © V* beschriinkt ist, da B
beschrankt und A lokal beschriankt ist. Da A lokal beschrankt ist,

existiert ein € > 0 und ein M > 0, sodass fiir alle w € V mit |w|| < ¢
auch |Aw| < M gilt. Mit |u(™| < R folgt

[(A+B)u™, u™ | = [ f,u™ )] < R-| (7)
Damit gilt
A+ Bum™
H(A+B)u(m) = sup A+ Bju™,w)
* weV €
[wll<e

A-priori-Abschéatzung
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und fiir alle w € V mit |w| < e

(A+Bu, w) 1
6 ~

s (((A + B)u(m),w>

+ (Au'™ — Aw, u(™ —w>>
1
= E(<Au(m),u(m)><Aw,u(m) —w)
+<Bu(m),w>>
1

2 (111 R+ Yl -0
+wwmw0

A ]
<gNﬂHJHJﬂR+@+C@.

Es folgt die Beschranktheit von ((A + B)u(™),,eny © V* und somit
auch von ((A + B)ul™)), ey € V*.

@ Somit existiert eine Teilfolge (u(m”))mueN und ein f € V*, sodass

22

(A+ B)ul™") — fin V* gilt.
Es ist f = f, denn

(A+ B 0™ = (00

gilt fiir alle v € V,,  Vipr, n < m”. Fiir festes n € N und mit
m” — oo folgt

(Fov™y = (fo™)
fiir alle v(™ € V,, fiir alle n € N und somit fiir alle v € Unen Vo €V,

welche dicht liegt. Es folgt f = f.

Mit w(™") — y in V und (A+ B)u(m”) — fin V* bleibt zu zeigen,
dass (A + B)u = f. Da B verstarkt stetig ist, folgt Bu™") — By

in V*. Da A monoton ist, gilt fiir alle w e V
(f - Bu(m)vu(m)> - <Au(m)7u(m)>
> (Au™ u™ — (AU — Aw, ™ —w)
= (Au™ w4+ CAw, u™ —w).
Fiir m = m” — oo erhalten wir
<f 7Bu,u> = <ffBu,w>+<Aw,u7w>
und damit
(f—=Bu,u—w)={Aw,u—w).

Mit MINTY’s Trick erhalten wir aufgrund der Radialstetigkeit von
A die Gleichheit f — Bu = Au.

Die Losungsmenge ist schwach abgeschlossen: seien (uy,)pen <€ V
Losungen zur rechten Seite f € V* d.h. (A4 B)u, = f mit u, — u
in V. Dann gilt Bu,, — Bu in V*. Weiterhin ist fiir alle v € V
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wegen der Monotonie von A

(f = Av,u—v) = lim (f — Av,u, —v)

n—0o0

= lim { Au, + Bu, — Av,u, —v)
n—o0

= lim {Au, — Av,up — v ) +{ Bup,up —v)

n—o0

> lim { Bup,u, —v)=<{Bu,u—uv).

n—0o0

Wir erhalten { f — Bu— Av,u—v ). Mit MINTY’s Trick folgt wieder
Au = f — Bu. O]

Lemma 1.3.5 (Starke Konvergenz der GALERKIN L3sungen)
Seien die Voraussetzungen des Satzes von BROWDER-MINTY erfillt. Die
Folge der GALERKIN Ldsungen konvergiert stark gegen die Lésung u von

Au = f, wenn
@ A:V — V* gleichmifig monoton ist,

@ A d-monoton und V' gleichmdf$ig konvex ist.

Beweis. Sei u, — u in V und Au,, = Au in V*.
e Dann gilt
0 < p(|un —u]) < (Au, — Au,uy —u)
= (Aup,uny —{Aup,u)—{Au,u, —u)
— —_—

= frun )=>(fuy  —=(Auu) —0
— {(f—Au,u)=0.

o Analog gilt (a(fun]) — a(lul))(Jun] — [u]) — 0 und somit fuy | —
/. Weil gleichméfig konvexe Réaume die RADON-RIESZ-Eigenschaft
besitzen, folgt u,, — uw in V. O

Beispiel 1.3.6 Fiir p € [2, 00) und ein beschrianktes Gebiet Q mit glattem
Rand betrachte

|ulP~?u — Apu = f in Q,

X —Vu-v=0  aufdQ

mit homogenen NEUMANN Randbedingungen.

Wir multiplizieren die Gleichung mit v € V := W1P(Q), integrieren und
erhalten

f fode = f [u[P~2uv dz —J V- (|Vul|P~?Vu)v dz
Q Q Q

u
~—

= f|u\p72uv + (|Vu[P~2Vu) Vo de — J v|VulP~? Vu - vdS
Q o0 =0

= J JulP~?uv d +f (|Vu|P~2Vu) Vo de,
Q Q

wobei wir die GREENschen Formel und die Randbedingung verwenden.
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Wir haben eine eine mehrdimensionale Form
der Regel der partiellen Integration
verwendet. Wir schieben also eine Ableitung
(in Form der Divergenz bzw. des Gradienten)
auf die Testfunktion. Dann kommen
natiirlich noch Randterme hinzu, d.h. wir
miissen iiber 0f2 integrieren. Im
Wesentlichen ist das der Satz von Gauss,
d.h. das v ist dann die dufiere Normale von
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Wir definieren die Operatoren A, B: V — V* mit
(Au,v) = J (|Vu[P~2Vu)Vodz und {Bu,v):= J |u|P~2uv d.
Q Q

Diese Operatoren sind wohldefiniert: Mit der HOLDER-Ungleichung gilt

(H) (p—1)q z p)" p—1
I(Au,v)| < QIVUI dz QIW\ < [Vulg, [vlv,

wobei ¢ := 25 Analog folgt |{ Bu,v )| < [u |8;1 [v]v.

Aus Beispiel 1.3.3 wissen wir, dass A strikt monoton und radialstetig ist.
Zunichst ist A + B koerzitiv, da

(A+ Blu,u) = L Vul? + ul? de = [ullf, = Jul§ fuly

gilt. Ferner ist B verstirkt stetig: fir (up)pey € V mit u,, — v € V
existiert eine Teilfolge (wp )nren von (U, )peny mit uyy L2% 4 in LP(Q),
da nach dem Satz von RELLICH-KONDRACHOV V <% LP(Q) gilt. Mit (5)
folgt

o 2 2
[ Buw = Buo) | L [l — ul? 2 o] ds
Q

(5) _
2o f e ([t )7 [t — o] d
Q

—2
<(p-1) L (Tt | + )2 i — ] o] dz

(H) p—2
< (= 1) (lunlp + lulp)” lun = ullplvfv,

wobei wir im letzten Schritt die Hélder-Ungleichung mit den Exponenten

2
p—2’
und somit beschrankt ist, existiert eine Konstante ¢ > 0, welche nur von

p und p benutzt haben. Da (uy)nen (stark) in LP(€2) konvergiert

u und p abhéngt, sodass

(B =B <l = oy 220,
v|v '

| Bupn — Bul|sx = sup
v#0

Es folgt Bu,, — Bu in V*. Da wir diese Argument fiir eine beliebige

Teilfolgen anwenden kénnen, folgt die Aussage mit dem Teilfolgenprinzip.

Hier ist A sogar strikt monoton, aber die Losung ist trotzdem nicht

eindeutig. o

Beispiel 1.3.7 (NAVIER-STOKES (eindimensional))
Betrachte fiir ¢ > 0 (spéter: Viskositit) das gewohnliche nichtlineare
Randwertproblem

—eu’(z) + u(x)d(z) = f(z), x € (a,b),

u(a) = u(b) =0, )

dessen variationelle Losung lautet: Sei V := %#1(a,b) und definiere

A, B:V — V* durch

b b

w'v'dr und <Bu,v>:=J wu'vdx

a

(Au,v) = af

a
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sowie ( f,v) == SZ fvdz (gleicher Name fiir Funktion und zugehoriges
Funktional) fiir u,v e V.

In DGL IIA zeigten wir, dass A (bis auf den Faktor ¢ > 0 ist das die
schwache Formulierung des LAPLACE-Operators) wohldefiniert, stark
positiv und beschréankt ist. Nach unseren neuen Begriffen ist er somit
stark monoton, radialstetig (weil stetig) und koerzitiv (frither: stark

positiv).
Wohldefiniertheit von B. Fiir u,v e V gilt

1 b o 1 (7
{Bu,v) = fuuvdx—if( 2)’vdx:—fj %' dx

< % (J u dx) ( ) \U|\o4|v|12
b))

— L*(a,b) gilt, folgt

und somit |Buly < 3[ul§ 4. Da #§ — C([a,

C 3
|Bullx < g\uliz’ C:=(b—a)2. (9)

Das sieht man so:

Vb—a Vb—a
[(Bu,0y| < Yl ol 2 < o 0= ) ul? ool 2

Koerzitivitdt von A + B. Fiir u e V gilt

u3(b) — u(a) (RB)

’ 2,7 1 ’ d 3
B = dox = = d .
< u,u> Lu u 3L xu (17) x 3 =0

Somit folgt ((A + B)u,u) = (Au,u) = ¢l|ul? und mit y(||ju]) = &|u||
folgt die Behauptung.

Verstarkte Stetigkeit von B. Das folgende Verfahren funktioniert nur,

da der Storterm von niedrigerer Ordnung ist und wir nach den So-
BOLEV’schen Einbettungssidtzen Regularitét ,iibrig haben“, die wir in
Kompaktheit ;unwandeln® kénnen. Sei (u, )nen schwach konvergent gegen

u e V. Wir wollen Bu,, = Bu in V* zeigen. Fiir v € V gilt

b

1 b
KB = Buw)l < [ fun -ty = welfoldo = 5 [ 1(62) - (@Y 1] do

a

< fJ [u? — u?||v'| de = ff [un, — ul|u, + ulv'| dz
2 a 2 a
H1
< Gllun = uloalun + uloalvl,2-
Also gilt
A# ]
|Bun = Bulx < 5 llun — ufo,a( 4)-

Es gilt %} <% C([a,b]) < L*(a,b). Dau, — uin g (a,b) gilt, ist (tn)nen
in %4 beschriinkt und wegen der Einbettung auch in L*(a,b). Es folgt

| Bun — Bulsx < Cllun — ufo.a == 0,
da aus u,, — u in #J (a,b) und #4 (a,b) <> L*(a,b) (id ist linear!) u,, — u

in L*(a,b) folgt.
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Mit dem Satz von BROWDER-MINTY folgt die Losbarkeit von (8).

Eindeutigkeit. Seien u1,us € V' Losungen von (8). Dann gilt

ellug — U2H2 = (A(up —ug),u; —ug ) L (Auy — Aug,uy, —uz )y
= <f—B’LL1 — (f—BUQ),Ul —U2>
<B’UQ 7BU1,U2 7U1>

1 b
H **J (u3 — u?)(uy — ug) dz

a

H 1

< §(|\U1H0,4 + Huz |0,4)HU2 - U1H0,4|U1 — U21,2
PF (C

< glu - us|? o (Jur]12 + |uzli2)-

Fiir ¢ € {1, 2} gilt
eluil* = (Aui,ur ) = (f = Bug,ui) = (fouiy < [flfws]  (10)

({ Bug,u; y = 0!) und somit |u;|1.2 = |u;| < % Aus der obigen Unglei-
chungskette folgt somit
3
el — sl < CZ D211 B — i ? (1)

Ze
und somit |u; — ug|? = 0 wenn die Daten €72, (b — a) und |||+ klein

sind, also deren Produkt kleiner als 1. o

Beispiel 1.3.8 Betrachte das homogene DIRICHLET-Randwertproblem

—"(z) + g(u(@)) = f(@), @ e (a,b),

u(a) = u(b) = 0. ()

Sei g : R — R stetig, sodass infeg g(s) - s > —oo gilt (fiir Koerzivitét).
Ferner existieren Konstanten c¢,r > 0, sodass |g(s)] < ¢(1 + |s|") gilt
(Wachstumsbedingung, die Wohldefiniert gibt). Fiir die variationelle
Formulierung withle V := #§ und A, B: V — V* definiert durch

b b

w'v'dr und <Bu,v>::J g(u)vdz

a

(Au,v) ::f

a
fir u,ve V.

Wohldefiniertheit von B. Fiir u,v € V gilt

b b
(Bu,v) = J glu)vdr < CJ (14 |ul")vde

1
2

CS b r\2
So([armrrac)
b 2
<2C (J (1 + |ul*) dm)
PF . , #o .
S OCWb—a+|ulga)lvlie < CO+|ulf)lvi2

lvlo,2

1;_)L2T

und somit |Buls < C(1+ |ulf ,).
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Koerzitivitdt von A + B. Fir u e V gilt

b
(Bu,u) = f g(u(z))u(z)dz = (b— a) ;relég(s) -8 > —o0.

Da ( Au,u) = |u|? gilt, folgt hieraus die Koerzivitit.

Verstiirkte Stetigkeit von B. Sei u,, — u in #J(a,b). Wir zeigen |Bu —
By, |+« — 0. Fiir v € %/ (a, b) gilt

b
(Bu= Bunv) = | (9(u(@)) ~ glua (0))o(0) dz

< llg(w) = glun)le 001 === 0,
——

<|v|1,2

denn: da g stetig ist und % (a, b) <> C([a, b]) gilt, folgt zunichst u, — u
gleichméfig und somit g(u,) — g(u) gleichmékig. o

SaTz 1.3.3: F. MURAT (1987)

Betrachte fiir ein beschrénktes Gebiet ) das Randwertproblem

=V -a(x,Vue(z)) = fo(x), x€,
ue(z) = 0, z € 0%,

wobei a : R x RY - R? eine CARATHEODORY-Bedingung erfiillt
(messbar im ersten, stetig im zweiten Argument) und gilt

@ Ju, A >0,p>1:a(x,2) 2= p|z|P — A Vr e, zeRY.

@ (a(z,y) —a(z,2))(y —2) > 0 Vz € Q,Vy, z € R

@ la(z,2) < C1+ |2z|PY), z € Q.z e RE
Dann gilt

@ Mit (Auc,v) = §,a(z, Vue(z)) - Vo(z)dz = { f.,v), v e

Wy () ist eindeutig 16sbar fiir f. € W—19(Q).
@ Sei f. — f in W=14(Q). Dann folgt u. — u in Wol’p, wobei

u das Randwertproblem

-V a(z,Vu(z)) = f(z), =€,
u(z) =0, x € 09,

16st.

Beweis. Fiir @) zeigen wir, dass die Voraussetzungen des Satzes von

BROWDER-MINTY erfiillt sind. Monotonie folgt sofort aus @ Sei t, — t.

Weil @ im zweiten Argument stetig ist (CARATHEODORY ), folgt mit dem
Satz von LEBESGUE

(A(u+tyv),v) = fﬂ a(xz, Vu(x) + ¢, Vo(x))Vu(z) dz

2% | a(x, Vu(z) + tVo(z))Vo(z) dz = (A(u + tv),v).

LEBESGUE Q

@ Sei u. € WyP(Q) die variationelle Losung zur rechten Seite f. €
Wh(Q), dh. (Auz,v) = ( fo,v) gilt fiir alle v e WP ().
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Man erhélt eine a-priori Abschétzung fir die Losung wu. durch

Testen mit der Losung (v = u,): fir z € Q gilt

pluclt , = NQ| = ”L |Vaue ()P dz — Q|

CS
< (Aug,ue ) = (foyue ) < | fel—1,qluclip

und somit
Al

|us|17p -

M|UE|€;1 < fell-1,4 +

Also ist (ue)eso € WP () beschrinkt (fiir |uc|i, > 1 ist das Klar,
fiir |uc|1, < 1 ebenso).

@ Fiir den HOLDER-konjugierten Exponenten g > 1 gilt

® .
la(z, Vi ()7 dz < cf (1+ [Vue(@)P)" de
Q Q

Do 1+ Ve@pPds (- a-p)
= C1(19] + |uclf ).
Fiir (#) benutzten wir die Abschitzung
(1+ |z))* < Cu(1 + |z|*), ke [0,00), Cp =21, (13)

welche direkt aus der Konvexitéit von t — t* mit der Ungleichung
von JENSEN folgt.

Nach (@) ist also auch die Folge (0. = a(-, Vue(+)))es0 © L7 be-
schrinkt. Bis auf Teilfolgen gilt somit aufgrund der Reflexivitét
Ue — uin W(l)’p und 0. — o in L2. WIRD HIER STETIGKEIT
VON o IM ZWEITEN ARGUMENT BENUTZT?

Zuniichst gilt fiir v e WH9(Q)

J U-Vudaw—f UE-VVda:=<f€,y>ﬂ><f,z/>
Q Q

und somit f = {;, - V(-)dz.

@ Wir identifizieren die Grenzwerte und zeigen dafiir o = a(-, Vu(-)).

28

Da f. — f stark konvergiert, gilt fiir alle w € W§”
f o-Vudr ={fiu) — (fe,uc )y = (Aug, u.
Q
= f (a(z, Vue) — a(z, Vw)) (Vue — Vw)dz
Q

+ J a(z, Vw) (Vue — Vw) + a(z, u.(x)) - Vwdz
Q

@
= 0+ J a(z, Vw) (Vu — Vw) + oVwdz,
Q

wobei wir in der letzten Abschéitzung u. — v und etwas der Form
o — L? = (L?)* — %, ' benutzt haben (und Stetigkeit?) ???
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Also gilt

‘[Q o-(Vu—Vuw)dz > L a(z, Vw)(Vu — Vw) dz

fiir alle w € W(l)’p. Fiir w := v + tv und t > 0 folgt
it-J o-Vvdr > itf a(z,V(u+tv)) Vvde
Q Q

und somit

<
f o-Vvdx J a(z,V(u + tv)) - Vv de.
Q = Jo

Aufgrund der CARATHEODORY-Bedingung konvergiert der rechte
Integrand punktweise fiir ¢ \ 0 fast iiberall gegen a(z, Vu)Vr und
somit mit dem Satz von LEBESGUE

J oVvdx =f a(z, Vu)Vv dz
Q Q

fiir alle v € Wy™.

Bis jetzt haben wir
f a(x,Vu) - Vvdr « J a(x,Vue) - Vvde = fe,v) > {f,v)
Q Q

fiir alle v € Wi, Somit 16st u das Randwertproblem zur rechten
Seite f. Bisher haben wir nur u, — u in Wy?. Da WP < LP ist,
folgt u. — w in LP. Zu zeigen bleibt die Konvergenz der Gradienten:
Vue — Vu in LP.

Dazu benutzen wir den unten stehenden Satz von VITALI Betrachte
ee(x) == a(x, Vue(z)) — a(z, Vu(z)) - (Vue(z) — Vu(z)) = 0.
Dann folgt
0< J ec(r)dr = fe,ue ) —J. a(z, Vu(z)) (Vue(z) — Vu(z)) dz
Q Q
- J a(z, Vue () Vu(x) dz
Q
eN\0
—= (f,uy—0— J a(z, Vu(z)) - Vu(z) dz
Q

:<f,u>—<f,u>:0,

also e — 0 in L1(Q). Mit der Umkehrung des Satz von LEBESGUE
gilt bis auf Teilfolgen

Jge L' : |e.| < g f.ii, e. — O fii.
Fir A < Q gilt
,uf |Vu|P dz — MA| < J a(z,Vue) - Vue dzx
A A
= J ec + a(xz, Vu)(Vu, — Vu)
A

+ a(z, Vu)Vude.
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Wir schétzen nun die Summanden im Integral einzeln ab. Es gilt
§,ec(z)dz < §, g(x) de. Fir den zweiten Summand gilt

®
f a(x, Vus)Vudr < CJ (1 + |Vue|P™Y)|Vu| dz
A A

H 3 1
< ¢ <f 1+ |Vu|? dx) (J |Vul? dx)
(13) A A
1
< ceo(|Al + |Ue|1,p)% (J [Vul? dx) .
A
Der erste Faktor in der letzten Zeile richtig?? wo kommt

das p/q her???

Fiir den letzten Summand gilt

®
J a(z, V) (Vue — Vu)de < cf (1 + [VulP™") (|[Vue| + [Vul)
A A

1

H q
<c <J 14 |Vul? dx)
A
: (f Ve |P + |Vu|pdx> ’
A

Somit ist (Vu)e. < LP gleichgradig integrierbar. WAS WENN
lgl GROR IST???

Nun bleibt zu zeigen, dass die Gradienten punktweise fast iiberall

konvergieren. Fiir alle geeigneten (dort, wo die punktweise konv.
gilt???) z € Q
uVue ()P + A < a(z, Vue(z)) - Vue(z))
< (a(x, Vue — a(z, Vu)) (Vu, — Vu)
+ a(x, Vu) (Vue. — Vu) + a(z, Vu)Vu

®
< e(z) +c(1+ [VuP7) |Vul
+c (14 |Vulf™) [Vu. — V|
Y e P p P
< ec(z) + C|Vu| + Z|Vu5| + C|Vul? + Z|Vu5|
+C 1+ |Vulf )+ C (1 + |VulP~) [Vul,

wobei wir bei (Y) die YOouNGsche Ungleichung ab < ea? + cb?,

(pe)'?
q

c:= mit € = § verwenden. Es folgt

%|Vu5(z)|p <A+ (@) + C|Vu| + C|Vul? + C.
Somit ist (Vue(z))eso < R? beschrinkt, also gilt bis auf Teilfolgen
Vue(z) — £ Wir zeigen Vu(z) = €.
Da
0 < (a(z, Vue(z)) — alz, Vu(x))) (Vus(z) — Vu(x)) = ec(z) —» 0

—(a(e,6)—alz, Vu(2))) (€~ Vu(z)
gilt, folgt die Aussage aus @ O
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SATZ 1.3.4: KONVERGENZSATZ VON VITALI (1907)

Sei g, — g (punktweise!) fast tiberall fir (g, )neny < LP(02). Exis-
tiert zu jedem 1 > 0 ein § > 0 sodass §, |g,|P dz < 7 fiir alle
messbaren Menge A €77 mit |A| < § und fir alle n € N gilt
(gleichgradige Integrierbarkeit), folgt g, — ¢ in L?.
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Pseudomonotone Operatoren

In diesem Kapitel verallgemeinern wir den Satz von BROWDER-MINTY
bzw. den Satz 1.3.2. Sei dafiir wieder stets V ein reeller separabler
reflexiver BANACH-Raum und A: V — V* ein Operator.

TODO find M operator which is not pseudomonotone.

DEFINITION 2.0.1 (PSEUDOMONOTONIE (BRrEzis, 1968))
Ein Operator A heifst pseudomonoton, wenn aus u,, — u in V und

lim sup,,_, o, { Aup,u, —u ) < 0 folgt, dass gilt:

(Au,u —w) < 1imi£f<Aun,un —w) YwelV.

Erinnerung (Eigenschaften von limsup und liminf). Es gilt

liminf a,, + b, > liminf a, +lim inf b,, und liminf —a,, = —limsup a,,.
n—o0 n—o0 n—o0 n—o0 n—00
Gilt b,, — b so folgt liminf,, .., a, + b, = liminf, . a, + b. o

Lemma 2.0.2 (Aquivalente Charakterisierung)

Ein beschrinkter Operator A ist genau dann pseudomonoton, wenn aus
Up, — w in V und limsup,, ,,, (Atn, un —u) <0 folgt, dass Au, — Au
und ( Aup,uy )y — (Au,u )y gilt.

"= ": Seien A pseudomonoton und (u,)neny < V eine Folge

Beweis.
mit w, — w und limsup,,_, ., { Aun, u, —u ) < 0. Weil A pseudomonoton
ist, gilt (Au,u — w) < liminf, 4 (Auy, u, —w) fiir alle w € V. Mit
w = u folgt
lim sup { Ay, u, — u) < 0 < liminf (Auy,, up —u)
n—00 n—00

und somit { Auy,u, —u) — 0 (weil liminf < limsup). Also gilt fiir alle
veV

(Au,u — vy < liminf (Aug, up — v )
n—ao0
= limiorolf(<Aun,un —u)y+{Aup,u—v))

= nlgr;@(Aun,un —u>+hnrrl'1£f<Aun,u—v>

= hnrrilolgf<Aun,u—v>.

Also gilt fiir alle w € V' (mit w = u —v) (Au,w ) < lim i£f<Aun, w ).

Die selbe Ungleichung mit —w lautet
—(Au,w) = (Au,—w) < limiorolf<Aun7 —w)
n—

= lim inf ( 7<Aun,w>) = — limsup ( Auy,, w ),
n—00

n—0o0

und somit limsup,, ., { Aup,w ) < {Au,w ). Insgesamt erhélt man also
(Au,w) = limy,_ o (Aup,w) fiir alle w € V, also Au,, — Au in V*.
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Da auch { Aup,u) — ( Au,u) (Lemma 1.1.14) gilt, folgt { Auy,u, ) —
(Au,u).
"< " FirweV gilt
liminf { Auy,, uy, — w) = liminf  Au,, uy, ) — limsup ( Au,, w )
n—oo n—o0 n—00
= nlgréo<Aun,un>—7llgrolo<Aun,w>

=(Au,uy —(Au,w) = (Au,u —w)).

Somit ist A pseudomonoton. O

Beispiel 2.0.3 Seien A und —A (pseudo- / strikt) monoton. Dann ist
A =0 / nicht existent / konstant.

e Sind A und —A monoton, so gilt fiir alle u,v € V'
(Au—Av,u—v) <0< (Au—Av,u—v)
und somit ( Au — Av,u — v ) = 0. Also muss A konstant sein.
e Sind A und — A strikt monoton, gilt fir alle v # we V
0> {(Av— Aw,v —w) >0,
also kann A nicht existieren.

e Sind A und —A pseudomonoton, gilt fiir alle Folgen (u,)neny mit

Up, — w in V mit imsup,,_, ., (A, up —u) <0
(Au,u —w) < 1imiorolf<Aun,un —w)y YweV.

sowie TODO o

Lemma 2.0.4 (Eigenschaft (M))
Sei A pseudomonoton und gilt u, — u in'V sowie Au, — b in V* und
lim sup,,_, ., { Atp, uy » < {byu), so folgt Au =b.

Beweis. Sei v, — v in V mit Av, — b (*) und

limsup { Avy,, vy, ) < (b, v) (14)

n—oo
Es gilt
(byv) = lims;p(Avn, Uy = lims;p((Avn, U — 0 )+ (Avp,v))
@ lims;p<Avn,vn —vy+(bv)
und somit { Av,, v, —v ) < 0. Aufgrund der Pseudomonotonie von A gilt
(Av,v —w) < ligriioréKAvmvn —w)
= linrri)i;gf<Avn,vn>+nli_I)r;o—<Avn,w>

= lim inf { Av,, v, ) —<{b,w)
n—0oo

(14)
< limsup{ Avy,, v, y —(byw)y < (bv—w)
n—ao0
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fiir alle w e V. Sei nun v € V. Mit w :=v + u e V folgt

(byuy < (Av,u) < (bu)y = (Av,u) ={bu),
also Av = b. O
Gegenbeispiel 2.0.5 (@ fiir Eigenschaft (M))

Betrachte V :=R, a,be Rmit a+b # 0und 4; : R — R fiir ¢ € {1,2}

mit

L fiirx #0, —L fiirx #0,
Az =<" und Asx = v
a, firz=0 b, flir z = 0.

Dann gilt (41 + A2)x = (a + b) Ly—o(x)
A; sind pseudomonoton: TODO
Anderes Beispiel A1 = —id und B: ly — {5, u— |u]u. o

Lemma 2.0.6 (Eigenschaften pseudomonotoner Operatoren)
(@ Monotonie und Radialstetigkeit impliziert Pseudomonotonie.
@ Verstdrkte Stetigkeit impliziert Pseudomonotonie.

@ Summen pseudomonotoner Operatoren sind pseudomonoton.

@ Pseudomonotonie und lokale Beschrinktheit impliziert Demistetig-
keit.

Beweis. @ Seien A monoton und radialstetig und (up)peny < V
schwach konvergent gegen w € V' mit limsup,,_,,, { Auy,, u, » < 0.

Da A monoton ist, gilt

(CAup,ug —uy = Aup — Auyup — u )+ CAu up — u )
>0

> (Au,upy —u) ——250.

Es folgt
0< limiorolf<Aun,un —u) < limsup{ Ay, up —u) <0
n— n—0o0
und somit
lirrC1r<Aun,un—u>: 0. (15)

Fiir z :=u + 0(w — «) mit > 0 und w € V folgt
(Aup — Azyup —2) =20 (16)
und somit
(Aup,up — 2y = AUp, Uy —u ) —0 A, w —u)
(126) (Azyjupy — 2y ={Az,up —uy—0{Az,w —u).
Es folgt
(Aup,up —u)y =0 Aup,w —u) = (Az,up —uy—0{Az,w —u).

(17)
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Nach Grenzwertbildung haben wir

0 lim inf ( Aty 1w, —w 2 0 lim inf ({ Aty u, —w)
n—0o0

n—o0
— (Aup,upy — u>)
= @liminf ( Au,,u —w)
n—0o0

17)
> limsup{ Aup,u — Uy )
—0

+{Az,up —u)y—0{Az,w—u)
77
> —0(Az,w—u).
Teilen durch 6 erhalten wir fiir 6 N\, 0

liminf ( Auy,uy, —w = (Az,u —w).
n—a0

@) Sei u, — u. Dann gilt fiir alle w € V nach Lemma 1.1.14

n—oo

liminf{ Aup ,up, —w)={Au,u—w).
iminf ( Auy, ,up, —w) = {Au,u—w)

—Au  —u—w

@ Seien A, B: V — V* pseudomonoton und (uy,)nen schwach konver-
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gent gegen u € V mit limsup,,_,,, (A + B)up,u, —u)y < 0. Wir
unterscheiden in drei Falle.

@ Gilt zusitzlich

limsup{ Aup,up,—u) <0 und limsup{ Buy,,u, —u) <0,

so gilt wegen der Pseudomonotonie von A und B auch
lim inf { Aup,u, —w) = (Au,u —w) und
n—o0

lim inf { Bup, u, —w) = (Bu,u —w)
n—0o0

fiir alle w € V. Dann folgt

{(A+Bu,u—w)={Au,u —w)+{Bu,u —w)

< lim inf < Auny Up — W >
n—0o0

+ lim inf ( Buy,, uy, —w )

n—0o0

< liminf (A + B)ty, up — w ).

n—o0

@) dilt stattdessen zusitzlich

limsup ( Aup, up —u) <0 und limsup{ Buy,u, —u) >0
n—o0 n—0o0

(oder umgekehrt), folgt aus der Pseudomonotonie von A
<Au,u—w><limi£f<Aun,un—w> Ywe V. (18)

Aus der zweiten Bedingung folgt die Existenz einer Teilfolge

(Un ) € (Un)neny und eines b € (0, 0], die

lim {Bup/,up —u)y=[.

n’—o0o



Summa summarum folgt

lim sup At ups — w) = limsup ({(A + B)uy, tyy —u)

n’—o0o n’—o0
— (B, tyy —u))
= limsup {(A + B)up/, tup —u)y—b

n’—o0

<0

< 0.
Nun folgt mit w = w in (18) der Widerspruch

0 < liminf { Auys, wy — w) < limsup (A, tup — uy < 0.

n’/—o0 n'—o0
TEILFOLGENPRINZIP ANWENDEN?
@ Seien (U, )nen sowie

limsup { Aup, up,—uy >0 und limsup{ Buy,,u, —u) > 0.

n—o0 n—0a0
Nun kann jedoch nicht

limsup {(A + B)un, up —u)y <0

n—0o0

gelten, denn es existiert eine Teilfolge (un/)nen  (Un)nen und
ein a > mit

lim Ay, —u) = a.
n’/—w

Da weiterhin u,,, — u gilt, konnen wir
lim sup { By, tupy —uy =0>0
n’—o0
annehmen, sonst lédge der zweite Fall vor. Es existiert nun eine
Teilfolge (s )y, sodass
lim <Bun~,unn — u> =b>0.
n''—o0

Wir haben nun

O<a+b= lim (Aup,tup —uy+ lUm {Bups, tpr —u)

n’ =00 " o0

= hm <(A =+ B)un”7un” — 'U;> < O)
n’ 00

was einen Widerspruch darstellt.

@ Sei u,, — u in V. Aufgrund der lokalen Beschriinktheit von A
ist (Auy)neny beschriankt. Also existiert eine Teilfolge w,, sodass
Auypr — b in V gilt. Dann folgt limsup,, o, {( Atps, tn ) = (b, u).
Da A pseudomonoton ist, besitzt er die Eigenschaft (M) und es

folgt Au = b. Mit dem Teilfolgenprinzip folgt die Aussage. O

Beispiel 2.0.7 (Beispiel eines pseudomonotonen Operators)
Seien p = 2, Q c R ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand, V :=
Wy P(€), h: R — R? eine stetige beschrinkte Funktion sowie

AV SV, (Aupy = L IV — h(w)P~2(Vu — h(u)) - Vo da,
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Als Hilfsmittel fiihren wir den Operator

(Bw,u), 05 — L IV = h(w)[P2(Vu — h(w)) - Vo da

ein. Wir zeigen nun in drei Schritten, dass A pseudomonoton ist. Sei

(un)neny < V sodass u, — u und limsup,, ., { Aun, u, —u) < 0 gilt.

@ Zuerst zeigen wir

{B(tp,tn) — B(tn, uy), un —uy y =0,

wobei uy == u+ A(v —u), A€ [0,1] und v € V sind.

Beweis. Finsetzen der Definition von B in die linke Seite der
obigen Gleichung ergibt mit den Abkiirzungen C := Vu,, — h(uy,)
und D = Vuy — h(uy,)

L (IC1P2(4) = [P 2(5)) (€ = D) da > 0

schreiben kénnen, und diese Ungleichen haben wir bereits in TODO
gezeigt.
Nun zeigen wir

A Aup,u—v) =z —Aup, Uy — U ) +{ B(Un,ur), un, —uy (19)

+ A B(tn,uy),u—1v)

Da

(up —u) + Mu —v) = up —ux = up — h(uy) — (ux — h(uy))
gilt, konnen wir (19) umschreiben als

(Aup — B(tun, up), un —uy y =0,

da Au, = B(un,u,) im schwachen Sinne gilt und somit (19) aus

der ersten Aussage folgt. O

Nun zeigen wir ¢ B(tp, v), tu, —u) — 0 und B(uy,,v) ~> B(u,v) in
V.

Beweis. Nach dem Einbettungssatz von SOBOLEV existiert eine
stark in L7 konvergente Teilfolge (uy ), fir % -i< é — 9. Dah
beschréankt ist, ist auch (h(ul,)), . Somit folgt

{B(tp,v),u, —uy— 0.

—B(u,v) —0

Ahnlich folgt B(uy,,v) — B(u,v), schwach interpretiert, und das

ist die zweite Aussage. O

@) Wir zeigen liminf,, o ( Aup,u —v) > { Au,u — v ) und schlieflich
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limi£f<Aun,un —vy=z{Au,u—v).



Beweis. Fiir A € (0,1] und { := liminf,, o ( Au,,u —v ) gilt

£ > liminf -+ CAup, un —u)

+ %(B(un,uk),un —uy+{B(up,uy),u—v)

®limi£f—/1\<Aun,un —u)y+<{Bu,ur),u—v)
1

> —limsupX<Aum,un —uy+{B(u,ur),u—v)

= (B(u,up),u—v)

L—)—0»<B(u,u),u—v>=<Au,u—v>.

Somit folgt

liminf { Auy,, u, — v ) = liminf (Auy, up —u)
n—o0 n—0o0

+ liminf ( Aup,u — v )
n—o0

>0+ {(Au,u—v)y=Au,u—v). O

SATZ 2.0.1: BREZIS (1968)

Pseudomonotone lokal beschréinkte koerzitive Operatoren sind
surjektiv.

Wir geben einen Beweis, der sich am Beweis des Satzes von BROWDER-

MINTY orientiert.

Beweis. @ Wir zeigen, dass fiir alle f € V* ein u € V existiert,
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sodass Au = f gilt. Sei (pg)7; ein GALERKIN-Schema fiir V' und
betrachten die endlichdimensionalen Probleme

Finde ug € Vy :

(Pa) =
(Aug,vq) = f,va) Yva € Va,
wobei Vy := span ((¢x){_;). Definiere
hiRY > RY [W(@)]; = (Au— f, ;)

Dann ist h stetig: Sei u,, — @ eine Folge in RY. Mit

d d
Uy, = Z Upip; und w:= Z Ui p;
i=1 i=1

sehen wir u,, — u in V. Da A lokal beschréankt ist, existiert eine
Teilfolge u,, von (uy)neny und ein b € V, sodass Au,, — b gilt. Ins-
besondere gilt {( Auy,, u, y — (b,u) und aufgrund der Eigenschaft
(M) Au =b.

Nach dem Teilfolgenprinzip konvergiert die gesamte Folge: Au,, —
Awu und somit

[M(@n)]j = (AT, — f,05) = (AT~ f,p5) = [MT@)];
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Also ist h stetig. Da A koerzitiv ist, existiert ein R > 0, sodass fiir
alle |vgql| = R gilt: h(vq) @ vg = 0. Nach einem Korollar des Fix-
punktsatzes von BROWDER existiert eine Folge (u4) von Losungen
zu (Py).

Diese Folge ist beschrankt:

V(luaDluall < CAug,ua) = (fuay <[ fllslual,

. — 00
und somit |£] = v(Jual) 122

Da A lokal beschréankt ist, existiert eine Teilteilfolge ugr — w in V,
sodass Augr — bin V* gilt. Da (b,u) = lim ( Augr, ugr » gilt, folgt

lim sup { Augr, ugr y —{b,uy = limsup ((Augr, ugr y —{ Augr,u))
d// d//

= hn}i/s/up (< f7 Ugr > — < Audu, U>)

und somit limsupy, ( Augr, ugr y < {b,u). Nach der Eigenschaft
(M) folgt Au = b. Da

{fyvay = Aug,vgy — (byvg y = ( Au,vq )

fiir alle vy € Vg gilt, folgt nach einem Dichtheitsargument Au =
f=0bin V*: es gilt

CAum) p®)y = (f, 08D (20)
fiir alle v®) € V;, mit k < m’. Mit m’ — oo folgt
(b, o®y = (f, 0™

fir alle v(®) € U;il V; € V, welcher dicht liegt. Nun gilt

lim sup(Au(m/), u(m) — uy ) lim sup (<f, ul™) >_<A“(m/)7 u>) =0.

m’—o0 m’—o0

Fir w € V gilt aufgrund der Pseudomontonie von A

(Au,u—w) < liminf CAu™) 0™ w)
m’—o0

= timinf (Cf,u™)) = CAu™)w)) = (fru) = (frw).

Wahlen wir w := v + v fiir v € V erhalten wir Au = f. O



Monotone Potenzialoperatoren

3.1 Die GATEAUX- und FRECHET-Ableitung

Wir betrachten das Funktional & : R — R, z %|z|p fiir p > 1. Dann
gilt fast iiberall ® : R - R%, 2 — \z|p_1é = |2|P72z (vgl. p-LAPLACE-
Operator). Dies motiviert die Klassifizierung von Operatoren, die als

Ableitung eines Funktionals darstellbar sind.

DEFINITION 3.1.1 (GATEAUX-ABLEITUNG)
Seien X und Y normierte Rdume und F' : X — Y eine Abbildung.
Existiert der Grenzwert

F(x + hy) — F(x) iF(x+hy

DF(z:y) == Ii -
() &= oy h dh

=0

so heiftt er GATEAUX-Differential von F' an der Stelle z in Richtung
y. Ist die Abbildung y — DF(z;y) linear und beschrankt, so heifft F’
GAtEAUX-differenzierbar in z. Die Abbildung F'(z) € L(X,Y’) definiert
durch F'(z)y == DF(z;y) heit GATEAUX-Ableitung von F in x.

Bemerkung 3.1.2 (Notation) Wir betrachten meist ¥ = R und somit
F'(z) € X*. Wir schreiben F'(z)y = (F'(z),y).

DEFINITION 3.1.3 (FRECHET-ABLEITUNG)

Seien X und Y normierte Rdume und U c X offen. Die Abbildung F :
U — Y heilst FrECHET-differenzierbar in « € X, wenn ein A € L(X,Y)
und ein r : X — Y existieren, sodass

Fo+h) = F(z) + Ah+r(h) und WY Ini=0 50 o)
Al x

fiir alle h € X mit « + h € U gilt. Die Abbildung A = F’(z) heift
FRECHET-Ableitung von F' im Punkt x.

Wir schreiben von nun an G- bzw. F-differenzierbar.

Lemma 3.1.4 (F- und G-Ableitungen I)

F-differenzierbare Funktionen sind stetig und G-differenzierbar.

Beweis. Sei F' wie oben und F-differenzierbar.
Stetigkeit. TODO

G-Differenzierbarkeit.

Fiir he X gilt

lim F(z +60h) — F(x)  lim A(Oh) + r(6h) — A(h) + lim r(6h) O
90 0 90 6 -0 0
=0 777

40

Abb. 9: Die Funktionen ® und &’ fiir d = 1.
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3.1 DIE GATEAUX- UND FRECHET-ABLEITUNG

Lemma 3.1.5 (G-Mittelwertsatz)
Seien f : X — Y G-differenzierbar in x + th fir feste x,h € X und
t € [0,1]. Ist die Abbildung t — f'(x + th)h stetig auf [0,1], so gilt

1
flx+h)— fz) = L F(z + th)hdt.

Beweis. Mit dem Mittelwertsatz (M) auf R gilt

r F(z+ thhdt = r lim LR HOR) = fl+th)
0 0 6—0 0
1 1
¥hmf %J F'(x + th + sOh)fh ds dt
6—0 0 0

11
lim J J f'(x + th + s6h)h dtds
0 Jo

0—0

1
M f lim f(x + s6h + h) — f(x + s0h) ds
0 —>

ZL Fla+h) — f()ds = f(z +h) — f(z).

WARUM DURFEN WIR DIE LIMITES VERTAUSCHEN??
Weil Stetige und somit beschrénkte Integranten? O

Lemma 3.1.6 (F- vs. G-Ableitungen IT)
Seien F G-differenzierbar und ® : U — L(X,Y), x — F'(x) stetig.
Dann existiert die F-Ableitung in x € U und stimmt mit der G-Ableitung

liberein.
Beweis. TODO: Im wesentlichen das hier:

IF(z +h) — Fz) — F'(x)h]y — L F'(z + thhdt — F'(2)h

Y
(MVT)

1
J F'(z + thh — F'(z)hdt
0

Y

1
<fnﬁu+mw4ﬂmwwxw
0

Mit dem Satz von LEBESGUE und der Stetigkeit der Norm und z — F’(z)

erhalt man

dt

*

:LuwquWmma:u 0

1 1
lim J \|F/(m+th)—F/(x)H*dt:f
I4ll=0 Jo 0

lim F'(z +th) — F'(x
m ( ) (z)

Lemma 3.1.7 (F-Kettenregel)

Seien X,Y und Z BANACH-Raume, U c X,V c Y offen, g : U - Y
und f:V — Z F-differenzierbar und g(U) c V. Dann ist fog: U — Z
F-differenzierbar mit (f o g)'(x) = f'(g9(x)) o ¢'(x).
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Beispiel 3.1.8 Seien ein HILBERT-Raum # und die Funktionen
f:C([0,1]) = R, u > sin(u(1)),
g R, urs L ful?,
BiR2 SR, (3,9) = Lymrso(e,9)
gegeben.
Die Abbildung f ist F-differenzierbar: Mit TAYLOR (in z(1) = 0) folgt
flx+h) = f(z) =sin(z(1) + h(1)) — sin(x(1))
= sin(h(1)) + x(1)(cos(h(1)) — 1) + O((x(1))?)
TODO: richtig getaylored?
Fiir h € 7 gilt

2(g(z +h) = g(@)) = |z + h[* = |2)* = (z + hyz + h) —(z,2)
~ 9 k) A
Also ist ¢'(x)h := (x,h) und r(h) := £[h|?. Es gilt % IR0, g,

Die Abbildung A ist in allen Punkte 2 # y? # 0 G-differenzierbar. Sie ist
n (0,0) G-differenzierbar:

lim f(0—6hqy,0—6hy) — f(0,0) T f(—=6hy,—6hs) — lim 0 =0,
6—0 0 6—0 0 0—0

da fiir jede lineare Anniherung an den eine Punkt auf der Parabel y = 22

existiert eine Umgebung in der y # z?2 gilt.

Fiir alle (z,y) € R? mit y = 22 gilt mit dem obigen Argument

_ _ _ _ 2
lim f($ ehlay 0h2) f(xvy) — lim 0 f(sc,ac ) = lim —-= = —o0.
6—0 0 6—0 0 60 0

<

Somit ist h auf dieser Menge nicht F-differenzierbar.

Beispiel 3.1.9 (Dualitdtsabbildung) Seien X reell, reflexiv und X*
strikt konvex. Dann ist die Dualititsabbildung die G-Ableitung von
©: X >R, 2 Lz]|? Ist X* sogar gleichméifig konvex, so ist sie sogar
die F-Ableitung von ¢. o

Beispiel 3.1.10 Die Funktion

3
&7 f.. ) ;é 070 )
[iR2 R, (ny) - | 7 (@0 #(0.0)

0, sonst

ist in (0,0) G- aber nicht F-differenzierbar.

lim f(0+ 6hq,0 + 6ha) — £(0,0) — lim f(6hy,0hs)
6—0 % 6—0 0
6 - hiho 0

S E g R
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Dualitatsabbildung

Abb. 10: Die nebenstehende G- aber nicht
F-differenzierbare Funktion.



3.1 DIE GATEAUX- UND FRECHET-ABLEITUNG

Fiir (h,0), h € R gilt

0
lim f(O + ohv 0) - f(070) = lim h440 =0.
6—0 0 60 0

Also ist f G-differenzierbar in (0,0). Die Abbildung f ist auch stetig in
(0,0), die partielle Ableitungen existieren, sind aber nicht stetig.

Somit ist f nicht F-differenzierbar in (0,0), was wir auch durch eine
Anniherung auf der Parabel h; = h3 sehen konnen:

I SO+ hi, 0+ hg) = f(0,0) .. f(hi,h?)

1m = 1m T Lo

(h1,h2)—(0,0) (R h1—0 || (h1, b3
hy

= lim ————
h1—0 2 h%—!—h‘lﬂ

wobei wir die euklidische Norm auf R? gewihlt haben. Jedoch existiert

dieser Grenzwert nicht:

T 1 1

lim = lim —
N0 24/22 + 24 2\0 24/1 + 22 2
1 1

x
lim ———— = llm ———— = —-.
2,70 2¢/x2 + 24 270 —2x/1 + 22 2
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3.2 POTENZIALOPERATOREN

3.2 Potenzialoperatoren

DEFINITION 3.2.1 (POTENZIALOPERATOR, POTENZIAL)
Ein Operator A: V' — V* heifit Potenzialoperator (Gradient), wenn ein

G-differenzierbares Potenzial ®: V — R existiert, sodass

O (u + hv) — P (u)
h

A = li
(Au,v) = lim
fiir alle u,v € V gilt.
Beispiel 3.2.2 (Potenzial des p-LAPLACE)
Betrachte V := W P(Q) fiir p > 1 und A: V — V* definiert durch
(Au,v) = J |VulP~2Vu - Vo da
Q

Dann ist A ein Potenzialoperator mit dem Potenzial

1 1
D(u) = ff [VulPdz + C = —|ul1, +C
P Ja p

fiir beliebige C € R, denn es gilt fiir alle u,v e V'

1
=lim — | |V(u+ )P —|VulPdz

h—0 hp Q
~ Jim = f f 19w+ sho)? dsd (FTOC)
7}1% hp Jo ds b sy s
1
= lim %J J }}4{|V(u+5hv)|p_2V(u+shv)V1}dsdx
1
o J J IV ()P VuVodzds = ( Au,v ). o
¥) Jo Ja

Lemma 3.2.3 (Explizite Darstellung des Potenzials)

Sei A: V. — V* ein radialstetiger Potenzialoperator mit Potenzial ®.

Dann gilt )
d(v) = ®(0) +JO (A(tv), v ydt.

Beweis. Fiir ve V gilt

d . O(tv+ ) = B(tv) _
a@(tv) —}lLl_r% A = (D' (tv),v) = (A(tv),v ).

Datw— %@(tv) aufgrund der Radialstetigkeit von A stetig ist, folgt mit
dem Hauptsatz durch Integration iiber [0, 1]

() — B(0) = L CA(to), v dt. 0
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3.2 POTENZIALOPERATOREN

Beispiel 3.2.4 In der Situation von Beispiel 3.2.2 und ®(0) = 0 gilt
nach dem obigen Lemma

@(v):f <A(tv),v>dtzj IV (t0(2)) P2V (t0(2)) Vo (x) dz dt
0 0 JQ

! 1
:f Pt dtf [Vo(z)P de = fJ [Vo(z)P de. o
0 Q pJa

Wir verallgemeinern nun die Aussage, dass die Wegunabhingigkeit der
) fe) lokle)

Kurvenintegrale die Existenz eines Potenzials eines Vektorfelds garantiert.

Lemma 3.2.5 (Wegunabhéingigkeit =—> 3 Potenzial)
Fiir einen demistetigen Operator A: V- — V* sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

@ A ist ein Potenzialoperator.

@ Fir alle x,y € V und alle Wege von y nach z, d.h. alle v €
C'([0,1], V) mit v(0) = y und v(1) = x gilt
1 1
| cate)ey = capyae = [ Crnen e
0 0

@ Fiir alle x,y e V gilt

1 1
L<A<m>,x>—<A<ty>,y>dt:L (Aly +t(z — y)).x—yHdt.

Beweis. (1) = (2): Sei ®: V — R ein Potenzial von A. Dann gilt mit
der Kettenregel (K) fir z,y € V nach Lemma 3.2.3 (E)

L (A(tv),0) — CAtw), wydt B &) — d(y) = (7(1)) — D(7(0))
_ f(cp oy (t)dt & fl &' (u(t) )l (1) dt

0
1
=, CAu(t),u'(t) ydt.

@ = (@): Folgt aus dem Spezialfall (t) := y + t(z — y).
® = (: Wir zeigen, dass ®(v) = Sé {A(tv),v ydt ein Potenzial von
A definiert. Fiir v,w e V gilt

1
O(v+ hw) — P(v) = Jo (A@t(v + hw)), v+ hw)—(A(tv),v)dt = (x)

Mit z := v + hw und y = v und u(t) := y + t(z — y) folgt nach Voraus-
setzung

lim +(s) & fl g SAQHth) Jow)

h—0 h 0 h—0 %

1
dt = J (Av,wHdt = (Av,w ),
0

wobei die Existenz der fiir den Satz von LEBESGUE (L) bendtigten Majo-
rante durch die Kompaktheit von [0,1] und der Radialstetigkeit und der
daraus folgenden Stetigkeit des Integranden beziiglich ¢ garantiert wird.
(TODO: REICHT ALSO NICHT RADIALSTETIGKEIT??)[]
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Konvexe Funktionale sind interessant, da ihre lokalen Minima global sind.
Intuitiv erfiillen konvexe Funktionen auf V' = R die drei Eigenschaften
(i) Stetigkeit, (ii) Konvexitdt und (iii) an den Rédndern wachsend, vom
Minimum weg. Diese Eigenschaften wollen wir nun fiir allgemeine V'

verallgemeinern:

DEFINITION 3.2.6 (KONVEXITAT, SCHWACHE KOERZIVITAT)
Ein Funktional ®: V' — R heift konvex, wenn

O((1-0)v+06w)<(1—-0)(v)+0P(w) Y0e(0,1) YVo,weV

gilt. Ferner heift ® schwach koerzitiv, wenn ®(v) |2,

oo gilt.
Schwache Folgenunterhalbstetigkeit (SFUS) ist aus Lemma 1.1.12 be-
kannt.

Lemma 3.2.7 (Existenz von Minimierern auf Kugeln I)
Seien ©: V — R SFUS, V reflexiv, K < V mnichtleer, abgeschlossen,

beschrankt und konvex. Dann existiert ein Minimierer von ®© in K.

Beweis. Sei (uy)neny © K eine Folge mit ®(uy,) 2%, inf ek O(v) = d.

Da K beschrinkt ist, ist es (4, )nen auch. Aufgrund der Reflexivitit von
V existiert eine schwach konvergente Teilfolge (ul,)peny mit ul, > ue V.
Nach dem Satz von MazUr ist K sogar schwach abgeschlossen, also
gilt w € K. Es gilt d < ®(u) < liminf,/ o P(u,y) = d und somit
®(u) =deR. O

Der folgende Korollar &hnelt den Aussagen von Satz 1.3.1.

Korollar 3.2.8

Die Menge M aller Minimierer ist schwach abgeschlossen. Ist ® konver,
so auch M.

Beweis. Sei (vp)neny € M schwach konvergent gegen v € V. Dann gilt
®(v) < liminf ®(vy,) M in P(w) < P(v).
n—o0 weK
Fiir alle v,w e M und 6 € (0,1) gilt
O (v + (1 — 0)w) < 0D(v) + (1 — O)B(w) =™ (0 + (1 — 0)) min D(u).
—  —— ueK
=1

]
Lemma 3.2.9 (Existenz von Minimierern auf Kugeln II)
Seien ®: V — R SFUS und schwach koerzitiv, K < V' nichtleer, abge-

schlossen und konvex. Dann existiert ein Minimierer von ® in K.

Beweis. Sei w € K. Aufgrund der schwachen Koerzivitdt von ® existiert
ein R > 0, sodass fiir alle z € V mit |z| > R die Ungleichung ®(z) =
®(w) gilt. Wahle nun R gegebenenfalls noch grofer, sodass w e Kg =
Bgr(0) n K gilt. Die Menge Kg ist nichtleer, abgeschlossen, konvex
und beschriankt. Nach Lemma 3.2.7 existiert ein v* € Kr < K mit
O(v*) = mingeg, P(v) < P(w) < P(z) fiir alle z € K\Kgr. Es folgt
B(v*) < infcpeisen B(2). 0
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konvex

schwach koerzitiv

Beispiel. Sei U ein endlichdimensionaler
Unterraum, v € V und ®,(u) := |u —v|.
Den Minimierer v* € K aus dem Lemma

nennen wir /{-Bestapproximation an u.
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Lemma 3.2.10 (® konvex <= &’ monoton)
Es besitze ®: V. — R die G-Ableitung A: V. — V*. Dann sind die

folgenden Aussagen dquivalent:

@ Das Funktional ® ist konves.

@ Es gilt ( Av,v —w) = ®(v) — ®(w) fiir alle v,we V.

@ Der Operator A ist monoton.

@ Die Abbildung ¢ : R —> R, t — ®(v + tw) ist fir alle vyw e V

konvex ("Konvezitit entlang von Schnitten").
Beweis. @ = @: Fiir v,w e V gilt
—(Av,w—0) 2" — lim 1 (®(v+ h(w—v)) — ®(v))
h—0 h

= — lim % (<I>((1 —h)v + hw) — <I>(v))

hAN\0
©)
> = lim = (1= 12 (0) + h(w) - 2(v))
o1
= = lim 2 @(w) — &(v) = B(v) - (w)

Wir betrachten nur den einseitigen Grenzwert, damit h > 0 ist und wir

die Konvexitdt von ® anwenden konnen.
@ = @: Fir v,we V gilt
(Av— Aw,v —w) = (Av,v —w )+ (Aw,w —v)
@
= ®(v) — ¢(w) + O(w) — P(v) = 0.
® = @: Mit der Kettenregel folgt ¢'(t) = (®'(v + tw), w ). Fiir
t > s gilt

O'(t) — ¢ (s) = (A(v + tw) — A(v + sw),w )

= tis<A(v + tw) — A(v + sw), (v + tw) — (v + sw)) = 0.

Also ist ¢’ monoton wachsend, und somit konvex.

@ = @):Scienv,weV,0€[0,1]und p: R — R, t > d(v+t(w—v)).
Dann gilt

P(1-0)v+b6w)=D(v+0(w—0v) =) =p(1—0)-0+60-1)
< (1-=0)p(0) +0p(1) = (1-0)P(v) +0P(w). O

Lemma 3.2.11 (Potenzial eines monotonen Operators ist SFUS)
Jedes konvexe G-differenzierbare ®: V — R ist SFUS.

Beweis. Sei (up)ney < V eine Folge mit w, — u € V. Nach dem

vorherigen Lemma gilt fiir alle n e N

B(u) — O(uy) <P (u),u—uy )
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Abb. 11: Schaubild zum Beweis von Lemma
3.2.9.
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und somit
®(u) < lim inf P (up) + (D' (u),u —uy, )

= liminf ®(u,) + lim (®'(u),u — u, ) = liminf ®(u,). [
n—00 n—0oo

n—o0

Lemma 3.2.12 (Minimierer sind Lésung der DGL)

Seien A: V. — V* ein Potenzialoperator mit Potenzial ® und f € V*.
(@D Aus ®(u) — { f,u) = min,ey ®(v) —{ f,v) folgt Au = f in V*.
@ Ist A monoton, gilt die Umkehrung von (D).

Beweis. (1) Da das Minimum von ®;(v) := ®(v) — { f,v) in u ange-
nommen wird, folgt ®¢(u) < ®f(u+ hv) fir alle he Rundve V.

Es folgt

% (Df(u+ hw) — ®(u)) (i 0

N3

.. (<) .
fir h > 0 und somit

0— lim1(<I>(u+hw)—<f,u+hw>—cl>(u)+<f,u>)

h—0 h
:Aii% @(u—khm}i)—@(u) C(fwd = (Au— fw).

@ Ist A monoton und Au = f, so folgt nach Lemma 3.2.10
<f7u_v>:<Auau_U>> @(u)—@(v),

und somit ®¢(u) < Py (v) fiir alle ve V. O

Lemma 3.2.13 (Demistetigkeit monotoner Operatoren)
Ein monotoner Operator A: V. — V* ist genau dann demistetig, wenn
aus { f — Aw,u —w) =0 fir alle w eV auch Au = f e V* folgt.

Beweis. "

= ": Seien A monoton und demistetig und { f—Aw,u—w ) =
0 fiir alle w € V. Wir kénnen MINTY's Trick anwenden, da V' reflexiv ist,
und somit aus der Demistetigkeit von A die Radialstetigkeit von A folgt.

n n.

<= ": Seien A monoton und die obigen Bedingung erfiillt. Sei (uy,)neny <
V konvergent gegen u € V in V. Da A monoton ist, ist A nach Lemma
1.2.8 @ lokal beschrinkt. Somit ist (Auy,)nen beschrankt und es existiert
eine schwach konvergente Teilfolge (At )neny € V* mit Au,y — f € VF.
Nun gilt nach Lemma 1.1.14 und der Monotonie von A

(f—Aw,u—w) = lim (Au, — Aw,up, —w) =0

n—0o0

und somit Au = f. Es folgt Au,, — Au. Das Teilfolgenprinzip liefert die
Aussage. ]

Korollar 3.2.14
Jeder monotone Potenzialoperator ist demistetig.
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Beweis. Sei fe V* und { f — Aw,u—w) (;) 0 fiir alle w e V. Fiir t > 0,
veVund f:=t{fiu—v)={fiu— (u+tlv—u))) gilt
f={fru—(uttlv—u)))
(*)
= (A(u+tlv—u)),u— (u+tlv—u)))
=(A(u+tlv—u),(u+tlv—u)) —(u+t(v—u)+v—u))t
> [P(u+t(v—u)—Plu+tlv—u)+v—u)]-t,
wobei die letzte Ungleichung aus Lemma 3.2.10 folgt.

Kiirzen ergibt { f,u—v) = ®(u+t(v—u)) —®(v+t(v—u)) Nach Lemma
3.2.10 ist ® ,richtungsstetig* also konnen den Grenzwert nehmen und
erhalten

<f,u—v>>1ti>r%<b(u+t(v—u))—(I>(U+t(v—u)) = ®(u) — (v)

und somit
D(u) = fiu)y< @) —{f,v)y YveV.

Aus dem Lemma 3.2.12 folgt Au = f und somit aus dem vorherigen

Lemma die Aussage. O

SATZ 3.2.1: BROWDER-MINTY FUR P-OPERATOREN

Jeder monotoner koerzitiver P-Operator A: V' — V* ist surjektiv.

Beweis. A ist radialstetig nach Korollar 3.2.14 und Lemma 1.2.4. Ferner
hat A das Potenzial ®(v) = S(l) ( A(tv),v ydt nach Lemma 3.2.3 (Wie im
Fall reellwertiger Funktionen ist ein Potenzial nur bis auf Konstanten

eindeutig, d.h. wir kénnen ® immer so wéhlen, dass ®(0) = 0 gilt).

Da A monoton ist, ist ® konvex nach Lemma 3.2.10. Somit ist ®¢(v) =
®(v) = f,v) SFUS, da ® es bereits nach Lemma 3.2.11 ist, und { f,-)
sogar stetig ist.

Nach Lemma 3.2.9 bleibt zu zeigen, dass ®; schwach koerzitiv ist. Dann
existiert némlich ein Minimierer v € V mit ®f(u) = minyey ®f(v). Mit
Lemma 3.2.12 folgt Au = f.

Fiir v e V gilt
<1>f<v>=f0 CAtv), vy dt — (f0)

dt —(f = A(0),v-0)

= Jl (A(tv) — A(0),tvo — 0
0 ~"
>0

E\:/){t*l =

>L<A<tv>—A(0>7v>dt—<f—A(0>,v>

22 (L) A0, 0~ (f — A0

~(a5) 30+ Ao 1)

> (51) 3] - |34 -

Jvl—o
[ol] —— <0,

*
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wobei wir in () benutzen, dass die Funktion ¢t — ( A(tv) — A(0),v)

monoton wéchst: es gilt ( A(tv) — A(sv), (t —s)v ) = 0 fiir t > s wegen der
Monotonie von A und somit { A(tv) — A(sv),v) = 0, d.h. (A(tv),v) =
(A(sv),v ). O
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Das stationare NAVIER-STOKES
Problem

Es bezeichne u ein Geschwindigkeitsfeld eines Fluids, welches Massen-
dichte p hat. Die Bewegung des Fluids lésst sich durch die partielle
Differentialgleichung

pt — V- (pu) =0

beschreiben. Bei konstanten Massendichte ergibt sich
Vu = 0.

Es wird also ein divergenzfreies (solenoidales) Geschwindigkeitsfeld ge-
sucht. Die NAVIER-STOKES-Gleichung lautet dann

us —vAu+ (u-V)u+ Vr = f,

wobei 7 als Druck (pro Dichte) verstanden werden kann und v > 0
die kinematische Viskositat. Der Term vAuw ist ein Diffusionsterm und
(u - V)u ein Konvektionsterm. Fiir nicht-NEwTONsche Fluide schreiben
wir anstatt —vAu z.B. —=V(|Du[P~2Du), wobei Du = 3(V-u+V-u9).

Im Eindimensionalen haben wir

d 0 d 0
Sula(®),) = 2ula(®), ) + Trlt) Su(a(t), 1)
[

Fiir u = (u1,u2,u3)J haben wir

au VAu—kua—kua—f—uau—&-a f
—up — - -— — —n = f1.
ot ! e T Y !
Die Entdimensionalisierung im stationdren Problem (u; = 0) verwendet
iﬂzz% und a:%.
Daraus erhalten wir A = L2A und
7 v L? vL
2 Af= —— A —
LU Ut v
R LQ?
(- V)i = W(U V),
. LQ?
Vﬁ' = 72v7T,

wobei 7 = 7. Damit erhalten wir die Differentialgleichung

—%%Haﬁ)m@ﬁ:f
(mit f= %f???). Hier kann auch é verwendet werden, wobei Re :=
LU die REYNOLDS-Zahl ist.

Im folgenden betrachten wir das umgeschriebene Problem

—vAu+ (u-Vu)u+Vr =f auf Q c RY,
Vu =0 auf €,
U =0 auf 0Q.
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In der schwachen Formulierung ergibt sich nach der Multiplikation mit
einer Testfunktion v € Hg(02)? und anschliefender Integration

UJQ(VU) (V) dx + fQ(u -V)u-vdx — J

W(V-v)dx=f fodx
Q Q

und

JQ (Vu)gdx =0

fiir ¢ € L2(©2). Um den Druck zu eliminieren, fordern wir V- v = 0. Wir

definieren
Vi={vell:V-v=0}, V= VMHl(Q) und H = VHIHLQ““.

Lemma 4.0.1

Sei Q < R ein beschrinktes L1PsCHITZ-Gebiet. Dann gilt
V={veH}(Q)"*: V- u=0}
H= {UGLQ(Q)d:V-vzo und v = 0},

wobei Vv = 0 fir v e L? bedeutet, dass {,v - (Vo)dz = 0 fir alle

0 e CL () gilt. Fiir glattes v ist y,v == (v-n)|aq, wobei n den dufieren
Normalenvektor bezeichnet.

Damit ist V < H}(Q)¢ ein abgeschlossener Unterraum.

Die schwache Formulierung lautet

Zu f e V* finde ein u e V, sodass a(u,v)+b(u,u,v)={f,v) gilt,

wobei
d 0 G
a(v,w) =v Vo) (Vw)dx =v f—vi~—wi 22
(vo0) =2 | (Vo) (V) 3 o @
d d
b(u, v, w) = {(u- V)0, w )2 = i]Z:l Lz ui—axi vjw; (23)

Lemma 4.0.2
Der Operator a: V xV — R aus (22) ist wohldefiniert, linear, beschrinkt,

stark positiv und symmetrisch.

Bemerkung 4.0.3 Nach dem Satz von LAX-MILGRAM besitzt das sta-
tionédre imkompressible NAVIER-STOKES-Problem (b(-, -, ) wird vernach-

lassigt) genau ein ,Geschwindigkeitslosung®.

Der STOKES-Operator A: V — V* mit ( Av,w ) := a(v,w) existiert und
ist ebenfalls linear, beschrénkt, stark positiv und symmetrisch.

Lemma 4.0.4 (b auf L¥(Q)4 x W1B(Q)4 x L7 (Q)9)
Der Operator b: L*(Q)4 x W8 (Q)4 x LY(Q)¢ — R aus (23) mit o, B,y >
1 und é + % + % ist multilinear und beschrankt:

b(w, v, w)| < ellul oaya - [Vl Lo yaxa - [wll Ly ()
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Beweis. Es ist

N
D=
7~
2 ?
g
e
o
8
~_
R

8%

) (el )
(£ Ll ) (£ [mre)

< dufe@ye - IVollLs@yaxe - [w] Ly @) O

N
0=
2
g
)
o
8
~
Q

(%Z

Wir haben das folgende Lemma benutzt:

Lemma 4.0.5 (Verallgemeinerte HOLDER-Ungleichung)
Seien v, 3,7 € (1,00) HOLDER-konjugiert: a~*+ B~ +~~1 = 1. Dann gilt
luvw||y < |ulolv]sllw|, fir alle uwe L(Q), ve LA(Q) und w e LY(Q).

Beweis. TODO, Tut O

Lemma 4.0.6 (bauf V x V x V)

Der Operator b: V x V x V. — R aus (23) ist wohldefiniert, beschrinkt
und beziiglich des zweiten und dritten Arguments schiefsymmetrisch, d.h.

[b(w, v, w)| < clul|of|w]  Yu,v,weV,
wobei
1
2
Joll = Tolly = [Vl aqyons = (2 e ) ,
und b(u,v,w) = —b(u,w,v) fir alle u,v,weV.

Bemerkung 4.0.7 (Schiefsymmetrie) Aus der Schiefsymmetrie folgt
b(l’ Y, _y) =0, da —b($7 Y, y) = b(.’E, Y, _y) = —b((E, Y, y) = b((E, Y, y)

Beweis. Wir wenden das vorherige Lemma mit f =2 und o = v =4
(oder a = 3, v = 6 0.A.) an. Ferner gilt

b(u, v, w) Z f v]w]dx

7,7=1
ZJ uzwjvndx—ZJvJa (usw;)d
i,j=1 i,j=1

=0, da v=0 auf 0Q2

=_2fvja u;w; dr — ZJ.’UJUZ deLE
i,j=1 3,5=1

=0 — b(u,w,v),

da Zl 1 (h u; = div(u) = 0 gilt. O
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Bemerkung 4.0.8 Die Abbildung B: V xV — V* mit { B(u,v),w) =
b(u, v, w) ist bilinear und beschrinkt. Wir haben dann Au + B(u,u) = f
in V*.

Letztlich definiere B: V — V*, u — B(u,u).

SATZ 4.0.1: EXISTENZ EINER LOSUNG

Zu f e V* existiert ein w € V mit Au + Bu = f in V*.

Beweis. Wir wenden Satz 1.3.2 an und verifizieren dafiir, dass (I) der
Operator B verstirkt stetig ist dass @ A + B koerzitiv ist.

@ Sei (vp)nen < V eine Folge mit v, — v in V. Wir zeigen Bv,, =
B(vp,vn) — Bv = B(v,v) in V*. Betrachte fir w e V

|<B(vnvvn) - B(v,v),w>| = |b(vn7vn7w) - b(v,v,u})|
= |b(vn, vp, w) — b(vy, v, W)
+ b(vp, v,w) — b(v, v, w)

= 1b(vp, v, — v, w) + b(vy, — v, v, w)|

A

= |b(Un7w7Un - U)| + ‘b(vn - 'va7v)|
< (1 + e2)|vnpa|w]|vn — vl s

(IST DIE LETZTE ABSCHATZUNG LEMMA 4.0.4 MIT
a =7~ =4 UND g = 27 fiir ¢1,ce > 0. Somit gilt

B n - B )
| Bv, — Bo|lys = sup [(Bv vw)l
weV\{0} ]l

< (e +e2)([vnfze + lv]za)vn — ]z
= ([vnll + [Vl |vn —v]La

fiir ein & > 0. Aus V <5 L* folgt |lv,, — v] s — 0. Letztlich ist ||v,,||
beschrankt und somit folgt | Bv,, — By — 0.

@) Es ist

(Av + Bv,v) = a(v,v) + b(v,v,v) = v|v[}. O
—

=0

SATZ 4.0.2: EINDEUTIGKEIT FUR KLEINE DATEN

Fiir kleine Daten (Re = 1, | f|lv« < lc’—:) existiert hochstens eine

Losung.
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Beweis. Seien ui,us € V zwei Losungen. Dann gilt mit Bemerkung 4.0.7

vluy —ug|? = aluy — ug,ur — us) = aluy,ur — ug) + a(ug, uy — us)
= {four—T5 y — b(ug,u1, u; — ug)
— { four—Ta5 y + b(ug, ug, ug — uz)
(ug, ug,up —ug) — blug, ur, u; — ug)

= (U27U2 — U, U — uz) +b(U2,U17 ur — U2)

=0
- b(U17'LL1,'U/1 - 'LLQ)

= b(ug,ur,u; — ug) — b(uy, w1, u; — us)

= blug — ug, ur,uy — up) < cpfun |ur — usg?,

wobei ¢, die Konstante aus der Beschranktheit von b: V x V x V — R
ist. Durch Testen mit der Losung erhalten wir eine a-priori-Abschétzung

fir uq:

viw | = a(ur, ur) = Cf,ur ) —b(ur,ur,ur) < | flvsua.
—_—
-0

Damit erhalten wir
c
vy —ug)? < o[ fllvfus = us|3.
Dies ist ein Widerspruch zu & | f[v+ < 1. O

Wir betrachten nun
—vAu+Vr = f

mit V-« = 0 und wollen die schwache Formulierung auf H(Q)? x L2(Q)
erhalten. Wir betrachten zu nichst die Menge aller Aquivalenzklassen
L?(Q)/R = {[q] = q+ C : q € L*(2)} mit der Norm lalzzyr =
infeer g + O re.

Es gilt
L*(Q)/R = LY(Q) = {q e L*(Q) : f q(z)dz = 0}
Q
Die schwache Formulierung ist

v, Vu-Vods — §, mdiv(v) dz = §, fvdz,
—§o, div(u) - gdz = 0.

Wir definieren
c: HY(Q) x L3 - R, (v,q) — —J div(v) - gdz.
Q
Dann ist ¢ bilinear und beschrankt, denn
H)
le(v,q)] < [div(v)[z2llglre < |Vv|r2llglez = [Volrz]ql:-

Nun erhalten wir einen Operator C': H}(Q) — (L3(Q))* mit (Cv,q) =
¢(v, q). Das STOKES-Problem wir dann zu

Au+ C*r = f, b A C* u\ (f
Cu = 0. ole o) \x) o)
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wobei C* den dualen Operator zu C bezeichnet. Fiir f € H~1(Q)? kénnen
wir die linke Seite als A(u, ) mit

*

A: Hy ()% x LH(Q)* — (Hg ()% x L))

schreiben und erhalten A <u> = (ﬁ) .
s

Zwar ist A ") = g fir f e H1(Q)? eindeutig 16sbar, aber der
T

Operator A ist nicht stark positiv, sodass der Satz von LAX-MILGRAM

nicht angewandt werden kann. Es ist
al? v _ A C* v B Av + C*v v
a) ' \a)/ \\C o )\a)/ cv ) \q
= (Av,v)+{C*q,v)+{Cv,q).

Betrachte v = 0. Dann ist

<A <0> , <O>> =03 Cllgl? = C(Jo] + lql?),
q q

und somit ist A nicht stark positiv. Fiir Existenz und Eindeutigkeit
geniigt Folgendes: es gibt ein 5 > 0, sodass

inf sup M =>5>0.
4€L3(Q) e} ()¢ HUHHg H(JHLg
q7 v#£0
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Beispiel 4.0.9 (NAVIER-STOKES fiir nicht-NEwTONsches Fluid)
Anstatt der linearen Relation 7 = pDu fiir NEWTONsche Fluide nimmt

der Spannungstensor die Gestalt
1
T = po|Du|P~2Du, wobei Du = §(Vu + (Vu))

Das korrespondiert zu einer scherratenabhéngigen Viskositét p = p(D)
und modelliert fiir p < 2 eine scherausdiinnende (z.B. Blut oder Farbe)
und fiir p > 2 scherverdickende (z.B. nasser Sand oder Stirkesuspension)
Fliissigkeit.

Dieser Ansatz kann verallgemeinert werden: Sei S : ngxn‘f — ngxxfll fiir

d € {2, 3} stetig. Ferner existieren Konstanten c, ¢y > 0, sodass
IS(A)] < c(1+]A|)P™Y, (S(A)—S(B)): (A—B) >0, S(A): A= cylAlP

fiir alle verschiedenen A, B € Rgl;n‘j gilt Hierbei steht : fiir das FROBENIUS-

Skalarprodukt A : B = Z?,j:l a; ;b; ; und | - | fiir die induzierte Norm.o

Aufgabe: Conclude the schwache Formulierung des stationdren NAVIER-
STOKES Problems fiir eine verallgemeinerte Klasse imkompressibler nicht-
NeEwTONschen Fluide

(u-Vu—VS(Du)+Vr=f inQ,
Veu=0 in €,
u=20 auf 09,

Wie sehen die entsprechenden Operatoren und Raume aus?

_—_—— e ee— e §

Der nichtlineare Operator
AV, = V) (Av,w) = J S(Dv) : Dwdz
Q

ist strikt monoton, hemistetig, p-koerzitiv und beschrénkt: es gibt Kon-

stanten ¢, cg > 0 sodass
(Av,vy = cololf,,  [Avlys < el +ovly,)P™! YoeV,

In welchen Schritten muss man p beschrianken, wenn man die Exis-
tenz von Losungen des stationdren NAVIER-STOKES Problem mit nicht-
NEwTONschen Fluiden beweisen will?

Tipp: KOrN’sche Ungleichung: Vv, < ¢|Dv|op.

- o
Wiedereinfiihrung des Drucks
Liegt die rechte Seite f in H~!, kénnen wir auf H ! ein Funktional F'
mit

(F,w):=v L grad(u) grad(w) dz + f

Q(u — V)uw — <f,w>H_1xH01

o7
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definieren, wobei u die (eindeutige) schwache Losung der stationiren
NAVIER-STOKES-Gleichung ist. Also fast wie in der schwachen Formu-
lierung, nur dass diesmal der Definitionsbereich nicht V', sondern der
gréfere Raum H} ist. Deswegen ist es auch entscheidend, dass f in H~!
und nicht nur in V* liegt. Das wurde historisch tatséchlich von vielen bekannten

Leuten falsch gemacht, es gibt da ein Paper von Jaques Simon in dem er das erklart.

Weil u eine schwache Losung ist, gilt ( F,v) = 0 fiir alle v € V. Aus dem
Satz von DE RHAM aus der Differentialgeometrie, den wir nicht beweisen,
folgt, dass fiir alle F'€ H~!, die auf V verschwinden, eine Funktion p aus
L3 ~ L?/R existiert, so dass grad(p) = F im distributionellen Sinne gilt.

Damit haben wir den Druck eindeutig (bis auf Konstante) bestimmt.
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Y OUNG-Malie

Motivation. Wir begannen die Vorlesung mit eine BANACH-Raum V'
und einem nicht-linearen Differentialoperator A: V — V* und suchten
die Losung v € V fiir Au = f in V*. Wir stellten eine Folge appro-
ximativer Losungen (un)pney < V' mit u, — w und Au,, — b auf. Die

Herausforderung bestand darin, den Grenzwert zu identifizieren: Au = b.

Dies ist unter den richtigen Voraussetzungen moglich (z.B. Monotonie,
Pseudomonotonie, etc.). In vielen Anwendung sind die Annahmen jedoch
unrealistisch, z.B. Vorwérts-Riickwirts-Warmegleichung (vgl. z.B. André
Eikmeier (2016), Evolutionsgleichungen mit nichtmonotonem Hauptteil)
oder ERICKSEN-LESLIE-Gleichungen (vgl. Lukas Geuter (2018), Dissipa-
tive Losungen der ERICKSEN-LESLIE-Gleichungen).

Ein konkretes Beispiel: Selbst in einem HILBERT-Raum gilt fiir eine
schwach konvergente Folge u,, — u und eine nichtlineare Funktion f
— auch wenn f(u,) — v stark konvergiert — nicht v = f(u). Betrachte
als Beispiel eine Orthonormalbasis w, mit v, — 0 (Satz von RIESZ,
PARSEVAL Identitdt) und f := | - |. Dann gilt f(u,) =1 # 0= f(0).

Wir wollen also schwache Grenzwerte in einem gewissen Sinne verallge-

meinern, um mehr iiber den Grenzwert b herauszufinden. o
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5.1 YOUNG-MAKE

5.1 YOUNG-Male

Im Folgenden betrachten wir stets LP(2) fiir ein beschrénktes Gebiet
und p € (1, 00).

Wiederholung. Eine beschriankte Folge (up)neny © LP(2) konvergiert
genau dann schwach in LP(Q) gegen u € LP(§2), wenn

J upvde — f wwdz Vv e (LP(Q))* =~ LI(Q),
Q Q

AR

gilt.

Lemma 5.1.1 (Schwache Konvergenz und Mittelwerte)

Sei (Un)nen < LP(Q) beschrinkt. Dann gilt u,, — u genau dann wenn die
Mittelwerte stark konvergieren, d.h.

1 1
— | upde — — | udz
| D L) D JD

fiir alle messbaren D < § gilt.

Beweis. ,, = “: Teste mit v = 1p.

. <= Es gilt (up, —u,v) — 0 fiir alle v € span({1p : D < £ messbar}),
welcher dicht liegt. ]

Wir sehen nun zwei verschiedene Arten der schwachen Konvergenz, bei
denen stets € := [0, 1] der Definitionsbereich der Folgen ist.

Beispiel 5.1.2 (Konzentration der Masse (in 0))
Fiir (u, =n'/P ]l[o 1] )neN c LP(Q) gilt |upllo,p = 1, up — 0 und sogar
u,, — 0 fast iiberall, aber nicht u,, — 0. o

Beispiel 5.1.3 (Oszillation (vgl. Beispiel 1.1.6))

Die Folge (un(z) = sin(2mnx)),en ist gleichméfkig beschrankt: es gilt
[wnlo,0 = 1. Somit kann es keinen Konzentrationseffekt geben. Es gilt
Uy — 0 jedoch nicht u,, — 0. o

Wir sehen, dass wir selbst bei starker Konvergenz fast iiberall oder gleich-
méfiger Beschranktheit nichts iiber die Konvergenz aussagen kénnen. Im

Folgenden behandeln wir eine Art, mehr iiber oszillierende Funktion zu
erfahren.

Beispiel 5.1.4 (Erstes YOUNG-Maf (vgl. Beispiel 1.1.8))
Fiir u(z) = h(z) — 2h(2x — 1), wobei h die HEAVISIDE-Funktion ist,
definiere u, (x) := u(nz), wobei u 1-periodisch fortgesetzt wird.

Wir wollen die Wahrscheinlichkeit messen, mit der ein Funktionswert
Lim Grenzwert” angenommen wird. In diesem Fall ist das zugehorige
YouNG-Mafs, welches ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, dass diese Wahr-
scheinlichkeit modelliert, gegeben durch

. dw 4;5{—1}7
wobei § das DIRAC-Malfs ist. o
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5.1 YOUNG-MAKE

Beispiel 5.1.5 (Zweites YOUNG-MaR)
Betrachte die Hiitchenfunktionenfolge in Abbildung 15. Hier ist v die
Gleichverteilung auf [—1,1] und es gilt v(A4) = |4 n [—1,1]| fiir alle

messbaren A c [—1,1]. o

Beispiel 5.1.6 (Drittes YouNGg-Maf (vgl. Beispiel 1.1.6))

Betrachte u, (z) := sin(27nz). Hier hat v die Dichte arcs;n(y) = ﬂ\/ll_j

auf [—1,1], da wir "von der y-Achse auf die Funktion schauen". Der

Faktor % normiert v zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf. Also gilt fiir alle

messbaren A c [—1,1]

1 1
v(A) = = f i e dt

An[—1,1]

In diesen Beispielen herrschte iiberall das gleiche Oszillationsverhalten.

Das muss jedoch nicht sein, man kann z.B. auch die ersten beide Beispiel
kombinieren, indem man auf [O, %] die ersten u,’s und auf [%, 1] die
andere nimmt. Deren YOUNG-Maf ist dann auf [0, %] das YOUNG-Mafs

aus dem ersten Beispiel und auf [%, 1] das aus dem zweiten.

Wir haben also ,herausgefunden®, dass das YOUNG-Maf eine mafwertige
Funktion von  in einen Raum von geeigneten Mafsen ist und jedes
x €  auf ein Mas v(z) =: v, abbildet. In allen diesen Beispielen gilt
up, — 0 = E[v,] fir alle z € Q.

Diese Intuition wollen wir nun mathematisch prézisieren.
DEFINITION 5.1.7 (RADON-MASSE, Co(R))
Sei M(R) der Vektorraum der beschriankten RADON-Mafe auf R. Ein

beschrinktes Mafl p heifst RADON-Mafs, wenn folgende Regularitétsei-
genschaft fiir alle A € B(R) erfiillt ist:

w(A) = sup{u(K) : K ¢ A kompakt}.

Auf M(R) definieren wir die Norm

N
Il me = f dul= sup D i),
(Ak)1kv=1kz=:0

wobei die Ay eine paarweise disjunkte Ausschopfung von R sind.

Es gilt P(R) € M(R), wobei P(R) die Wahrscheinlichkeitsmafe auf R
bezeichnet, und p € P(R) genau dann wenn ||| aqry) = 1 und g > 0
gilt.

Wir betrachten Co(R) = {u € C(R) : u(z) =, 0} mit der Supre-

mMumsnorim.
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Abb. 15: Die Funktionen (un(z))3_; aus
Beispiel 5.1.5.

Fiir die Vektorraumstruktur (sonst kénnen
wir keine Norm definieren) benétigen wir
eigentlich auch signierte Mafs, da aber
Wabhrscheinlichkeitsmafie nichtnegativ sind,

ignorieren wir dies.



5.1 YOUNG-MAKE

SATZ 5.1.1: RIESZ-MARKOV-KAKUTANI

Es gilt M(R) = (Co(R))* via (. f ) pymyxcom = § f A

DEFINITION 5.1.8 (LY, (92; M(R)), SCHWACH*-MESSBAR)
Sei

Le(QM(R)) == {u: Q> M(R) : u e L* ist schwach®-messbar.},
wobei wir v schwach*-messbar nennen, wenn die Abbildung schwach*-messbar
o (e £ = [ 16 d(0)

fiir alle f € Co(R) messbar ist.

Es gilt (L'(Q;Co(R)))™ = L2 (2 M(R)).

Beweis. Diestel/Uhl: Vector Measures. O

DEFINITION 5.1.9 (YOUNG-MASS)

Seien 2 = R messbar und beschriinkt sowie (un:  — R),en eine Folge

messbarer Funktionen. Die Abbildung vy € LY, (€2; M(R)) heifit von

der Folge (uy,)nen erzeugtes YOUNG-Mak, wenn v, € P(R) fiir alle x € Q YouNG-Maf
gilt und fiir jede CARATHEODORY-Funktion f: 2 x R — R aus

(f(a u"()))neN = 7 in LI(Q)a

folgt, dass f(z) = §; f(,t) dv,(t) fast iiberall gilt.

SATZ 5.1.3: HAUPTSATZ UBER YOUNG-MASSE

Seien Q und (uy,)nen wie oben. Existiert eine btetige monoton

wachsende Funktion g: [0, 00) — R mit g(t) =% o0 und Ist (wn)nen in LP beschrénkt, wihle
g(t) = tP.
sup [ g(lun (o)) do <z, (24)
neN JQO

dann existiert eine Teilfolge (4 )nren, wWelche ein YOUNG-Maf

erzeugt.

31.01.20
Bemerkung 5.1.10 (Separable Testfunktionen)
Um ein YOUNG-Mafs zu charakterisieren, miissen nicht CARATHEODORY-
Funktionen betrachtet werden. Da
L'(Q) ® Co(R) := span ({(z,t) — h(z)g(t) : he L'(Q),g € Co(R)})
iiber die Identifikation [f(z)](t) :== h(z)g(t) dicht in L'(Q;Co(R)) liegt, Die Dichtheit gilt iibrigens sogar fiir
€ [1,0).
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5.1 YOUNG-MAKE

geniigt es nur Funktionen der Form (x,t) — h(z)g(t) zum Testen zu

betrachten.

Lemma 5.1.11 (Erwartungswert der YOUNG-Mafies)
Sei (up)neny < LP(Q) fiir p € [1,00], sodass u, — u fir p < o bzw

Uy = u fiir p= 0. Ist v ein YOUNG-Mag einer Teilfolge von u, so gilt

u(z) = J tdv,(t) = E[v,] fast dberall in Q.
R

Beweis. Da (24) erfiillt ist, existiert eine Teilfolge (uy/)nen und ein
zugehoriges YOUNG-Maf. Ist v nun ein beliebiges YOUNG-Maf, so wihlen
wir die CARATHEODORY-Funktion f(z,t) := ¢. Dann gilt fiir p € [1,0)

(schwach*-Konvergenz in L* ist L'-Konvergenz)
f('aun’) =Up — U

in LP(Q2) und somit auch in L'(2), da Q beschriinkt ist. Nach dem
Hauptsatz iiber YOUNG-Mafse folgt

u(z) = JR Pl t) dva(t) = thdyx(t) B[], 0

Bemerkung 5.1.12 Wie {iberpriift man, dass im konkreten Fall (gege-

ben ein f(-,u,)) schwach in L' konvergiert?

o Ist (up), fir p € (1,00) in LP beschrinkt, und fir ein C > 0 und
ein ¢ < p der Wachstumsbedingung

IF(O)] < OO+ i),

geniigt (hier f: R — R), so folgt fiir r € [1, %]
| 1y do < [ €t funfyrds < €+ fualf,) < O,
R R

e Selbst, wenn (f(un))ney = L(Q) in L1() beschriinkt ist, muss es
keine schwach konvergente Teilfolge geben. Jedoch gilt der

SATZ 5.1.4: DUNFORD-PETTIS

Eine beschriinkte Folge (uy,)neny © L(2) hat genau dann ein
schwach konvergente Teilfolge, wenn (u,)nen gleichgradig

integrierbar ist, d.h. fiir alle € > 0 existiert ein § > 0 sodass
f |un| AN < e VA < Q messbar, \(A) <6 Vne N.
A
gilt. Dies ist &dquivalent zu

Ve >03M >0: J |up|dX < e VneN.

{z:|un (z)|>M}
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SATZ 5.1.5: DE LA VALLEE POUSSIN

Eine beschriinkte Folge (un)nen = L'(2) hat genau dann
eine schwach konvergente Teilfolge, wenn eine monoton wach-
sende Funktion ¢ : [0,00) — [0, 00) existiert mit

)
z neN

Mﬂ»oo und supJ- Y(|up|) dz < oo.
R

Lemma 5.1.13 (John M. Ball (1989))
Es gilt fast tiberall

vo(A) = lim Tim [ EBEE) sunly) € A}
e\\0 n—w ‘B(:m 5)|

wobei | - | Volumen beschreibt.

Beispiel 5.1.14 (Y-Me ,erkennen“ Konzentrationseffekte nicht)
Sei u,, == nl/P1 0,11 Wie in Beispiel 5.1.2. Wir betrachten das Verhalten
von (f(un))nen innLOO(O, 1) fiir Funktionen f € Co(R). Seien f € Co(R)
und v € L1(0,1) gilt

L
<f(un>7V>R><M(R) = J-f(un)l/d-aj %’ ff(O)Vd.’E,
—f(0)v
also f(u,) = f(0) in L*®(0,1). Damit folgt f(0) = § f(t)dv.(t), also
vy = 0q0y fast iiberall. Jedoch ist das YOUNG-Maf der Nullfolge auch

(5{0}. <&

SATZ 5.1.6: P. PEDREGAL, 1997

Sei (un)neny < LP(Q) fiir p € [1,00). Dann gilt w,, — w in LP(Q)
genau dann wenn
@ (wn)nen schwach in L'(Q) konvergiert.
@ Das von (uy,)nen erzeugte YOUNG-Maf die Form v, = o)
fiir ein w € LP(§2) hat.

Wir kénnen nun den Hauptsatz beweisen.
Beweis. (1) Da g monoton wachsend (W) ist, gilt fiir ¢ € [0, o0)
(W)
o0 > supf 9(lun(x)])dz = sup J g(t)dz
neN JQ N
{o:[un ()| >t}

> g(t) -supm({a : [ua (o) > 1))

Da g(t) 20, % gilt, folgt aus dem Obigen

tli_)nog st;IN)m({m s un(z)] = t}) = 0. (25)

@) Sei u,, wie im Satz und erfiille (25). Zu jedem u,, assoziieren wir

die mafwertige Funktion

V(n): Q- M(R), l/g(ﬂn) = 5{un(m)}
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Dann gilt v(™ € L%, (Q; M(R)) und v < 1:
@ Messbarkeit: Fiir f € Co(R) und z € Q gilt
P aacasy = | FO@L0)

— | 101,00 = Sl (a))

Somit ist x +— <ug(5n), f ) messbar, da u, messbar und f stetig
sind.

@ Nach Definition 5.1.7 gilt

W Laagey = [ A = [ dBu oy = 1
R R

und somit Hl/(n)HL‘f‘*(Q;M(R)) = 1. Mit Satz 5.1.2, der Separabi-
litdt von L*(Q;Co(R)) (selber iiberlegen!) und der Beschriinkt-
heit von (v(™),cn folgt die Existenz einer gleichnamigen Teil-
folge (v(™),en und einem v € LZ (2 M(R)) mit

v Ay in LE (9 M(R)),
das heift fiir alle f € L1(Q;Co(R)) gilt
| Gy = | | (Fanmaa
= | A @) ey do
(W, ) I
- | | Fenmano.

Wir betrachten f der Form (f(x))(t) = g(x)f(t) mit g € L*()
und f € Co(R). Dann gilt f € L'(€;Co(R)), also folgt nach
dem Obigen

| @ty az =2 || fo @ (09(0) dz
Q aJr
= jQ (Ve, f>M(R)Xc0(R) g(x)da.
Da g beliebig war, gilt fiir alle f € Co(R)
flun) 2w, f) in L7(Q) (26)

@) Wir zeigen v, € P(R) fiir fast alle z € Q. Da ||y3(;n) [amery < 1 fiir
alle n € N und fast alle x € Q und insbesondere ||| < 1 fiir alle
n € N gilt und die Norm schwach®* folgenunterhalbstetig ist, folgt
<1

@ Wir zeigen v, > 0 fast iiberall. Mit (26) folgt fiir g € L'(Q)
und f € Co(R)

J 9(x) f(un(z)) dv — f (g, Y g(x) da.
Q Q
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@

Fiir f,g > 0 folgt also {, (v, f)g(x)dz > 0. Hieraus folgt
Vg, f) = 0 fiir fast alle z € Q und alle f € Co(R) mit f > 0(,

da man g als Indikatorfunktionen wéahlen kann, die gegen einen

Punkt konvergieren und dann LEBESGUE anwendet).Somit folgt

(varf = ijm v, (1)

und somit v, > 0 (man kann sich auf beschrinkte messbare
Mengen A beschréanken, dann glatten und benétigt nur punktweise

Grenzwerte, und kann also LEBESGUE anwenden).

Wir zeigen, dass v, ein Wahrscheinlichkeitsmaf, d.h. ||v,| =1
fast iiberall: Sei T* € Co(R) gegeben durch die links beschrie-
bene Funktion. Fiir alle messbaren Mengen F < Q gilt mit
(26)

1
lim —: Tk(un(:z:))d:z: = lim T J 1g(2) T (up(z)) d

1
= — T*yd
|E|J\ <V1'7 > €

t) dv,(t) dz
")k 20

<HVz I

7
< 7 | el dz
Bl Jg "

Ist das am Anfang nicht Lemma 5.1.1777 Andererseits

gilt

m({z € E: [up ()| > k})
B

1
0< —J (1 = T*(un())) de <
Bl Jp ————
=0 fiir |u, (z)|<k

1
|E| su;N)m({x € Q: |uy(x)| = k}) = eg.
ne

Somit folgt 1 —ex < 57 §o 7" (un(2)) da-

Im Grenzwert folgt fiir n — oo

1 1
1—¢, < lim — Tk(un(x)) dz < —f vz de.
n—w |E| Jg B Jg

Fiir £ — oo gilt also

),
1< — | |wlde<1
FAW)>

und somit gilt

1
5 | Il =1

fiir alle messbaren Mengen F c ().

@ Da v™ Xy in LZ(Q; M(R)) gilt, kénnen wir dhnlich wie oben
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folgern: Seien g € L*(Q), f € L' (Q;Co(R)). Wir betrachten

(f@)(t) = g(@)(f(2))(2)-

~
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Dann gilt f € L'(Q;Co(R)). Somit folgt fiir alle g € L
|| ot@ o) 1@ = (), Py 225 (o
- [ s@) v Fa)
Q
Es folgt also

(F()(un () = f (FO)® v () = ™, £())

R

L f()) = JR(f(~))(t) dugy (1)

in L1()

fiir alle f € LY(Q;Co(R)) oder punktweise notiert:

[ > (/) (tn (2))] — [m ~ [ e dvz<t>] @

Wir betrachten L' (2;Co(R)) als Teilmenge der CARATHEODORY-
Funktionen (via (f(x))(t) < f(x,t)). Dann liest sich (27) so:

o flaia)] o |2 [ @0

oder so:

Flerun) — JRf(wt) v (2).

®) Seien
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fH(x,t) == max(f(x,t),0) und [~ (2,t) = f(z,t) — fT(2,t).

Nach dem Satz von DUNFORD-PETTIS sind die Mengen

{f+('7un('))}neN und {f_('vun('))}neN

schwach folgenkompakt in L'. Es geniigt somit, nur f > 0 zu
betrachten. Da bis auf Teilfolgen

fGoun()) —f in LY(Q)
gilt, miissen wir
f={vs, ) fast iiberall

zeigen.

Sei T wie oben. Betrachte
fk(xv t) = f(xa t)Tk(t)
Fiir festes x € Q gilt somit f*(z,-) € Co(R). Sei p € L*¥(Q). Wir

wollen zeigen, dass

j (@) (@ un (@) dz 222 [ @) faun(@)dz (28)
Q Q

gleichméfig in n gilt.
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Sei € > 0. Zunéchst gilt

JQ o(x) [fk(x,un) - f(x,un)] dz

lun (z)[=k
Da (f(-,un(-)))nen schwach in L' () konvergiert folgt aus dem Satz
von DUNFORD-PETTIS die Existenz eines M > 0 sodass fiir alle
neN
f(x7un(m)) dz <e€
{z:f(zun(z))=M}

gilt. Summa summarum gilt fiir geniigend grofse k£ und alle n € N

Lm [un (z)| >k} f(@, un(@)) dz = J{ o Jun(@)| = k, } flx,up(z))de

flxun(z)) < M

" J{ z: up(z)| = k, } [z, up(x)) de

flz,un(z)) > M
<M -m({z: |uy(z)| = k}) +¢
< 2e.

Da f* die Voraussetzungen der vorangegangen Schritte des Beweises
erfiillt (1), gilt fiir p € L*(Q)

J@(x)fk(uvun( ) dz == | p(a) (v, [z, ) ) das
Q Q

Da der Grenzwert gleichméfig in n ist, kénnen wir die Grenzprozesse

vertauschen:

lim | o) (v, ff(z,) de = lim lim | o(z){v,, fF(z,-))dz

k—o Jo k—on—0 Jo

= lim lim | o(z )<mek(x,-)>dx

n—o0 k—0o0

hm J ) Vg, flz,-) yda

- [ Fareta)da
Q
Somit gilt

J f@)p(z)dx = hmf J Rz, t) dvg (t)e(z) d.

kHOOQR

Wahle nun ¢ > 0. Dann gilt
fE(x,t) b0, f(z,t) fast tiberall.

Da f* monoton wachsend ist, folgt mit dem Satz iiber monotone

Konvergenz

L flz)p(x)dz = L JRf(x, t) dvy (t) () d

und somit mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung (da
Cr c L™)
Ve, f,)) = ?(CIL‘) fast iiberall. O
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5.2 Anwendungen: Maliwertige Losungen

Beispiel 5.2.1 (Nicht monotoner Hauptteil)

Betrachte das Randwertproblem in Divergenzform

=V (¢(Vu)) =0, zeq,
u =0, x € 012,

wobei ¢ nicht monoton, aber stetig ist und Konstanten cj,cs,c3 > 0

existiert, sodass fiir alle x €  gilt

lo(@)| < cr(1+ |z|) und  @(z) -z = colz|* — cs.

Wir wollen mit Regularisierung eine approximierende Folge von Losungen

konstruieren. Betrachte

=V - (p(Vue)) + eA’u. = 0, auf Q,
ue=0 und Vuc-n=0, auf %,

wobei n ein dufkerer Normalenvektor ist. Durch den gutartigen Regulari-
sierungsterm eA?u ist das Randwertproblem nun von vierter Ordnung,
somit benotigen wir mehr Randbedingungen. Fiir die variationelle For-
mulierung wihlen wir V := (#Z(2), |A - |2) und betrachten die schwache

Formulierung

J ©(Vue)Vode +5J AuAvdr =0 Yo e #HZ(Q) (P:)
Q Q

=:( Buc,v ) =:(Auc,v)

Als Ubung zeigt man mit dem Satz von BROWDER-MINTY, dass es fiir
alle € > 0 eine Losung gibt.

A-priori-Abschitzung. Wir testen in (P-) mit v = u. und erhalten
0 = (Aue,ue )+ { Bug, ue ) = J ©(Vue)Vue dz + EJ (Au.)? dx
Q Q
= J o(Vue)Vu, dz + €||u5|\§€g
Q

> J coluc|? — ez dr + z—:||us|\§€§
Q
_ 2 Q 2
= CQ”UEH%UI c3|Qf + 5““6“%5
Somit sind v/e|uc |z und [uclls; unabhéngig von e beschréinkt. Daher
existieren (gleich bezeichnete) Teilfolgen, sodass

in L?(Q) eNo0

Vue Vu und  efAuc|gz — 0

gilt.
Grenzwertidentifikation. Wir wollen zum Grenzwert iibergehen. Fiir

alle v e #2() gilt

e{ Aug,v )+ {Bue,v ) < e||Auc|2|Av|2 + { Bue,v ).
—_————

e—0

0
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Eine andere mégliche Randbedingung wire
Awu = 0 auf §Q2. Wahle dann
V=93 (Q) n H2 ().
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Im zweiten Term koénnen wir nicht zum Grenzwert iibergehen, da wir nur
schwache Konvergenz und keine Monotonie haben. Deswegen wollen wir

den Grenzwert im Sinne von YOUNG-MaRen identifizieren.

Da die Folgen (uc)e=o in %3 (Q) und (Vu). in L?(Q) beschrinkt sind
und somit die Voraussetzungen des Hauptsatzes erfiillen, erzeugt die Folge
(Ve )eso ein YOUNG-Makh v, € L2 (€2; M(R)). Wir miissen iiberpriifen,
ob ¢ zuléissig ist. Zunéchst ist ¢ stetig und somit eine CARATHEODORY-
Funktion.

Wir wollen zeigen, dass (¢(Vue))e=o in L'(Q2) schwach konvergiert.
Nach dem Satz von DE LA VALLEE POUSSIN geniigt es eine Funkti-
on ¢: [0,00) — [0,00) mit

M 2%, w0, und suijw(W(VUa(x))Ddx < @©.

z neN

zu finden. Die Funktion 1(z) = 22 erfiillt beide Bedingungen: fiir alle
n € N und alle € > 0 gilt

J lo(Vue)|? dz < cff (14 |Vue|)?dz < ¢(1 4 |Vu|?) <
Q Q

Somit gilt
QO(VUE) - <Vwa<)0> in Ll(Q)
und somit nach dem Hauptsatz
(Buesv) = [ (e Voda,
Q
fiir alle v € #Z (), also

(Vg,id) = Vu  fiir fast alle z € Q. o

Beispiel 5.2.2 (TODO)

Betrachte ein eindimensionales Randwertproblem in Divergenzform

—(a(z,u/(z))) =0 in (a,b),

u(a) = u(b) =0 F)

und seine Operator-Formulierung: Sei V := Wy (a, b)
b
Au=0inV* AV ->V* (Auv):= J a(x,u (x))v'(z) dx

Hierbei soll a die Voraussetzungen von Satz 1.3.3 erfiillen.
Sei (up)neny € V eine approximierende Folge mit u,, — v und Au, — b
in V*, also

a(-,un(:)) — b in LP(R),
welche ein YOUNG-Maf v(.y: (a,b) — P(R) erzeugt.

Nun kénnen wir einen verallgemeinerten Losungsbegriff definieren:
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DEFINITION 5.2.3 (MASSWERTIGE LOSUNG)
Das Dupel (u,v()) € V x LL.(Q; M(R)) heifst makwertige Lésung von
(P), wenn fiir alle v € Wy (a,b) und fast alle z € (a, b)

b
J f a(z,t)dvg(t)v'(z)dz =0 und J tduv,(t) = u'(z)
a JR R
gilt bzw (fiir das erste Beispiel (F.))

J (Vgyo)Vode =0 und Vu(z) =(v,,id) fir fast alle z € Q.
Q

Ist vy = dyr(a), SO ist u eine schwache Losung. o

Bemerkung 5.2.4 Mafswertige Losungen kénnen nur angewandt wer-
den, wenn oszillatorisches Verhalten vorliegt, jedoch nicht fiir Konzentra-
tionseffekte. Dafiir benutzt man verallgemeinerte YOUNG-Mafse, welches
ein Tripel (v, A,v®) ist, wobei A defekt (?7?7?) ist und v* den Winkel
angibt (vgl. Tomas Roubicek: Relazation in Optimization Theory and
Variational Calculus oder das Paper von Madja und DiPerna, 1987.)

Beispiel 5.2.5 (Wenn YoUNG-Mafe scheitern) o
Betrachte fiir ein offenes Intervall 2 das eindimensionale Randwertpro-
blem
—(®(u/(z)) =0 inQ, ¥
u=0 auf 092,

AN

wobei ®: R — R durch ¢ + id definiert ist und

x—f—%, fﬁrm<—%,
—1, flir —%<x<—%,
p: R->R, 2 {2z, fﬁr—%<x<%,
1, fiir § <z <3,
r—3, firz>3. h

Abb. 16: Die Abbildungen ¢ und ®.
Dann ist ¢ monoton, stetig (insbesondere radialstetig) und koerzitiv.
Somit ist @ strikt monoton, stetig und koerzitiv: fiir x # y € R gilt

((x) = 2(y))(z —y) = (p(z) = ¢¥))(@ —y) + (z —y)* > 0

A
Und |®(x)] < |e(x)] + |z] < 3(Jx| + 1). Nach dem Satz von MURAT

existiert eine eindeutige schwache Losung u € #¢ (£2), also gilt
J O (u')v' dz =0
Q

fiir alle v € #3(£2). Diese schwache Losung ist auch eine mafwertige

Losung mit v, = dyr(): Es gilt

f EdS 0y (1) = o (2)
R
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und

J f t) ddyr (o) ()0 (2) dx = JQ O (u'(x))v'(z)dz =0
fiir alle v € #}(Q)
Fiir w € #3 (Q) mit |w'| =) < § definiere

1—W(z 1+ W (z
SR EC MR ETLC

Dann gilt v, > 0 und

1-w/(z) 1+w(z)

v (R) = 5 + 5 =1.

Die Regularitét ist klar, also ist v, ein Warscheinlichkeits-RADON-Maf.

Fiir f € C(R) definiere die Kurznotation
()= | 1w (0
Dann gilt

(Vyg,id) = Jﬂtduz(t)
_ (1—w'(2)(2' () + 1) N (14w (2) (2 () = 1) _

5 5 = w'(2)
(29)
Da |w'(z)| < % fast iiberall in Q gilt, folgt
%=—%+1<2w’(w)+1<%
und analog 2w'(z) — 1 € [—3, —1] fast {iberall in Q. Somit gilt
P2/ (x) +1) = 1= —p(2(z) - 1)

fast iiberall in Q. Somit folgt mit 29
(W, @) = (U, ) + Vg, id)

_ (@)@ +1) 1+ (@)ew (@) —1) W ()

2 2
= —u'(z) +w'(z) = 0.

Somit folgt fiir alle v € ()

J (v, ® )0 (x) dz = 0.
Q
Somit existieren unendlich viele mafkwertige Losungen (v(.y, v) mit v # u.o

Das obigen Beispiel zeigt, dass auch ein korrekt gestelltes Problem in korrekt gestellt bedeutet hier nicht

schwacher Formulierung unendliche viele "nicht-physikalische"Losungen zztwgr;‘ti;gerwe‘se stetige Abhéngigkeit von
1 11.

hat, wenn man maflwertige Losungen zulésst. Dies zeigt, dass man Zu-

lassigkeitskriterien bendétigt, um die ,richtige mafwertige Losung zu

finden.

Dafiir gibt es mehrere Ansétze:
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@ Energy inequality. Fiir die stationire EULER-Gleichung (u; +

(u-V)u+ Vp =0, Vu = 0) nutzt man z.B.

J lu(z,t)|* dz <

Dies kann sinnvoll sein, da die L?-Norm beziiglich = die Energie
des Systems darstellt. Andere Méglichkeiten sind

f |u(x,t)|2dx<J luo (z, £)|2 dz
Q Q

fast tiberall in [0, T] oder

f|uxt|2da: J\uxs|2dx

fast tiberall fiir s > ¢.

Fiir die NAVIER-STOKES Gleichung u; + pAu + (u - V)u + Vp = 0,

Vu = 0 kann man
d
— f lu(z,t))* do + J |Vu(z,t)|* dz < 0.

verwenden.

@ (Mafwertige) schwach-stark Einzigkeit. Das beschreibt die

73

Eigenschaft eines verallgemeinerten Losungsbegriffs, dass eine starke
(nicht notwendigerweise klassische) Losung die einzige unter den
verallgemeinerten Losung ist, d.h. existiert eine starke Losung, so ist
die verallgemeinerte Losung eindeutig und stimmt mit der starken

Losung iiberein.
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