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1 Nichtlineare Variationsprobleme
18.10.2019Motivation (Beweisstruktur für dieses Semester).

Wir können das Lemma von Lax-Milgram (lineare beschränkte stark
positive Operatoren A : V Ñ V ˚ sind bijektiv, wobei V ein separabler
Banach-Raum ist) auch so beweisen:

1 Sei pVhqh ein Galerkin-Schema Galerkin-Schemain V .

2 Wir lösen das diskrete Ersatzproblem:

finde uh P Vh sodass xAuh, vh y “ x f, vh y für alle vh P Vh gilt.

Da A stark positiv ist, existiert genau eine Lösung (Im Endlichdi-
mensionalen betrachten wir im Wesentlichen eine positiv definite
und somit invertierbare Matrix).

3 Durch Testen mit der Lösung (uh “ vh) erhalten wir eine a-priori-
Abschätzung: es existiert ein µ ą 0 mit

µ}uh}
2 ď xAuh, uh y “ x f, uh y ď }f}˚}uh}

und somit }uh} ď 1
µ}f}˚ für alle h. Insbesondere ist puhqh Ă

V beschränkt, also existiert eine schwach konvergente Teilfolge
puh1qh1 á u P V .

4 Ist u eine Lösung, d.h. gilt Au “ f in V ˚? Wir müssen also einen
Konvergenzbegriff finden, indem Auh Ñ Au gilt. (Vorgriff: Nach
Lemma 1.2.4 8 ist A schwach-schwach-stetig und somit folgt
Auh1 á Au. Wende dann das Teilfolgenprinzip an.)

Zur Erinnerung:

Satz 1.0.1: Hahn-Banach

Sei Y ein Unterraum des normierten Vektorraums X und f P Y ˚.
Dann existiert ein g P X˚ mit g|Y “ f und }g}X˚ “ }f}Y ˚ .

Korollar 1.0.1 (Hahn-Banach)
• Für alle x P X gilt }x} “ supt|fpxq| : f P X˚, }f}˚ ď 1u.

• Für x ‰ y P X existiert ein f P X˚ mit fpxq ‰ fpyq.

• Zu x P Xzt0u existiert ein f P X˚ mit fpxq “ }x} und }f}˚ “ 1.

• Ist M ein nicht dicht liegender Unterraum von X, so existiert ein f P X˚zt0u

mit f |M “ 0.

definition 1.0.2 (Reflexiv, separabel)
Ein normierter Raum ist separabel separabel, wenn er eine dichte, abzählbare
Teilmenge enthält. Ein normierte Raum ist reflexiv reflexiv, wenn die kanonische
Einbettung ι : X Ñ X˚˚, x ÞÑ jx (mit jxpfq “ fpxq) surjektiv ist.
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1.1 Schwache Konvergenz

1.1 Schwache Konvergenz
Sei nun X ein reeller Banach-Raum. Eine Folge pxnqnPN Ă X ist stark-
bzw. normkonvergent stark- bzw. normkonvergentgegen ein x P X, wenn }xn ´ x}

nÑ8
ÝÝÝÑ 0 gilt.

definition 1.1.1 (schwache (˚-)Konvergenz)
Eine Folge pxnqnPN Ă X konvergiert schwach konvergiert schwachgegen x P X und wir
schreiben xn á x in X, wenn x f, xn ´ x y Ñ 0 für jedes f P X˚ gilt.

Eine Folge pfnqnPN Ă X˚ konvergiert schwach˚ konvergiert schwach˚gegen f P X˚ und
wir schreiben fn

˚
á f , wenn x fn ´ f, x y Ñ 0 für alle x P X gilt.

Bemerkung 1.1.2 Aus dem ersten Korollar des Satzes von Hahn-
Banach folgt, dass schwachep˚q Grenzwerte eindeutig sind.

Lemma 1.1.3
In X˚ impliziert schwache schwache˚ Konvergenz.

Beweis. Für x P X sei x̂ : X˚ Ñ R, f ÞÑ x f, x y. Dann gilt x̂ P X˚˚.
Konvergiert pfnqnPN Ă X˚ schwach gegen f P X˚, also x fn ´ f, x y Ñ 0

für alle x P X˚˚, so folgt

x fn, x y “ x x̂, fn y Ñ x x̂, f y “ x f, x y

und somit fn á ˚f . l

Bemerkung 1.1.4 Wenn X reflexiv ist, können wir x̂ P X˚˚ mit x P X
ersetzen und somit fällt in X˚ schwache und schwache˚ Konvergenz
zusammen.

Satz 1.1.1: Kompaktheit

Eine beschränkte Folge in einem reflexiven Banach-Raum (Dual-
raum eines separablen normierten Raumes) besitzt eine schwachp˚q

konvergente Teilfolge.

definition 1.1.5 (schwache Abgeschlossenheit)
Eine Menge M Ă X heißt schwach abgeschlossen schwach abgeschlossen, wenn jede für jede
schwach konvergente Folge pxnqnPN ĂM mit xn á x gilt: x PM .

Schwach abgeschlossene Mengen sind abgeschlossen.

Satz 1.1.2: Mazur

Eine konvexe Menge M Ă X ist genau dann abgeschlossen, wenn
sie schwach abgeschlossen ist.

Der Beweis benutzt die geometrische Version des Satzes von Hahn-
Banach.
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1.1 Schwache Konvergenz

Beispiel 1.1.6 (Starke-, schwache- und Normkonvergenz)
Die Folge punpxq :“ sinpnxqqnPN Ă L2p0, πq (periodisch auf r0, πs fortge-
setzt) konvergiert schwach aber nicht stark: Es gilt }un}20,2 ď π und für
1pa,bq P L

2p0, πq x

Abb. 1: Die Funktionen punq4n“1 aus Bei-
spiel 1.1.6.

x1pa,bq, un y “

ż b

a

sinpnxqdx “
cospnaq ´ cospnbq

n
ď

2

n
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Aufgrund der Linearität des Integrals gilt x g, un y
nÑ8
ÝÝÝÑ 0 für einfache

Funktionen g P L2p0, πq. Da die einfachen Funktionen dicht in L2p0, πq

liegen, existiert für alle f P L2p0, πq und alle ε ą 0 eine einfache Funktion
fε P L2p0, πq sodass }f ´ fε}0,2 ă

ε
2π gilt. Sei nun Nε P N, sodass

| x fε, un y | ă
ε
2 für alle n ě Nε gilt. Dann folgt für alle n ě Nε

| x f, un y |
4‰
ď | x f ´ fε, un y | ` | x fε, un y | ď }f ´ fε}0,2}un} `

ε

2
ă ε.

Da aus starker schwache Konvergenz folgt und schwache Grenzwerte
eindeutig sind, kann nur u ” 0 ein starker Grenzwert sein. Jedoch gilt

}un ´ u}
2
0,2 “

ż π

0

sin2
pnxqdx “

π

2
´

sinp2nxq

4n
nÑ8
ÝÝÝÑ

π

2
‰ 0.

Da un á 0 in L2p0, πq gilt, folgt x f, un y Ñ 0 für alle f P L8p0, πq Ă
L2p0, πq und somit un á 0 in L1p0, πq.

Analog zu oben kann der starke L1-Grenzwert nur 0 sein, jedoch gilt

}un}0,1 “

ż π

0

| sinpnxq| dx “ n

ż π
n

0

sinpnxqdx “ n ¨
2

n
“ 2 ‰ 0.

Sei nun vn :“ 1` un für n P N. Dann gilt für f P L8p0, πq

x f, vn y “ x f, 1 y` x f, un y
nÑ8
ÝÝÝÑ x f, 1 y

und somit vn Ñ 1 “: v in L1p0, πq. Ferner gilt

}vn}0,1 “ }1}0,1 `

ˆ

1´ cospπnq

n

˙

nÑ8
ÝÝÝÑ }1}0,1 “ π,

aber keine starke Konvergenz:

}vn ´ v}0,1 “ }un}0,1 “ 2 ‰ 0. ˛

Beispiel 1.1.7 (schwache aber keine starke Konvergenz)
Sei

`

un :“ n´
1
2 1pn,2nq

˘

nPN Ă L2pRq. Dann gilt }un}0,2 “ 1 für alle n P N,
aber punqnPN ist keine Cauchy-Folge: Für m P 2N und n “ 3m

2 gilt

}um ´ un}
2
0,2 “

ż 3m
2

m

1

m
dt`

ż 2m

3m
2

˜

1
?
m
´

c

2

3m

¸2

dt`

ż 3m

2m

2

3m
dt

“
1

2
`

1

2

˜

1´

c

2

3

¸2

`
2

3
“ 2´

c

2

3
‰ 0.

Jedoch gilt un á u in L2: für v P L2pRq gilt

1

1 2 3 4 5

1?
2
1
2

u1

u2
u3u4

Abb. 2: Die Funktionen puiq4i“1 aus Beispiel
1.1.7.

ż

R
unv dx “

ż 2n

n

vpxq
?
n

dx ď

?
n

?
n

ˆ
ż 2n

n

|v|2 dt

˙

1
2

Ñ 0. ˛
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1.1 Schwache Konvergenz

Beispiel 1.1.8 (Periodische Oszillation)
Seien X :“ Lpp0, 1q mit p P p1,8q und ũ : R Ñ R die periodische
Fortsetzung von

u : p0, 1q Ñ R, x ÞÑ

$

&

%

a, wenn x P p0, θs,

b, wenn x P pθ, 1q

für θ P p0, 1q, a, b P R und schließlich unpxq :“ ũpnxq für x P p0, 1q und
n P N. Es gilt

}un}
p “

ż 1

0

|ũpnxq|p dx “
1

n

ż n

0

|ūpyq|p dy ď maxp|a|, |b|qp

Für c, d P p0, 1q mit c ă d gilt

x1pc,dq, un y “

ż d

c

unpxqdx “
1

n

ż dn

cn

ũpyqdy Ñ pd´ cqpθa` p1´ θqbq

und pd ´ cqpθa ` p1 ´ θqbq “ x1pc,dq, θa ` p1 ´ θqb y. Da die Treppen-
funktionen (als Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen)
dicht in pLpp0, 1qq˚ – Lqp0, 1q, wobei p und q Hölder-konjugiert sind,
liegen, konvergiert un schwach gegen seinen Mittelwert θa` p1´ θqb. ˛

Das folgende Beispiel verallgemeinert in gewisser Weise Beispiel 1.1.8.

Beispiel 1.1.9 Sei f P L8pRq eine 1-periodische Funktion. Dann kon-
vergiert die Folge pfnpxq :“ fpnxqqnPN schwach gegen die Konstante
f :“

ş1

0
fpxqdx.

Das sieht man so: da die charakteristischen Funktionen 1ra,bs, a, b P Q
dicht in den charakteristischen Funktionen liegen, und deren lineare Hülle
dicht in L1 liegt und die duale Paarung linear ist, genügt es,

x fn ´ f,1ra,bs y
nÑ8
ÝÝÝÑ 0 @a, b P Q

zu zeigen. Seien a, b P Q. Für n P N definiere

m1pnq :“ rnas und m2pnq “ tnbu

sowie die Reste P r0, 1q.

r1pnq :“ m1pnq ´ na und r2pnq :“ nb´m2pnq.

Gilt r1pnq “ r2pnq “ 0, so folgt aus der Periodizität von f

1

n

ż nb

na

fpuqdu “ pb´ aq

ż 1

0

fpuqdu. (1)

und somit

x fn ´ f,1ra,bs y “

ż

R
pfnpxq ´ fq1ra,bspxqdx “

ż b

a

fpnxqdx´ pb´ aqf

“
1

n

ż nb

na

fpuqdu´ pb´ aqf

(1)
“ pb´ aq

ż 1

0

fpuqdu´ pb´ aqf “ 0.
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1.1 Schwache Konvergenz

Im anderen Fall gilt
ż nb

na

fpuqdu “

ż m1pnq

na

fpuqdu`

ż m2pnq

m1pnq

fpuqdu`

ż nb

m2pnq

fpuqdu

Da f P L8 ist, gilt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

n

ż m1pnq

na

fpuqdu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

n
}f}8 ¨ pm1pnq ´ naq ď

1

n
}f}8 Ñ 0,

und analog
ˇ

ˇ

ˇ

1
n

şnb

m2pnq
fpuqdu

ˇ

ˇ

ˇ
Ñ 0. Aufgrund von

na´ nb “ m2pnq ´m1pnq ` pr2pnq ` r1pnqq

gilt

lim
nÑ8

1

n

ż nb

na

fpuqdu “ lim
nÑ8

m2pnq ´m1pnq

n

ż 1

0

fpuqdu

“ pb´ aq

ż 1

0

fpuqdu. ˛

Beispiel 1.1.10 (nicht schwach konvergente Folge)
Betrachte X :“ L1p0, 1q und unpxq :“ 2np1 ´ nxq1r0, 1

n s
. Dann gilt

}un}X “ 1 für alle n P N. Für f ” 1 P L8p0, 1q “ pL1p0, 1qq˚ gilt
x f, un y “ 1, also kann nicht un á 0 gelten. Für ϕ P C80 p0, 1q Ă L8p0, 1q

gilt

Abb. 3: Die Funktionen puiq5i“1 aus Beispiel
1.1.10.

xϕ, un y “

ż 1

0

ϕun dx “

ż 1
n

0

ϕun dx
nÑ8
ÝÝÝÑ 0,

da supppunq X supppϕq “ H ab einem hinreichend großen n P N gilt. Da
C80 p0, 1q dicht liegt, müsste der schwache Grenzwert 0 sein, was einen
Widerspruch darstellt. Somit konvergiert punqnPN nicht schwach. ˛

Abschließend geben wir einen großen Satz aus der Funktionalanalysis an.

Satz 1.1.3: Banach-Steinhaus

Seien pAnqnPN Ă LpX,Y q, wobei X ein Banach-Raum und Y

ein normierter Raum ist. Ist pAnqnPN punktweise beschränkt, d.h.
zu jedem x P X existiert ein Mx ą 0, sodass supnPN }Anx} ďMx

gilt, so ist pAnqnPN sogar beschränkt: es existiert ein M ą 0 mit
supnPN }An} ďM .

Korollar 1.1.11
Schwach konvergente Folgen sind beschränkt.

Beweis. Sei pxnqnPN schwach konvergent gegen x P X. Dann ist die
Folge px f, xn yqnPN Ă R für alle f P X˚ konvergent und somit beschränkt.
Somit ist die Folge pAnqnPN Ă X˚˚ mit An : X˚ Ñ R, f ÞÑ x f, xn y

punktweise beschränkt. Nach dem Satz von Banach-Steinhaus gilt
}An} “ }xn} ă 8 für alle n P N, da die kanonische Einbettung eine
Isometrie ist. l

23.10.2019
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1.1 Schwache Konvergenz

Lemma 1.1.12 (} ¨ } ist schwach folgenunterhalbstetig)
Sei pxnqnPN Ă X eine schwach gegen x P X konvergente Folge. Dann gilt

}x} ď lim inf
nÑ8

}xn}.

Die Ungleichung ist eine Gleichheit, wenn starke Konvergenz vorliegt, da die
Norm stetig ist.

Beweis. Nach dem ersten Korollar des Satzes von Hahn-Banach gilt

}x} “ sup
fPX˚

}f}˚“1

| x f, x y | “ sup
}f}˚“1

lim
nÑ8

| x f, xn y | “ sup
}f}˚“1

lim inf
nÑ8

| x f, xn y |

ď sup
}f}˚“1

lim inf
nÑ8

}f}˚}xn} “ lim inf
nÑ8

}xn}. l

Bemerkung 1.1.13 Analog folgt die schwach˚-Folgenunterhalbstetigkeit der
Norm.

Lemma 1.1.14 (Schwach + Stark = Stark in der dualen Paarung)
Seien pxnqnP N Ă X und pfnqnPN P X˚. Aus xn Ñ x in X und fn

˚
á f in X˚

folgt x fn, xn y Ñ x f, x y.

Beweis. Es gilt

| x fn, xn y´ x f, x y |
4‰
ď | x fn, xn y´ x fn, x y | ` | x fn, x y´ x f, x y |

ď }fn}
loomoon

ă8 p‹q

}xn ´ x}
looomooon

nÑ8
ÝÝÝÑ0

` | x fn ´ f, x y |
looooooomooooooon

nÑ8
ÝÝÝÝÑ
fnáf

0

,

wobei p‹q folgt, weil pfnqnPN schwach konvergent und somit beschränkt ist. l

Bemerkung Ein analoges Resultat folgt für xn á x in X und fn Ñ f in X˚.
Aus xn á x und fn á f folgt im Allgemeinen jedoch nicht x fn, xn y Ñ x f, x y,
betrachte z.B. xnpξq :“ fnpξq :“ sinpnξq auf X “ X˚ :“ L2

p0, πq und siehe
Beispiel 1.1.6.

Der Banach-Raum pc0, } ¨ }8q besitzt diese
Eigenschaft nicht: Es gilt e1 ´ en`1 á e1
und auch }e1 ´ en`1} Ñ }e1} “ 1, jedoch
}pe1 ´ en`1q ´ e1}8 “ 1.

Lemma 1.1.15 (Hilbert-Raum hat Radon-Riesz-Eigenschaft)
Gilt in einem Hilbert-Raum }xn} Ñ }x} und xn á x, so folgt xn Ñ x.

Beweis. Es gilt

}xn ´ x}
2
“ }xn}

2
´ 2 xxn, x y`}x}

2 nÑ8
ÝÝÝÑ }x}2 ´ 2}x}2 ` }x}2 “ 0. l

Man beachte, dass nach umgekehrten Dreiecksungleichung
ˇ

ˇ}x}´}y}
ˇ

ˇ ď }x´y}

stets }xn ´ x} Ñ 0 ùñ }xn} Ñ }x} gilt.

definition 1.1.16 (gleichmäßig konvex (Clarkson, 1936))
Ein Banach-Raum X heißt gleichmäßig konvex gleichmäßig konvexwenn gilt

@ε ą 0 Dδ ą 0 : }x´ y} ě ε ùñ
}x` y}

2
ď 1´ δ @}x}, }y} ď 1.

6



1.1 Schwache Konvergenz

Abb. 4: Gleichmäßige Konvexität sagt aus,
dass zwei Vektoren der Einheitskugel ein-
ander nahe sein müssen, wenn deren Mit-
telpunkt nahe am Rand liegt. Im der
Abbildung sind die „Einheitksugeln“ der
euklidischen- und der Summennorm einge-
zeichnet und man sieht, dass gleichmäßige
Konvexität nicht von äquivalenten Normen
erhalten wird. [Quelle: Wikipedia]

In Abb. 4 kann man sehen, dass der Einheitsball in einem gleichmäßig konvexen
Raum rund sein muss, in dem Sinne, dass er keine gerade Linien enthält.

Beispiel 1.1.17 (gleichmäßig konvexer Raum)
Alle Lp-Räume (Satz von Clarkson-McShane) die Sobolev-Räume Wm,p

für p P p1,8q und alle Innenprodukt-Räume (Parallelogramgleichung) sind
gleichmäßig konvex. Gleichmäßig konvexe Räume sind reflexiv (Satz von
Milman-Pettis). ˛

Lemma 1.1.18 (Radon-Riesz-Eigenschaft)
Gleichmäßig konvexe Räume besitzen die Radon-Riesz-Eigenschaft.

Beweis. (Musterlösung von Lukas) Sei o.B.d.A. x ‰ 0 sowie xn ‰ 0 für
alle n P N. Setze y :“ x

}x}
und yn :“ xn

}xn}
. Dann gilt yn á y und yn`y

2
á y.

Außerdem folgt
1 “ }y} ď lim inf

nÑ8
}
yn ` y

2
} (2)

wegen der Schwachfolgenunterhalbstetigkeit der Norm. Angenommen, es gilt
}yn ´ y} ­Ñ 0, dann existiert ein ε ą 0 und ein Nε P N, sodass }yn ´ y} ě ε für
alle n ą Nε. Aufgrund der gleichmäßigen Konvexität existiert ein δ ą 0, sodass
}
yn`y

2
} ď 1´ δ gilt, was ein Widerspruch zu (2) ist. l

Lemma 1.1.19 (Tut)
Sei der Banach-Raum V gleichmäßig konvex. Dann gilt für ε ą 0 und x, y P V mit
}x}, }y} ď 1, }x´y} ě ε und } x`y2 } ď 1´δ (δ ą 0) sowie α P

`

1
2 , 1

˘

, dass }tx`p1´ tq} ď
1´ δ für alle t P

“

α, α´1
‰

gilt.

Beweis. TODO l

definition 1.1.20 (strikt konvexer Raum)
Ein normierter Raum X ist strikt konvex strikt konvex, wenn }x` y} ă 2 (oder
äquivalent: }αx ` p1 ´ αqy} ă 1 für alle α P p0, 1q) aus x ‰ y und
}x} “ }y} “ 1 folgt.

Gleichmäßig konvexe Räume sind strikt konvex.

Lemma 1.1.21 (schwachp˚q Teilfolgenprinzip)
Sei X ein reflexiver (separabler) Banach-Raum und pxnqnPN Ă Xp˚q

beschränkt. Enthält jede schwachp˚q-konvergente Teilfolge eine gegen x

schwachp˚q-konvergente Teilfolge, so gilt xn
p˚q
ÝÝá x.

Beweis. TODO, HW l
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1.2 Ein Zoo an Stetigkeits- und Monotoniebegriffen

1.2 Ein Zoo an Stetigkeits- und Monotonie-
begriffen
Im Folgenden sei V ein reeller Banach-Raum.

definition 1.2.1 (Stetigkeitsbegriffe)
Ein Operator A : V Ñ V ˚ heißt

• demistetig demistetig, wenn aus vn Ñ v in V Avn á Av in V ˚ folgt.

• hemistetig hemistetig, wenn die Abbildung t ÞÑ xApu ` tvq, w y für alle
u, v, w P V auf r0, 1s stetig ist.

• radialstetig radialstetig, wenn die Abbildung t ÞÑ xApu ` tvq, v y für alle
u, v P V auf r0, 1s stetig ist.

• verstärkt stetig verstärkt stetig, wenn aus un á u in V Aun Ñ Au in V ˚ folgt.

• schwach-schwach-stetig schwach-schwach-stetigwenn Avn á Av aus vn á v folgt.

• lokal beschränkt lokal beschränkt, wenn es um jeden Punkt v P V eine Umgebung
gibt, auf der A beschränkt ist, also

@u P V Dε ą 0,M ą 0 : }Av}˚ ďM @v P Bpu, εq.

Bemerkung 1.2.2 (Radialstetigkeit) Die (formal stärkere) Definition, dass
t ÞÑ xApu` tvq, v y auf ganz R und für alle v P V stetig sein muss, ist äquivalent
zu der, dass die Abbildung auf r0, 1s stetig sein muss: für ein t P R zr0, 1s findet
man ein t0 ą 0 sodass |t| ď t0. Dann ist für w :“ signptq

t0
v die Abbildung

t ÞÑ xApu` twq, w y “
signptq

t0
xApu` tvq, v y

stetig, da t ‰ 0. Wir brauchen tatsächlich in unseren Beweisen nur die schwäche
Definition, da wir t ą 0 betrachten, dass wir dann anschließend gegen Null
laufen lassen. Ein beliebig kleines (positives) Intervall, dass die Null enthält
würde also reichen.

Beispiel 1.2.3 Ein klassisches Beispiel eines demistetigen Operators
ist der Gradient eines konvexen Gâteaux-differenzierbaren Funktionals
(siehe Lemma 3.2.10 und Korollar 3.2.14). ˛

25.10.2019

Abb. 5: Die Zusammenhänge der
Monotonie- und Stetigkeitsbegriffe.

Lemma 1.2.4 (Zusammenhang der Stetigkeitsbegriffe)
Es gelten die folgenden Implikationen.

1 Ist V reflexiv, so impliziert verstärkte Stetigkeit Kompaktheit.

2 Stetigkeit impliziert Demistetigkeit.

3 Hemistetigkeit impliziert Radialstetigkeit.

4 Demistetigkeit impliziert Hemistetigkeit.

5 Demistetigkeit impliziert lokale Beschränktheit.

6 Lineare kompakte Operatoren sind verstärkt stetig.

7 Linearität und Beschränktheit sowie Lipschitz-Stetigkeit implizie-
ren jeweils Hemistetigkeit.

8
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1.2 Ein Zoo an Stetigkeits- und Monotoniebegriffen

8 Eine lineare Abbildung zwischen Banach-Räumen ist genau dann
stetig, wenn sie schwach-schwach-stetig ist.

Beweis. 1 Die Identität `1 Ñ `8 ist verstärkt stetig
(`1 hat die Schur-Eigenschaft) aber nicht
kompakt, da das Bild der `1-Einheitskugel
die Einheitsvektoren enthält, welche keine
konvergente Teilfolge besitzen.

Sei punqnPN Ă V beschränkt. Weil V reflexiv ist, existiert
eine schwach konvergente Teilfolge pun1qn1PN á u P V . Aufgrund
der verstärkten Stetigkeit folgt Aun1 Ñ Au.

2 und 3 sind klar.

4 Seien u, v, w P V und ptnqnPN Ă r0, 1s konvergent gegen ein t. Dann
folgt u` tnv Ñ u` tv und mit der Demistetigkeit Apu` tnvq á

Apu`tvq in V ˚. Nach Lemma 1.1.3 folgt insbesondere Apu`tnvq
˚
Ýá

Apu` tvq in V ˚, und daher xApu` tnvq, w y Ñ xApu` tvq, w y.

5 Angenommen A sei nicht lokal beschränkt. Dann existiert eine
Folge pvnqnPN Ă V mit vn Ñ v P V und }Avn}˚ Ñ 8. Aus der
Demistetigkeit folgt Avn á Av in V ˚ und somit ist insbesondere
pAvnqnPN Ă V ˚ beschränkt, was einen Widerspruch darstellt.

6 Sei punqnPN Ă V mit un á u P V . Wir zeigen Aun Ñ Au. Da
punqnPN beschränkt und A kompakt ist, existiert eine Teilfolge
pun1qn1PN und ein a P V ˚, sodass Aun1 Ñ a. Zu A P LpV, V ˚q

existiert der duale Operator A˚ P LpV ˚˚, V ˚q. Dann folgt für alle
w P V Wir brauchen hier keine Reflexivität von V ,

da die kanonische Einbettung nach dem Satz
von Hahn-Banach immer injektiv ist.

0 Ñ xA˚w, un ´ u y “ xApun ´ uq, w y “ xAun ´Au,w y,

also Aun
˚
Ýá Au. Mit der Eindeutigkeit schwacher Grenzwerte

folgt a “ Au. Angenommen, es gäbe eine Teilfolge pAun1qn1PN von
pAunqnPN, welche nicht schwach konvergiert. Dann wäre diese Folge
unbeschränkt, es ließe sich jedoch eine schwach konvergente Teil-
Teilfolge finden.

7 Für A P LpV, V ˚q ist die Aussage klar. Seien A L-Lipschitz-stetig,
u, v, w P V und ptnqnPN Ă r0, 1s konvergent gegen t P r0, 1s. Dann
gilt

| xApu` tnvq ´Apu` tvq, w y | ď }Apu` tnvq ´Apu` tvq}˚}w}

ď L}�u` tnv ´ �u´ tnv}}w}

“ L |tn ´ t|
loomoon

Ñ0

}v}}w} Ñ 0.

8 " ùñ ": Sei A : X Ñ Y ein linearer Operator zwischen Banach-
Räumen. Dann impliziert xn Ýá x in X, dass Axn Ýá Ax in Y

gilt: für ϕ P Y ˚ gilt xϕ,Axn ´ Ax y “ xA˚pϕq, xn ´ x y Ñ 0, da
A˚pϕq P X˚ ist.

"ðù ": Angenommen, A : X Ñ Y sei linear und schwach-schwach-
stetig aber unbeschränkt. Dann existiert eine Folge pynqnPN Ă X,
sodass }Tyn} ě n}yn} für alle n P N gilt. Definiere xn :“ 1?

n
yn
}yn}

für n P N. Dann gilt }xn} “ 1?
n

nÑ8
ÝÝÝÑ 0 und somit xn

nÑ8
ÝÝÝÑ 0

und insbesondere xn
nÑ8
ÝÝÝá 0 in X. Aufgrund der schwach-schwach-

Stetigkeit von A gilt Txn
nÑ8
ÝÝÝá 0, also ist pTxnqnPN beschränkt.

9
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Jedoch gilt

}Txn} “
}Tyn}
?
n}yn}

ě
?
n

nÑ8
ÝÝÝÑ 8,

was einen Widerspruch darstellt. l

Gegenbeispiel 1.2.5 (Kompakt ùñ verstärkt stetig)
Betrachte den Operator A : V Ñ V , v ÞÑ g}v}2 für V :“ L2p0, 1q und
festes g P V .

Offensichtlich ist A stetig. Das Bild von A ist eindimensional mit der
Basis tgu. Somit ist A kompakt. Die Folge pvn :“ sinpnxqqnPN Ă L2pRq
konvergiert nach Beispiel 1.1.6 schwach aber nicht stark gegen Null. Wäre
A verstärkt stetig, müsste g}vn}2 Ñ g}0}2 gelten, da aber g ‰ 0 gilt,
würde das }vn} Ñ }0} implizieren. Nach Lemma 1.1.15 folgt daraus
vn Ñ 0, was einen Widerspruch darstellt. ˛

Bemerkung 1.2.6 (Motivation zu den Monotoniebegriffen)
In R folgt die Bijektivität von f aus der strenger Monotonie (impliziert

Injektivität), Stetigkeit von f und fpxq xÑ˘8
ÝÝÝÝÑ ˘8.

definition 1.2.7 (Monotonieeigenschaften)
Sei pV, | ¨ |q reell und reflexiv. Eine Abbildung A : V Ñ V ˚ heißt

• monoton monoton, wenn xAv ´Aw, v ´ w y ě 0 für alle v, w P V gilt.

• strikt monoton strikt monoton, wenn xAv´Aw, v´w y ą 0 für alle verschiedenen
v, w P V gilt.

• stark monoton stark monoton, wenn ein µ ą 0 existiert, sodass xAv ´ Aw, v ´
w y ě µ|v ´ w|2 für alle v, w P V gilt.

• gleichmäßig monoton gleichmäßig monoton, wenn eine strikt monoton wachsende Funkti-
on ρ : R`0 Ñ R`0 mit ρp0q “ 0 existiert, sodass xAv´Aw, v´w y ě
ρp|v ´ w|q für alle v, w P V gilt.

• d-monoton, wenn eine strikt monoton wachsende Funktion α :

R`0 Ñ R`0 existiert, sodass

xAv ´Aw, v ´ w y ě
`

αp|v|q ´ αp|w|q
˘

p|v| ´ |w|q

für alle v, w P V gilt.

• koerzitiv koerzitiv, wenn eine Funktion γ : R`0 Ñ R mit γpzq zÑ8
ÝÝÝÑ 8

existiert, sodass xAv, v y ě γp|v|q|v| für alle v P V gilt.

Lemma 1.2.8 (Monotoniebegriffe)
Sei pV, | ¨ |q ein reeller Banach-Raum. Für einen Operator A : V Ñ V ˚

gelten die folgenden Implikationen.

1 Gleichmäßige Monotonie impliziert strikte Monotonie.

2 Starke Monotonie impliziert gleichmäßige Monotonie.

3 Starke Monotonie impliziert d-Monotonie.

4 Starke Monotonie impliziert Koerzivität.

10



1.2 Ein Zoo an Stetigkeits- und Monotoniebegriffen

5 Monotonie impliziert lokale Beschränktheit.

6 Lineare monotone Operatoren sind stetig.

7 Auf reflexiven Räumen implizieren Monotonie und Radialstetigkeit
Demistetigkeit.

8 d-Monotonie impliziert Monotonie.

9 Gleichmäßige Monotonie impliziert Koerzitivität.

10 Ist V strikt konvex, so impliziert d-Monotonie strikte Monotonie.

Abb. 6: Zusammenhänge der Montoniebe-
griffe untereinander.

Beweis. 1 und 2 sind klar.

3 Es existiert ein µ ą 0 sodass für alle u, v P V

xAu´Av, u´ v y ě µ|v ´ w|2
4‰´1

ě µp|v| ´ |w|q2

gilt. Somit erfüllt α :“ µ id die Voraussetzungen der d-Monotonie.

4 Für die Koerzitivität wähle man w “ 0 und erhält für alle v P V
und ein µ ą 0

xAv, v y “ xAv ´Ap0q, v y` xAp0q, v y ě µ}v}2 ´ }Ap0q}˚}v}

“ pµ}v} ´ }Ap0q}˚q
looooooooomooooooooon

“:γp}v}q

}v}.

5 Angenommen, A wäre nicht lokal beschränkt. Dann existiert eine
Folge punqnPN Ă V und ein u P V mit un Ñ u aber }Aun}˚ Ñ 8.
Sei αn :“ 1`}Aun}˚}un´u} ě 1 für n P N. Dann gilt 1

αn
ď 1 und

für v P V

1

αn
xAun, v y ď

1

αn
pxAun, v y` xAun ´Apu` vq, un ´ pu` vq yq

“
1

αn
pxAun, un ´ u y´ xApu` vq, un ´ pu` vq yq

ď
1

αn
p}Aun}˚}un ´ u} ` }Apu` vq}˚}un ´ u´ v}q

ď 1`
1

αn
}Apu` vq}˚}un ´ pu` vq}

ď 1`
C

αn
}Apu` vq}˚.

Somit ist 1
αn
xAun, v y für alle v P V beschränkt. Nach dem Satz von

Banach-Steinhaus existiert ein M ą 0, sodass 1
αn
}Aun}˚ ďM .

Umstellen ergibt

}Aun}˚ ďMp1` }Aun}˚}un ´ u}q.

Umstellen ergibt

}Aun}˚ ď
M

1´M}un ´ u}
ďM,

wobei die Ungleichung erhalten bleibt, weil wegen un Ñ u ein
N P N existiert, sodass M}un ´ u} ă 1 für alle n ą N gilt.

11
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6 Aus 5 folgt, dass A lokal beschränkt ist. Seien punqnPN Ă V

konvergent gegen u und

vn :“

$

&

%

un´u

}un´u}
1
2
, für un ‰ u,

0, für un “ u.

Da vn Ñ 0 gilt (und A0 “ 0 gilt und A lokal beschränkt ist),
existiert ein N P N und ein M ą 0, sodass }Avn}˚ ď M für alle
n ą N gilt. Nun folgt für alle n ą N

}Aun ´Au}˚ “ }Apun ´ uq}˚ “
›

›

›
Avn}un ´ u}

1
2

›

›

›

˚

“ }Avn}˚}un ´ u}
1
2 ďM}un ´ u}

1
2
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

7 Sei un Ñ u. Wir zeigen Aun á Au in V ˚, d.h. xAun´Au, v y Ñ 0

für alle v P V , da wegen der Reflexivität von V schwach- und
schwach˚-Konvergenz in V ˚ zusammenfallen. Da A monoton ist, ist
A lokalbeschränkt (Lemma 1.2.4 5 ). Deswegen ist pAunqnPN Ă V ˚

beschränkt, also existiert wegen der Reflexivität von V eine Teilfolge
u1n und ein b P V ˚, sodass Aun1 á b in V ˚ gilt.

Wir zeigen nun b “ Au mit Minty’s trick Minty’s trick: für beliebige v P V gilt

x b, u y Ð x Aun1
loomoon

á

, un1
loomoon

Ñu

y ě xAun1 , un1 y´ xAun1 ´Av, un1 ´ v y
looooooooooooomooooooooooooon

ě0

“ xAv, un1 ´ v y` xAun1 , v y

Ñ xAv, u´ v y` x b, v y .

Daraus erhalten wir

x b, u´ v y ě xAv, u´ v y @v P V.

Für t ą 0 und w P V setze v “ u` tw. Dann gilt

´ t x b, w y ě ´t xApu` twq, w y

ùñ x b, w y ď xApu` twq, w y
tŒ0

ÝÝÝÝÝÑ
radialst.

xAu,w y

Analog erhalten wir x b, w y ě xAu,w y für t ă 0 Vgl. Bemerkung 1.2.2: Hier steht zwar, dass
man negatives t einsetzt, um die umgekehrte
Ungleichung zu erhalten, aber man kann
genauso gut das gleiche t nehmen und dafür
´w statt w einsetzen und die Definition für
t P r0, 1s behalten.

und somit x b, w y “
xAu,w y für alle w P V und somit b “ Au.

8 Folgt direkt aus der Monotonie von α.

9 TODO, HA

10 TODO, HA l

Beispiel 1.2.9 (Minty’s Trick)
Sei Ω Ă Rd ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand und A : L1pΩq Ñ

L8pΩq ein monotoner und radialstetiger Operator. Sei punqnPN Ă L1pΩq

eine schwach konvergente Folge mit Grenzwert u, sodass pAunqnPN in L8

gegen w schwach˚ konvergiert und xAun, un y Ñ xw, u y gilt. Dann folgt

12
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w “ Au mit Minty’s Trick Minty’s Trick: Für b P L1pΩq gilt

xw, u y Ñ xAun, Aun y
(Mon)
ě xAun, Aun y´ xAun ´Ab, un ´ b y

“ xAb, un ´ b y` xAun, b y

ÑxAb, u´ b y` xw, b y .

Also gilt xAb, u´ b y ď xw, u´ b y für alle b P L1pΩq.

Für t ą 0, v P L1pΩq und b :“ u` tv gilt

´t xw, v y ě ´t xApu` tvq, v y

und wegen der Radialstetigkeit von A gilt

xw, v y ď xApu` tvq, v y
tŒ0

ÝÝÝÝÝÑ
radialst.

xAu, v y .

und für t ă 0 folgt analog xw, v y ě xAu, v y und somit w “ Au. ˛

definition 1.2.10 (Dualitätsabbildung)
Sei X ein reflexiver Raum mit strikt konvexen Dualraum. Für jedes
x P X existiert genau ein Jx P X˚ mit x Jx, x y “ }x}2 “ }Jx}2˚. Die
Abbildung J : X Ñ X˚ heißt Dualitätsabbildung Dualitätsabbildung.

Lemma 1.2.11
Die Dualitätsabbildung ist demistetig, monoton und koerzitiv. Ist X ein
Hilbert-Raum, ist J sogar stark monoton.

Beweis. 1 Sei punqnPN Ă V konvergent gegen u P V . Da J monoton
ist, genügt es nach Lemma 1.2.8 7 zu zeigen, dass J radialstetig ist.
TODO Inspiration: https://www-m6.ma.tum.de/foswiki/pub/
M6/Lehrstuhl/IrenaHofmann/CEV_Blatt06.pdf.

2 Für x, y P V gilt

x Jx´ Jy, x´ y y “ x Jx, x y´ x Jx, y y´ x Jy, x y` x Jy, y y

ě x Jx, x y´}Jx}˚}y} ´ }Jy}˚}x} ` x Jy, y y

“ }x}2 ´ 2}x}}y} ` }y}2 ě 0.

3 Es gilt x Jx, x y “ }x}2 “ γp}x}q}x} für γ ” id.

4 Nach Beispiel 3.1.9 gilt in einem Hilbert-Raum x Ju, v y “ xu, v y

und somit x Ju´ Jv, u´ v y “ }u´ v}2. l

Ist X “ LppΩq für eine beschränkte, offene Menge Ω Ă Rd und p P p1,8q,
so ist fast überall Jpuqpxq “ |upxq|p´2upxq}u}2´pp .

Beispiel 1.2.12 (Stetig aber nicht schwach-schwach stetig)
Sei u die periodische Fortsetzung von

u : r0, 1s Ñ R, x ÞÑ 21p0, 12 q
pxq ´ 1

auf R. Dann ist punpxq :“ upnxqqnPN schwach konvergent gegen 0, da das
x1

1

x1

1

Abb. 7: Die Funktionen u1 und u2 aus Bei-
spiel 1.2.12.
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der Mittelwert der Funktion ist (vgl. Beispiel 1.1.9). Jedoch ist

B : Lpp0, 1q Ñ Lpp0, 1q, u ÞÑ minpu2, 1q

x

Abb. 8: Die Funktion fpxq :“ minpu2, 1q.

stetig aber nicht schwach-schwach stetig: Sei punqnPN Ă Lpp0, 1q eine
Folge, sodass un

nÑ8
ÝÝÝÝÝÑ
Lpp0,1q

0. Dann existiert eine Teilfolge pun1qn1PN, sodass

un1pxq Ñ upxq fast überall in p0, 1q gilt. Dann folgt fpun1pxqq Ñ fpupxqq

fast überall in p0, 1q aufgrund der Stetigkeit von f : R Ñ R, x ÞÑ
minpx2, 1q. Da |fpun1pxqq| ď 1 für alle x P r0, 1s gilt, erhalten wir Bun Ñ
Bu in Lpp0, 1q nach dem Satz von Lebesgue. Jedoch ist B nicht schwach-
schwach-stetig, da Bun “ 1 und somit Bun Ñ 1 ‰ 0 “ Bp0q “ Bu gilt.˛

Lemma 1.2.13
Sei β ą 0.

1 Für p ą 2 und A : V Ñ V ˚ gelte

}Au´Av}˚ ď β}u´ v}p´1

für alle u, v P V gilt. Dann ist A konstant.

2 Es existiert zu p P p1, 2q kein A : V Ñ V ˚ sodass

xAu´Av, u´ v y ě β}u´ v}p (3)

für alle u, v P V gilt.

Beweis. 1 Seien u, v P V . Wir wählen eine äquidistante Zerlegung
der Strecke zwischen u und v: pun :“ n

N pv´uqqnPt0,...,Nu für N P N.
Dann gilt

}Au´Av}˚ “ }Au0 ´AuN }˚ “

›

›

›

›

›

N´1
ÿ

k“0

An ´An`1

›

›

›

›

›

4‰
ď

N´1
ÿ

k“0

}An ´An`1} ď β
N´1
ÿ

k“0

}un ´ un`1}
p´1

“ β
N´1
ÿ

k“0

›

›

›

›

´pv ´ uq

N

›

›

›

›

p´1

“
β

Np´2
}u´ v}p´1 NÑ8

ÝÝÝÝÑ
pą2

0.

2 Seien u, v P V und
´

un :“ u`
n

N
pv ´ uq

¯

nPt0,...,Nu

eine äquidistante Diskretisierung des Weges von u nach v. Aufgrund
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der Teleskopsumme (T) und der dualen Paarung (L) gilt

xAu´Av, u´ v y “ xAu0 ´AuN , u0 ´ uN y

(T)
“

@

N´1
ÿ

i“0

Aui ´Aui`1,
N´1
ÿ

j“0

uj ´ uj`1

D

“

N´1
ÿ

i“0

N´1
ÿ

j“0

xAui ´Aui`1, ui ´ ui`1 y

“ N
N´1
ÿ

i“0

xAui ´Aui`1, ui ´ ui`1 y

(3)
ě Nµ

N´1
ÿ

i“0

}ui ´ ui`1}
p “ Nµ

N´1
ÿ

i“0

›

›

›

›

u´ v

N

›

›

›

›

p

“ N1´pµ
N´1
ÿ

i“0

}u´ v}p

“ N2´pµ}u´ v}p
NÑ8
ÝÝÝÝÑ
2´pą0

8,

was ein Widerspruch zu der Wohldefiniertheit von A ist. l
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1.3 Existenzsätze

Beispiel 1.3.1 (p-Laplace und French-Tower function)
Für p P p1,8q sei

g : Rd Ñ Rd, z ÞÑ

$

&

%

|z|p´2z, wenn z ‰ 0,

0, sonst.

die french-tower function. Wir nennen ∆pu :“ ∇ ¨ p|∇u|p´2∇uq “ ∇ ¨
gp∇uq den p-Laplace-Operator, die nichtlineare Verallgemeinerung des
Laplace Operators (Gleichheit für p “ 2). Die Abbildung g ist als
Komposition stetiger Funktionen stetig und da

|gpzq ´ 0| “ |z|p´1 zÑ0
ÝÝÝÑ 0

gilt. Für |z| ă M gilt |gpzq| ă Mp´1 also ist g beschränkt und auch
koerziv, da

x gpzq, z y “ |z|p´2 ¨ x z, z y “ |z|p´1|z|

gilt. Wir wählen γpzq :“ zp´1 zÑ8
ÝÝÝÑ 8. Außerdem ist g monoton und

strikt monoton, da

x gpzq ´ gpyq, z ´ y y “ x |z|p´2z ´ |y|p´2y, z ´ y y

“ |z|p ´ |y|p´2 x y, z y´|z|p´2 x z, y y`|y|p (4)
CS
ě p|z|p´1 ´ |y|p´1qp|z| ´ |y|q ě 0

gilt.

Für p ě 2 existiert ein µ ą 0, sodass

x gpzq ´ gpyq, z ´ y y ě µ|z ´ y|p @y, z P Rd .

Beweis. Die Linquist Identität Linquist Identitätist

x gpzq´gpyq, z´y y “
|z|p´2 ` |y|p´2

2
|z´y|2`

|z|p´2 ´ |y|p´2

2
p|z|2´|y|2q,

da die rechte Seite ist

|z|p

2
´ |z|p´2 x y, z y`

|z|p´2|y|2

2
`
|y|p´2|z|2

2
´ |y|p´2 x y, z y`

|y|p

2

`
|z|p

2
´
|z|p´2|y|2

2
´
|y|p´2|z|2

2
`
|y|p

2

und die linke Seite (4). Durch Kürzen kann die Gleichheit gezeigt werden.

Für x, y P Rd gilt somit

x gpzq ´ gpyq, z ´ y y ě
1

2

`

|z|p´2 ` |y|p´2
˘

|y ´ z|2,

da
`

|z|p´2 ´ |y|p´2
˘

p|z|2 ´ |y|2q ě 0, weil |z|p´2 ě |y|p´2 genau dann
wenn |z|2 ě |y|2. Wir zeigen die Existenz eines τ ą 0, sodass

|z|p´2 ` |y|p´2 ě τ |z ´ y|p´2

Zunächst sei p P p2, 3q, da für p “ 2 jedes τ der Bedingung genügt. Wir
nutzen die Substitution ρ “ p´ 2 P p0, 1q. Dann gilt |y´ z|ρ ď |y|ρ` |z|ρ,
also können wir τ “ 1 wählen.
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Sei nun p ě 3, d.h. ρ ě 1. Dann gilt

|z ´ y|ρ ď p|z| ` |y|qρ ď 2ρ´1 p|z|ρ ` |y|ρq ,

denn t ÞÑ tρ ist konvex und somit gilt die Jensen-Ungleichung
`

x`y
2

˘ρ
ď

xp`yp

2 . Für p ě 3 wählen wir also τ “ 23´p und somit µ “ 24´p. Insbe-
sondere ist g stark monoton für p “ 2. l

Für p ě 2 ist g Lipschitz-stetig auf jeder beschränkten Menge:

|gpzq ´ gpyq| ď pp´ 1qmaxp|y|, |z|qp´2|z ´ y|. (5)
˛

Wir formulieren nun den Hauptsatz über monotone Operatoren, welcher
als nichtlineare Verallgemeinerung des Satz von Lax-Milgram gesehen
werden kann.

Satz 1.3.1: Browder-Minty (1963)

Seien V ein reeller reflexiver separabler Banach-Raum und
A : V Ñ V ˚ monoton, radialstetig und koerzitiv. Dann ist A
surjektiv. Die Lösungsmenge ist konvex und abgeschlossen. Ist A
sogar strikt monoton, so ist A bijektiv.

Auf Separabilität kann verzichtet werden, das würde de Beweis jedoch
unnötig in die Länge ziehen.

Beweis. Die Surjektivität zeigen wir in allgemeinerer Form im Beweis
des folgenden Satzes.

Konvexität der Lösungsmenge. Seien u1, u2 P V Lösungen von Au “ f ,
θ P p0, 1q und uθ :“ θu1 ` p1´ θqu2. Für v P V gilt

x f ´Av, uθ ´ v y “ θ x f ´Av, u1 ´ v y`p1´ θq x f ´Av, u2 ´ v y

“ θ xAu1 ´Av, u1 ´ v y`p1´ θq xAu2 ´Av, u2 ´ v y ě 0,

da A monoton ist. Für v :“ uθ ˘ λw mit λ P p0, 1s und w P V gilt

¯�λ x f ´Apuθ ˘ λwq, w y ě 0

und somit x f ´ Auθ, w y “ 0 für λ Œ 0, da A radialstetig ist, also gilt
f “ Auθ.

Abgeschlossenheit der Lösungsmenge. Sei punqnPN Ă V eine Folge von
Lösungen mit schwachem Grenzwert u P V . Für v P V gilt

x f ´Av, u´ v y “ lim
nÑ8

x f ´Av, un ´ v y “ lim
nÑ8

xAun ´Av, un ´ v y ě 0,

da A monoton ist. Analog zu oben folgt mit der Radialstetigkeit und
v :“ u ˘ λw, dass f “ Au gilt. Nach dem Satz von Mazur ist die
Lösungsmenge sogar stark abgeschlossen.

Bijektivität. Angenommen, u1 ‰ u2 sind zwei Lösungen von Au “ f .
Dann gilt widersprüchlicherweise

0 ă xAu1 ´Au2, u1 ´ u2 y “ x f ´ f, u1 ´ u2 y “ 0. l
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Lemma 1.3.2 (Browder-Minty)
Seien die Voraussetzungen des Satzes von Browder-Minty erfüllt.
Dann gilt

1 Ist A stark monoton, so ist A´1 Lipschitz-stetig.

2 Ist A stark monoton und Lipschitz-stetig, so ist A´1 stark mono-
ton.

3 Ist A strikt monoton, so ist A´1 strikt monoton, beschränkt und
demistetig.

Beweis. 1 Seien x, y P V ˚. Nach dem Satz von Browder-Minty
existieren u, v P V sodass Au “ x und Av “ y, also u “ A´1x und
v “ A´1y gilt. Da A stark monoton ist, existiert ein µ ą 0, sodass

}A´1x´A´1y} “ }u´ v} ď
xAu´Av, u´ v y

µ}u´ v}

CS
ď
}Au´Av}��

��}u´ v}

µ���
�

}u´ v}
“

1

µ
}Au´Av}

“
1

µ
}x´ y}

gilt. Somit ist A´1 Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1
µ .

2 Seien x, y P V ˚ und u, v P V wie oben. Es gilt

xA´1x´A´1y, x´ y y “ xu´ v,Au´Av y “ xAu´Av, u´ v y

p˚q

ě µ}u´ v}2 “ µ}A´1x´A´1y}2

p;q

ě
µ

L
}AA´1x´AA´1y}2 “

µ

L
}x´ y}2,

wobei in p˚q die starke Monotonie von A und in p;q die Lipschitz-
Stetigkeit von A mit µ,L ą 0 ausnutzen.

3 Strikte Monotonie Für f ‰ g P V ˚ existieren u ‰ v P V , sodass
Au “ f und Av “ g gilt. Dann folgt

xA´1f´A´1g, f´g y “ xu´v,Au´Av y “ xAu´Av, u´v y ą 0.

Beschränktheit. Sei F Ă V ˚ beschränkt. Dann existiert ein M ą 0,
sodass }f}˚ ďM für alle f P F gilt. Aufgrund der Koerzivität von
A existiert ein entsprechendes γ mit

γp}u}q}u} ď xAu, u y “ x f, u y ď }f}˚}u} ďM}u}

für alle u P V und f P F . Aufgrund der Bijektivität von A folgt
γp}u}q “ γp}A´1f}q ď M für alle f P F , also ist A´1 beschränkt,
da γ strikt monoton wächst.

Demistetigkeit. Sei pfn “ AunqnPN Ă V ˚ konvergent gegen f in V ˚.
Da A´1 auch lokal beschränkt ist, ist die Menge pun “ A´1fqnPN Ă

V beschränkt. Somit existiert eine Teilfolge un1 Ă V mit un1 á u P

V . Für v P V folgt mit Lemma 1.1.14

x f ´Av, u´ v y “ lim
n1Ñ8

x f ´Av, un1 ´ v y

“ lim
n1Ñ8

xAun1 ´Av, un1 ´ v y ě 0.
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Mit Minty’s Trick folgt Au “ f und somit un1 “ A´1fn á

A´1f “ u. Der Teilfolgenprinzip liefert die schwache Konvergenz
der gesamten Folge. l

Beispiel 1.3.3 (1D p-Laplace-Operator-Gleichung)
Betrachte den eindimensionalen Operator ∆pupxq :“ p|u1pxq|p´2u1pxqq1

für p P p1,8q und das zugehörige Randwertproblem mit Neumann-
Randbedingungen

$

&

%

´∆pupxq “ fpxq, x P pa, bq,

upaq “ upbq “ 0,
(6)

dessen schwache Formulierung lautet: zu f P V ˚ finde ein u P V , sodass

apu, vq :“

ż b

a

|u1pxq|p´2u1pxqv1pxqdx “ x f, v y

für alle v P V :“ W1,p
0 pa, bq gilt. Definiere A : V Ñ V ˚ “ W´1,qpa, bq,

wobei p und q Hölder-konjugiert sind, durch xAu, v y :“ αpu, vq. Dann
ist A wohldefiniert, da v ÞÑ apu, vq für jedes u P V linear und beschränkt
ist: mit 1

q “
p´1
p und somit qpp´ 1q “ p folgt

|apu, vq|
(H)
ď

˜

ż b

a

p|u1|p´1qq dx

¸
1
q
˜

ż b

a

|v1|p dx

¸
1
p

“ |u|p´1
1,p |v|1,p.

Es folgt }Au}´1,q ď |u|
p´1
1,p .

Strikte Monotonie. Für u, v P V gilt

xAu´Av, u´ v y “

ż b

a

`

|u1|p´2 ¨ u1 ´ |v1|p´2 ¨ v1
˘

pu1 ´ v1q
loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

ą0 nach Beispiel 1.3.1

dx ą 0.

Koerzivität. Für u P V gilt

xAu, u y “

ż b

a

|u1|p dx “ |u|p1,p
(PF)
“ }u}pV “ |u|p´1

1,p
loomoon

“:γp|u|1,pq

¨|u|1,p.

Radialstetigkeit. Sei ptnqnPN Ă r0, 1s konvergent gegen t. Dann folgt mit
dem Satz von Lebesgue (L)

xApu` tnvq, v y “

ż b

a

|u1 ` tnv
1|p´2 ¨ pu1 ` tnv

1q ¨ v1
loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

nÑ8
ÝÝÝÝÝÝÝÑ

punktweise
|u1`tv1|p´2¨pu1`tv1q¨v1

dx

(L)
ÝÝÑ

ż b

a

|u1 ` tv1|p´2 ¨ pu1 ` tv1q ¨ v1 dx “ xApu` tvq, v y .

Zur integrierbaren Majorante bemerke man das tn durch 1 beschränkt
und

`

|u1|p´2 ` |v1|p´2
˘

¨ pu1 ` v1q ¨ v1 integrierbar ist.

Mit dem Satz von Browder-Minty folgt die eindeutige Lösbarkeit von
(6).

Da V Ă W 1,ppΩq als abgeschlossener Unterraum die Reflexivität von
W 1,ppΩq erbt, ist A sogar demi- und somit hemistetig nach Lemma 1.2.4.˛
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Für p ě 2 ist A sogar beschränkt Lipschitz-stetig beschränkt Lipschitz-stetig: für alle u, v P V gilt

}Au´Av}˚ ď C maxp}u}, }v}q}u´ v}.

Wir berücksichtigen nun auch eine mögliche Störung der linken Seite. Die
Monotonie und Radialstetigkeit von A und die Koerzitivität der gesamten
linken Seite behalten wir bei, wir schreiben links jedoch den Störterm B,
von dem wir verstärkte Stetigkeit fordern.

Satz 1.3.2: Verstärkt stetige Störung

Seien V ein reeller reflexiver separabler Banach-Raum, A : V Ñ

V ˚ monoton und radialstetig sowie B : V Ñ V ˚ verstärkt stetig.
Ist A`B koerzitiv, so ist A`B surjektiv. Die Lösungsmenge von
pA`Bqu “ f ist schwach abgeschlossen.

Dies ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Browder-Minty (B ” 0).
Die Monotonie und Radialstetigkeit von A gibt Konvexität der Lösungs-
menge (gut), jedoch hat B keine solche Eigenschaften. Selbst wenn A
strikt monoton ist, kann B die Eindeutigkeit kaputt machen.

Für den Beweis von Satz benötigen wir das folgende

Lemma 1.3.4 (Korollar zum Fixpunktsatz von Brouwer)
Sei h : Rm Ą Bp0, Rq Ñ Rm stetig und erfülle xhpzq, z y ě 0 auf BBp0, Rq,
d.h. für alle }z} “ R. Dann besitzt h eine Nullstelle.

Beweis. Angenommen, es gilt hpzq ‰ 0 für alle z P Bp0, Rq. Dann ist
die Abbildung

g : Bp0, Rq Ñ BBp0, Rq, z ÞÑ ´R
hpzq

}hpzq}
.

wohldefiniert und stetig. Da Bp0, Rq konvex, abgeschlossen und nichtleer
ist, existiert nach dem Fixpunktsatz von Brouwer ein Fixpunkt z˚ von
g, d.h. gpz˚q “ z˚. Dann gilt jedoch

0 ď xhpz˚q, z˚ y “ hpz˚qgpz˚q “ ´R
xhpz˚q, hpz˚q y

}hpz˚q}
“ ´R}hpz˚q} ă 0.

l

Beweis. (von Satz 1.3.2) 1 Da V separabel ist, existiert eine Ga-
lerkin-Basis pϕjqjPN mit Vm :“ spanptϕ1, . . . , ϕmuq, wobei

Ť

nPN Vn

dicht in V ist. Das diskrete Ersatzproblem ist: gegeben m P N und
f P V ˚ finde zu upmq P Vm sodass

xpA`Bqupmq, vpmq y “ x f, vpmq y @vpmq P Vm.

Es genügt, mit den Basisfunktionen ϕ1, . . . , ϕm zu testen, sodass
dieses Problem äquivalent ist zu

hpupmqq “ 0,
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wobei wir die Zuordnung vpmq P Vm Ø vpmq :“
”

v
pmq
1 , . . . , v

pmq
m

ı

P

Rm für vpmq “
řm
j“1 v

pmq
j ϕj betrachten und

h : Rm Ñ Rm, hpupmqqj “ xpA`Bqupmq ´ f, ϕj y .

2 Nach Lemma 1.3.4 hat h eine Nullstelle: es gilt

xhpvpmqq,vpmq yRm “
m
ÿ

j“1

phpvpmqqqjv
pmq
j

“ xpA`Bqvpmq ´ f, vpmq y

ě γp}vpmq}q}vpmq} ´ }f}˚}v
pmq}

gilt, da A`B koerzitiv ist, wobei γpzq zÑ8
ÝÝÝÑ 8.

Gilt nun }vpmq} “ R für hinreichend großes R ą 0, dann folgt
γp}vpmq}q ě }f}˚.

Auf Vm haben wir die von V induzierte Norm } ¨ }, auf Rm können
wir }vpmq}Rm :“ }vpmq} definieren.

Ferner ist h stetig: für pvpmqn qnPN Ă Rm mit vpmqn Ñ vpmq gilt

}hpvpmqn q ´ hpvpmqq}Rm “

›

›

›

›

´

xpA`Bqvpmqn ´ pA`Bqvpmq, ϕj y
¯m

j“1

›

›

›

›

Rm

“

›

›

›

›

›

m
ÿ

j“1

xpA`Bqvpmqn ´ pA`Bqvpmq, ϕj yϕj

›

›

›

›

›

ď

m
ÿ

j“1

ˇ

ˇ

ˇ

A

pA`Bq
´

vpmqn ´ vpmq
¯

, ϕj

E
ˇ

ˇ

ˇ
}ϕj}

nÑ8
ÝÝÝÑ 0,

da B verstärkt stetig und A nach Lemma 1.2.8 7 demistetig ist.
Somit ist das diskrete Ersatzproblem lösbar.

3 Die Folge pupmqqmPN Ă V ist beschränkt: es existiert ein R ą 0,
sodass }upmq} ď R gilt. Sonst wäre A-priori-Abschätzung

γp}upmq}q}upmq} ď xpA`Bqupmq, upmq y “ x f, upmq y ď }f}˚}u
pmq},

und somit γp}upmq}q ď }f}˚, was im Widerspruch zu γpzq zÑ8
ÝÝÝÑ 8

steht. Da V reflexiv ist, existiert eine Teilfolge pupm
1
qqmPN und ein

u P V , sodass upm
1
q m1Ñ8
ÝÝÝÝá u in V gilt.

4 Wir zeigen, dass ppA ` BqupmqqmPN Ă V ˚ beschränkt ist, da B
beschränkt und A lokal beschränkt ist. Da A lokal beschränkt ist,
existiert ein ε ą 0 und einM ą 0, sodass für alle w P V mit }w} ď ε

auch }Aw} ďM gilt. Mit }upmq} ď R folgt

| xpA`Bqupmq, upmq y | “ | x f, upmq y | ď R ¨ }f}˚. (7)

Damit gilt

›

›

›
pA`Bqupmq

›

›

›

˚
“ sup

wPV
}w}ďε

xpA`Bqupmq, w y

ε
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und für alle w P V mit }w} ď ε

xpA`Bqupmq, w y

ε
ď

1

ε

ˆ

xpA`Bqupmq, w y

` xAupmq ´Aw, upmq ´ w y

˙

“
1

ε

ˆ

xAupmq, upmq y´ xAw, upmq ´ w y

` xBupmq, w y

˙

(7)
ď

1

ε

ˆ

}f}˚ ¨R` }Aw}˚}u
pmq ´ w}

` }Bupmq}}w}

˙

4‰
ď

1

ε
p}f}˚ ¨R`MpR` εq ` Cεq .

Es folgt die Beschränktheit von ppA`BqupmqqmPN Ă V ˚ und somit
auch von ppA`Bqupm

1
qqm1PN Ă V ˚.

5 Somit existiert eine Teilfolge pupm
2
qqm2PN und ein f̃ P V ˚, sodass

pA`Bqupm
2
q á f̃ in V ˚ gilt.

Es ist f̃ “ f , denn

xpA`Bqupm
2
q, vpnq y “ x f, vpnq y

gilt für alle vpnq P Vn Ă Vm2 , n ď m2. Für festes n P N und mit
m2 Ñ8 folgt

x f̃ , vpnq y “ x f, vpnq y

für alle vpnq P Vn für alle n P N und somit für alle v P
Ť

nPN Vn Ă V ,
welche dicht liegt. Es folgt f̃ “ f .

6 Mit upm
2
q á u in V und pA`Bqupm

2
q á f in V ˚ bleibt zu zeigen,

dass pA`Bqu “ f . Da B verstärkt stetig ist, folgt Bupm
2
q Ñ Bu

in V ˚. Da A monoton ist, gilt für alle w P V

x f ´Bupmq, upmq y “ xAupmq, upmq y

ě xAupmq, upmq ´ xAupmq ´Aw, upmq ´ w y

“ xAupmq, w y` xAw, upmq ´ w y .

Für m “ m2 Ñ8 erhalten wir

x f ´Bu, u y ě x f ´Bu,w y` xAw, u´ w y

und damit
x f ´Bu, u´ w y ě xAw, u´ w y .

Mit Minty’s Trick erhalten wir aufgrund der Radialstetigkeit von
A die Gleichheit f ´Bu “ Au.

7 Die Lösungsmenge ist schwach abgeschlossen: seien punqnPN Ă V

Lösungen zur rechten Seite f P V ˚, d.h. pA`Bqun “ f mit un á u

in V . Dann gilt Bun Ñ Bu in V ˚. Weiterhin ist für alle v P V
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wegen der Monotonie von A

x f ´Av, u´ v y “ lim
nÑ8

x f ´Av, un ´ v y

“ lim
nÑ8

xAun `Bun ´Av, un ´ v y

“ lim
nÑ8

xAun ´Av, un ´ v y` xBun, un ´ v y

ě lim
nÑ8

xBun, un ´ v y “ xBu, u´ v y .

Wir erhalten x f ´Bu´Av, u´ v y. Mit Minty’s Trick folgt wieder
Au “ f ´Bu. l

Lemma 1.3.5 (Starke Konvergenz der Galerkin Lösungen)
Seien die Voraussetzungen des Satzes von Browder-Minty erfüllt. Die
Folge der Galerkin Lösungen konvergiert stark gegen die Lösung u von
Au “ f , wenn

1 A : V Ñ V ˚ gleichmäßig monoton ist,

2 A d-monoton und V gleichmäßig konvex ist.

Beweis. Sei un á u in V und Aun
˚
Ýá Au in V ˚.

• Dann gilt

0 ď ρp}un ´ u}q ď xAun ´Au, un ´ u y

“ xAun, un y
looooomooooon

Ñx f,un yÑx f,u y

´xAun, u y
loooomoooon

ÑxAu,u y

´xAu, un ´ u y
looooooomooooooon

Ñ0

Ñ x f ´Au, u y “ 0.

• Analog gilt
`

αp}un}q ´αp}u}q
˘

p}un} ´ }u}q Ñ 0 und somit }un} Ñ
}u}. Weil gleichmäßig konvexe Räume die Radon-Riesz-Eigenschaft
besitzen, folgt un Ñ u in V . l

Beispiel 1.3.6 Für p P r2,8q und ein beschränktes Gebiet Ω mit glattem
Rand betrachte

$

&

%

|u|p´2u´∆pu “ f in Ω,

Bu
Bν “ ∇u ¨ ν “ 0 auf BΩ

mit homogenen Neumann Randbedingungen.

Wir multiplizieren die Gleichung mit v P V :“W 1,ppΩq, integrieren und
erhalten
ż

Ω

fv dx “

ż

Ω

|u|p´2uv dx´

ż

Ω

∇ ¨ p|∇u|p´2∇uqv dx

“

ż

Ω

|u|p´2uv ` p|∇u|p´2∇uq∇v dx´

ż

BΩ

v|∇u|p´2∇u ¨ ν
loomoon

“0

dS

“

ż

Ω

|u|p´2uv dx`

ż

Ω

p|∇u|p´2∇uq∇v dx,

wobei wir die Greenschen Formel und die Randbedingung verwenden. Wir haben eine eine mehrdimensionale Form
der Regel der partiellen Integration
verwendet. Wir schieben also eine Ableitung
(in Form der Divergenz bzw. des Gradienten)
auf die Testfunktion. Dann kommen
natürlich noch Randterme hinzu, d.h. wir
müssen über BΩ integrieren. Im
Wesentlichen ist das der Satz von Gauß,
d.h. das ν ist dann die äußere Normale von
Ω und S bezeichnet das Oberflächenmaß der
pd´ 1q-dimensionalen Untermannigfaltigkeit
BΩ.
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Wir definieren die Operatoren A,B : V Ñ V ˚ mit

xAu, v y :“

ż

Ω

p|∇u|p´2∇uq∇v dx und xBu, v y :“

ż

Ω

|u|p´2uv dx.

Diese Operatoren sind wohldefiniert: Mit der Hölder-Ungleichung gilt

|xAu, v y|
(H)
ď

ˆ
ż

Ω

|∇u|pp´1qq dx

˙
1
q
ˆ
ż

Ω

|∇v|p
˙

1
p

ď }∇u}p´1
0,p }v}V ,

wobei q :“ p
p´1 . Analog folgt | xBu, v y | ď }u}p´1

0,p }v}V .

Aus Beispiel 1.3.3 wissen wir, dass A strikt monoton und radialstetig ist.
Zunächst ist A`B koerzitiv, da

xpA`Bqu, u y “

ż

Ω

|∇u|p ` |u|p dx “ }u}pV “ }u}
p´1
V }u}V

gilt. Ferner ist B verstärkt stetig: für punqnPN Ă V mit un á u P V

existiert eine Teilfolge pun1qn1PN von punqnPN mit un1
n1Ñ8
ÝÝÝÝÑ u in LppΩq,

da nach dem Satz von Rellich-Kondrachov V
c

ãÑ LppΩq gilt. Mit (5)
folgt

| xBun1 ´Bu, v y |
4‰
ď

ż

Ω

ˇ

ˇ|un1 |
p´2un1 ´ |u|

p´2u
ˇ

ˇ |v|dx

(5)
ď pp´ 1q

ż

Ω

max p|un1 |, |u|q
p´2

|un1 ´ u||v|dx

ď pp´ 1q

ż

Ω

p|un1 | ` |u|q
p´2

|un1 ´ u||v|dx

(H)
ď pp´ 1q p}un1}p ` }u}pq

p´2
}un1 ´ u}p}v}V ,

wobei wir im letzten Schritt die Hölder-Ungleichung mit den Exponenten
p
p´2 , p und p benutzt haben. Da pun1qn1PN (stark) in LppΩq konvergiert
und somit beschränkt ist, existiert eine Konstante c ą 0, welche nur von
u und p abhängt, sodass

}Bun1 ´Bu}˚ “ sup
v‰0

| xBun1 ´Bu, v y |

}v}V
ď c}un1 ´ u}0,p

n1Ñ8
ÝÝÝÝÑ 0.

Es folgt Bun1 Ñ Bu in V ˚. Da wir diese Argument für eine beliebige
Teilfolgen anwenden können, folgt die Aussage mit dem Teilfolgenprinzip.

Hier ist A sogar strikt monoton, aber die Lösung ist trotzdem nicht
eindeutig. ˛

15.11.2019

Beispiel 1.3.7 (Navier-Stokes (eindimensional))
Betrachte für ε ą 0 (später: Viskosität) das gewöhnliche nichtlineare
Randwertproblem

$

&

%

´εu2pxq ` upxqu1pxq “ fpxq, x P pa, bq,

upaq “ upbq “ 0,
(8)

dessen variationelle Lösung lautet: Sei V :“ H1
0 pa, bq und definiere

A,B : V Ñ V ˚ durch

xAu, v y :“ ε

ż b

a

u1v1 dx und xBu, v y :“

ż b

a

uu1v dx
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1.3 Existenzsätze

sowie x f, v y :“
şb

a
fv dx (gleicher Name für Funktion und zugehöriges

Funktional) für u, v P V .

In DGL IIA zeigten wir, dass A (bis auf den Faktor ε ą 0 ist das die
schwache Formulierung des Laplace-Operators) wohldefiniert, stark
positiv und beschränkt ist. Nach unseren neuen Begriffen ist er somit
stark monoton, radialstetig (weil stetig) und koerzitiv (früher: stark
positiv).

Wohldefiniertheit von B. Für u, v P V gilt

xBu, v y “

ż b

a

uu1v dx “
1

2

ż b

a

pu2q1v dx
PI
“ ´

1

2

ż b

a

u2v1 dx

CS
ď

1

2

˜

ż b

a

u4 dx

¸
1
2
˜

ż b

a

pv1q2 dx

¸
1
2

“
1

2
}u}20,4|v|1,2

und somit }Bu}˚ ď 1
2}u}

2
0,4. Da H1

0 ãÑ Cpra, bsq ãÑ L4pa, bq gilt, folgt

}Bu}˚ ď
C

2
|u|21,2, C :“ pb´ aq

3
2 . (9)

Das sieht man so:

| xBu, v y | ď

?
b´ a

2
}u}2Cpra,bsq|v|1,2 ď

?
b´ a

2
pb´ aq}u}21,2|v|1,2

Koerzitivität von A`B. Für u P V gilt

xBu, u y “

ż b

a

u2u1 dx “
1

3

ż b

a

d

dx
u3pxqdx “

u3pbq ´ u3paq

3

(RB)
“ 0.

Somit folgt xpA ` Bqu, u y “ xAu, u y “ ε}u}2 und mit γp}u}q :“ ε}u}

folgt die Behauptung.

Verstärkte Stetigkeit von B. Das folgende Verfahren funktioniert nur,
da der Störterm von niedrigerer Ordnung ist und wir nach den So-
bolev’schen Einbettungssätzen Regularität „übrig haben“, die wir in
Kompaktheit „unwandeln“ können. Sei punqnPN schwach konvergent gegen
u P V . Wir wollen Bun Ñ Bu in V ˚ zeigen. Für v P V gilt

|xBun ´Bu, v y| ď

ż b

a

|un ¨ u
1
n ´ u ¨ u

1||v|dx “
1

2

ż b

a

|pu2
nq
1 ´ pu2q1||v|dx

PI
ď

1

2

ż b

a

|u2
n ´ u

2||v1| dx “
1

2

ż b

a

|un ´ u||un ` u||v
1| dx

H
ď

1

2
}un ´ u}0,4}un ` u}0,4|v|1,2.

Also gilt

}Bun ´Bu}˚
4‰
ď

1

2
}un ´ u}0,4p}un}0,4 ` }u}0,4q.

Es gilt H1
0

c
ãÑ Cpra, bsq ãÑ L4pa, bq. Da un á u in H1

0 pa, bq gilt, ist punqnPN
in H1

0 beschränkt und wegen der Einbettung auch in L4pa, bq. Es folgt

}Bun ´Bu}˚ ď C}un ´ u}0,4
nÑ8
ÝÝÝÑ 0,

da aus un á u in H1
0 pa, bq und H1

0 pa, bq
c

ãÑ L4pa, bq (id ist linear!) un Ñ u

in L4pa, bq folgt.
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Mit dem Satz von Browder-Minty folgt die Lösbarkeit von (8).

Eindeutigkeit. Seien u1, u2 P V Lösungen von (8). Dann gilt

ε}u1 ´ u2}
2 “ xApu1 ´ u2q, u1 ´ u2 y

L
“ xAu1 ´Au2, u1,´u2 y

“ x f ´Bu1 ´ pf ´Bu2q, u1 ´ u2 y

“ xBu2 ´Bu1, u2 ´ u1 y

PI
“ ´

1

2

ż b

a

pu2
2 ´ u

2
1qpu1 ´ u2q

1 dx

H
ď

1

2
p}u1}0,4 ` }u2}0,4q}u2 ´ u1}0,4|u1 ´ u2|1,2

PF
ď

C

2
|u1 ´ u2|

2
1,2p|u1|1,2 ` |u2|1,2q.

Für i P t1, 2u gilt

ε}ui}
2 “ xAui, uI y “ x f ´Bui, ui y “ x f, ui y ď }f}˚}ui} (10)

(xBui, ui y “ 0!) und somit |ui|1,2 “ }ui} ď
}f}˚
ε . Aus der obigen Unglei-

chungskette folgt somit

ε}u1 ´ u2}
2 ď

pb´ aq
3
2

�2ε
}f}˚ ¨ �2}u1 ´ u2}

2 (11)

und somit }u1 ´ u2}
2 “ 0 wenn die Daten ε´2, pb ´ aq und }f}˚ klein

sind, also deren Produkt kleiner als 1. ˛

Beispiel 1.3.8 Betrachte das homogene Dirichlet-Randwertproblem
$

&

%

´u2pxq ` gpupxqq “ fpxq, x P pa, bq,

upaq “ upbq “ 0.
(12)

Sei g : R Ñ R stetig, sodass infsPR gpsq ¨ s ą ´8 gilt (für Koerzivität).
Ferner existieren Konstanten c, r ą 0, sodass |gpsq| ď cp1 ` |s|rq gilt
(Wachstumsbedingung, die Wohldefiniert gibt). Für die variationelle
Formulierung wähle V :“ H1

0 und A,B : V Ñ V ˚ definiert durch

xAu, v y :“

ż b

a

u1v1 dx und xBu, v y :“

ż b

a

gpuqv dx

für u, v P V .

Wohldefiniertheit von B. Für u, v P V gilt

xBu, v y “

ż b

a

gpuqv dx ď C

ż b

a

p1` |u|rqv dx

CS
ď C

˜

ż b

a

p1` |u|rq2 dx

¸
1
2

}v}0,2

ď 2C

˜

ż b

a

p1` |u|2rqdx

¸
1
2

}v}0,2

PF
ď Ĉp

?
b´ a` }u}r0,2q|v|1,2

H1
0 ãÑL2r

ď Cp1` |u|r1,2q|v|1,2

und somit }Bu}˚ ď Cp1` |u|r1,2q.
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Koerzitivität von A`B. Für u P V gilt

xBu, u y “

ż b

a

gpupxqqupxqdx ě pb´ aq inf
sPR

gpsq ¨ s ą ´8.

Da xAu, u y “ }u}2 gilt, folgt hieraus die Koerzivität.

Verstärkte Stetigkeit von B. Sei un á u in H1
0 pa, bq. Wir zeigen }Bu´

Bun}˚ Ñ 0. Für v P H1
0 pa, bq gilt

xBu´Bun, v y “

ż b

a

pgpupxqq ´ gpunpxqqvpxqdx

ď }gpuq ´ gpunq}8 }v}0,1
loomoon

ă|v|1,2

nÑ8
ÝÝÝÑ 0,

denn: da g stetig ist und H1
0 pa, bq

c
ãÑ Cpra, bsq gilt, folgt zunächst un Ñ u

gleichmäßig und somit gpunq Ñ gpuq gleichmäßig. ˛

Satz 1.3.3: F. Murat (198?)

Betrachte für ein beschränktes Gebiet Ω das Randwertproblem
$

&

%

´∇ ¨ apx,∇uεpxqq “ fεpxq, x P Ω,

uεpxq “ 0, x P BΩ,

wobei a : RˆRd Ñ Rd eine Caratheodory-Bedingung erfüllt
(messbar im ersten, stetig im zweiten Argument) und gilt

1 Dµ, λ ą 0, p ą 1 : apx, zq ¨ z ě µ|z|p ´ λ @x P Ω, z P Rd.
2 papx, yq ´ apx, zqqpy ´ zq ą 0 @x P Ω,@y, z P Rd

3 |apx, zq| ď Cp1` |z|p´1q, x P Ω.z P Rd.
Dann gilt

i Mit xAuε, v y :“
ş

Ω
apx,∇uεpxqq ¨ ∇vpxqdx “ x fε, v y, v P

W1,p
0 pΩq ist eindeutig lösbar für fε PW´1,qpΩq.

ii Sei fε Ñ f in W´1,qpΩq. Dann folgt uε Ñ u in W 1,p
0 , wobei

u das Randwertproblem
$

&

%

´∇ ¨ apx,∇upxqq “ fpxq, x P Ω,

upxq “ 0, x P BΩ,

löst.

22.11.2019

Beweis. Für i zeigen wir, dass die Voraussetzungen des Satzes von
Browder-Minty erfüllt sind. Monotonie folgt sofort aus 2 . Sei tn Ñ t.
Weil a im zweiten Argument stetig ist (Caratheodory), folgt mit dem
Satz von Lebesgue

xApu` tnvq, v y “

ż

Ω

apx,∇upxq ` tn∇vpxqq∇vpxqdx

nÑ8
ÝÝÝÝÝÝÑ
Lebesgue

ż

Ω

apx,∇upxq ` t∇vpxqq∇vpxqdx “ xApu` tvq, v y .

I Sei uε P W1,p
0 pΩq die variationelle Lösung zur rechten Seite fε P

W´1,q
pΩq, d.h. xAuε, ν y “ x fε, ν y gilt für alle ν PW1,p

0 pΩq.
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Man erhält eine a-priori Abschätzung für die Lösung uε durch
Testen mit der Lösung (ν “ uε): für x P Ω gilt

µ|uε|
p
1,p ´ λ|Ω| “ µ

ż

Ω

|∇uεpxq|p dx´ λ|Ω|

1
ď xAuε, uε y “ x fε, uε y

CS
ď }fε}´1,q|uε|1,p

und somit
µ|uε|

p´1
1,p ď }fε}´1,q `

λ|Ω|

|uε|1,p
.

Also ist puεqεą0 ĂW1,p
0 pΩq beschränkt (für |uε|1,p ě 1 ist das klar,

für |uε|1,p ă 1 ebenso).

II Für den Hölder-konjugierten Exponenten q ą 1 gilt

ż

Ω

|apx,∇uεpxqq|q dx
3
ď C

ż

Ω

`

1` |∇uεpxq|p´1
˘q

dx

p˚q
“ C1

ż

Ω

1` |∇uεpxq|p dx (pp´ 1qq “ p)

“ C1p|Ω| ` |uε|
p
1,pq.

Für p˚q benutzten wir die Abschätzung

p1` |x|qk ď Ckp1` |x|
kq, k P r0,8q, Ck :“ 2k´1, (13)

welche direkt aus der Konvexität von t ÞÑ tk mit der Ungleichung
von Jensen folgt.

Nach I ist also auch die Folge pσε :“ ap¨,∇uεp¨qqqεą0 Ă Lq be-
schränkt. Bis auf Teilfolgen gilt somit aufgrund der Reflexivität
uε á u inW1,p

0 und σε á σ in Lq.WIRD HIER STETIGKEIT
VON a IM ZWEITEN ARGUMENT BENUTZT?

Zunächst gilt für ν PW´1,q
pΩq

ż

Ω

σ ¨∇ν dxÐ

ż

Ω

σε ¨∇ν dx “ x fε, ν y
εŒ0
ÝÝÝÑ x f, ν y

und somit f “
ş

Ω
σ ¨∇p¨qdx.

III Wir identifizieren die Grenzwerte und zeigen dafür σ “ ap¨,∇up¨qq.

Da fε Ñ f stark konvergiert, gilt für alle ω PW1,p
0

ż

Ω

σ ¨∇udx “ x f, u y Ð x fε, uε y “ xAuε, uε

“

ż

Ω

papx,∇uεq ´ apx,∇ωqq p∇uε ´∇ωqdx

`

ż

Ω

apx,∇ωq p∇uε ´∇ωq ` apx, uεpxqq ¨∇ω dx

2
ě 0`

ż

Ω

apx,∇ωq p∇u´∇ωq ` σ∇ω dx,

wobei wir in der letzten Abschätzung uε á u und etwas der Form
H1

0 ãÑ L2 “ pL2q˚ ãÑ H´1
0 benutzt haben (und Stetigkeit?) ???
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Also gilt
ż

Ω

σ ¨ p∇u´∇wqdx ě

ż

Ω

apx,∇ωqp∇u´∇ωqdx

für alle ω PW1,p
0 . Für ω :“ u` tν und t ą 0 folgt

¯t ¨

ż

Ω

σ ¨∇ν dx ě ¯t

ż

Ω

apx,∇pu˘ tνqq ¨∇ν dx

und somit
ż

Ω

σ ¨∇ν dx
ď

ě

ż

Ω

apx,∇pu˘ tνqq ¨∇ν dx.

Aufgrund der Caratheodory-Bedingung konvergiert der rechte
Integrand punktweise für tŒ 0 fast überall gegen apx,∇uq∇ν und
somit mit dem Satz von Lebesgue

ż

Ω

σ∇ν dx “

ż

Ω

apx,∇uq∇ν dx

für alle ν PW1,p
0 .

Bis jetzt haben wir
ż

Ω

apx,∇uq ¨∇ν dxÐ

ż

Ω

apx,∇uεq ¨∇ν dx “ x fε, ν y Ñ x f, ν y

für alle ν PW1,p
0 . Somit löst u das Randwertproblem zur rechten

Seite f . Bisher haben wir nur uε á u in W1,p
0 . Da W1,p

0
c

ãÑ Lp ist,
folgt uε Ñ u in Lp. Zu zeigen bleibt die Konvergenz der Gradienten:
∇uε Ñ ∇u in Lp.

Dazu benutzen wir den unten stehenden Satz von Vitali. Betrachte

eεpxq :“ apx,∇uεpxqq ´ apx,∇upxqq ¨ p∇uεpxq ´∇upxqq ě 0.

Dann folgt

0 ď

ż

Ω

eεpxqdx “ x fε, uε y´

ż

Ω

apx,∇upxqq p∇uεpxq ´∇upxqq dx

´

ż

Ω

apx,∇uεpxqq∇upxqdx

εŒ0
ÝÝÝÑ x f, u y´0´

ż

Ω

apx,∇upxqq ¨∇upxqdx

“ x f, u y´ x f, u y “ 0,

also eε Ñ 0 in L1pΩq. Mit der Umkehrung des Satz von Lebesgue
gilt bis auf Teilfolgen

Dg P L1 : |eε| ď g f.ü, eε Ñ 0 f.ü.

Für A Ă Ω gilt

µ

ż

A

|∇uε|p dx´ λ|A| ď

ż

A

apx,∇uεq ¨∇uε dx

“

ż

A

eε ` apx,∇uqp∇uε ´∇uq

` apx,∇uεq∇udx.
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Wir schätzen nun die Summanden im Integral einzeln ab. Es gilt
ş

A
eεpxqdx ď

ş

A
gpxqdx. Für den zweiten Summand gilt

ż

A

apx,∇uεq∇udx
3
ď c

ż

A

p1` |∇uε|p´1q|∇u|dx

H
ď
(13)

c1

ˆ
ż

A

1` |∇uε|p dx

˙
1
q
ˆ
ż

A

|∇u|p dx

˙
1
p

ď c2p|A| ` |uε|1,pq
p
q

ˆ
ż

A

|∇u|p dx

˙
1
p

.

Der erste Faktor in der letzten Zeile richtig?? wo kommt
das p/q her???

Für den letzten Summand gilt

ż

A

apx,∇q p∇uε ´∇uqdx
3
ď c

ż

A

`

1` |∇u|p´1
˘

p|∇uε| ` |∇u|q

H
ď c

ˆ
ż

A

1` |∇u|p dx

˙
1
q

¨

ˆ
ż

A

|∇uε|p ` |∇u|p dx

˙
1
p

.

Somit ist p∇uqε Ă Lp gleichgradig integrierbar. WAS WENN
}g}1 GROß IST???

Nun bleibt zu zeigen, dass die Gradienten punktweise fast überall
konvergieren. Für alle geeigneten (dort, wo die punktweise konv.
gilt???) x P Ω

µ|∇uεpxq|p ` λ ď apx,∇uεpxqq ¨∇uεpxqq

ď papx,∇uε ´ apx,∇uqq p∇uε ´∇uq

` apx,∇uq p∇uε ´∇uq ` apx,∇uεq∇u

3
ď eεpxq ` c

`

1` |∇uε|p´1
˘

|∇u|

` c
`

1` |∇u|p´1
˘

|∇uε ´∇u|
Y
ď eεpxq ` C|∇u| `

µ

4
|∇uε|p ` C|∇u|p `

µ

4
|∇uε|p

` C
`

1` |∇u|p´1
˘q
` C

`

1` |∇u|p´1
˘

|∇u|,

wobei wir bei (Y) die Youngsche Ungleichung ab ď εap ` cbq,
c :“ ppεq1´q

q mit ε “ µ
4 verwenden. Es folgt

µ

2
|∇uεpxq|p ď λ` eεpxq ` C|∇u| ` C|∇u|p ` Ĉ.

Somit ist p∇uεpxqqεą0 Ă Rd beschränkt, also gilt bis auf Teilfolgen
∇uεpxq Ñ ξ. Wir zeigen ∇upxq “ ξ.

Da

0 ď papx,∇uεpxqq ´ apx,∇upxqqq p∇uεpxq ´∇upxqq
loooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooon

Ñpapx,ξq´apx,∇upxqqqpξ´∇upxqq

“ eεpxq Ñ 0

gilt, folgt die Aussage aus 2 . l
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Satz 1.3.4: Konvergenzsatz von Vitali (1907)

Sei gn Ñ g (punktweise!) fast überall für pgnqnPN Ă LppΩq. Exis-
tiert zu jedem η ą 0 ein δ ą 0 sodass

ş

A
|gn|

p dx ă η für alle
messbaren Menge A P?? mit |A| ă δ und für alle n P N gilt
(gleichgradige Integrierbarkeit), folgt gn Ñ g in Lp.
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2 Pseudomonotone Operatoren
29.11.2019In diesem Kapitel verallgemeinern wir den Satz von Browder-Minty

bzw. den Satz 1.3.2. Sei dafür wieder stets V ein reeller separabler
reflexiver Banach-Raum und A : V Ñ V ˚ ein Operator.

TODO find M operator which is not pseudomonotone.

definition 2.0.1 (Pseudomonotonie (Brezis, 1968))
Ein Operator A heißt pseudomonoton pseudomonoton, wenn aus un á u in V und
lim supnÑ8 xAun, un ´ u y ď 0 folgt, dass gilt:

xAu, u´ w y ď lim inf
nÑ8

xAun, un ´ w y @w P V.

Erinnerung (Eigenschaften von limsup und liminf). Es gilt

lim inf
nÑ8

an`bn ě lim inf
nÑ8

an` lim inf
nÑ8

bn und lim inf
nÑ8

´an “ ´ lim sup
nÑ8

an.

Gilt bn Ñ b so folgt lim infnÑ8 an ` bn “ lim infnÑ8 an ` b. ˛

Lemma 2.0.2 (Äquivalente Charakterisierung)
Ein beschränkter Operator A ist genau dann pseudomonoton, wenn aus
un á u in V und lim supnÑ8 xAun, un ´ u y ď 0 folgt, dass Aun á Au

und xAun, un y Ñ xAu, u y gilt.

Beweis. " ùñ ": Seien A pseudomonoton und punqnPN Ă V eine Folge
mit un á u und lim supnÑ8 xAun, un ´ u y ď 0. Weil A pseudomonoton
ist, gilt xAu, u ´ w y ď lim infnÑ8 xAun, un ´ w y für alle w P V . Mit
w “ u folgt

lim sup
nÑ8

xAun, un ´ u y ď 0 ď lim inf
nÑ8

xAun, un ´ u y

und somit xAun, un ´ u y Ñ 0 (weil lim inf ď lim sup). Also gilt für alle
v P V

xAu, u´ v y ď lim inf
nÑ8

xAun, un ´ v y

“ lim inf
nÑ8

`

xAun, un ´ u y` xAun, u´ v y
˘

“ lim
nÑ8

xAun, un ´ u y` lim inf
nÑ8

xAun, u´ v y

“ lim inf
nÑ8

xAun, u´ v y .

Also gilt für alle w P V (mit w :“ u´ v) xAu,w y ď lim inf
nÑ8

xAun, w y.

Die selbe Ungleichung mit ´w lautet

´xAu,w y “ xAu,´w y ď lim inf
nÑ8

xAun,´w y

“ lim inf
nÑ8

`

´ xAun, w y
˘

“ ´ lim sup
nÑ8

xAun, w y,

und somit lim supnÑ8 xAun, w y ď xAu,w y. Insgesamt erhält man also
xAu,w y “ limnÑ8 xAun, w y für alle w P V , also Aun á Au in V ˚.
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Da auch xAun, u y Ñ xAu, u y (Lemma 1.1.14) gilt, folgt xAun, un y Ñ
xAu, u y.

"ðù ": Für w P V gilt

lim inf
nÑ8

xAun, un ´ w y ě lim inf
nÑ8

xAun, un y´ lim sup
nÑ8

xAun, w y

“ lim
nÑ8

xAun, un y´ lim
nÑ8

xAun, w y

“ xAu, u y´ xAu,w y “ xAu, u´ w y .

Somit ist A pseudomonoton. l

Beispiel 2.0.3 Seien A und ´A (pseudo- / strikt) monoton. Dann ist
A ” 0 / nicht existent / konstant.

• Sind A und ´A monoton, so gilt für alle u, v P V

xAu´Av, u´ v y ď 0 ď xAu´Av, u´ v y

und somit xAu´Av, u´ v y “ 0. Also muss A konstant sein.

• Sind A und ´A strikt monoton, gilt für alle v ‰ w P V

0 ą xAv ´Aw, v ´ w y ą 0,

also kann A nicht existieren.

• Sind A und ´A pseudomonoton, gilt für alle Folgen punqnPN mit
un á u in V mit lim supnÑ8 xAun, un ´ u y ď 0

xAu, u´ w y ď lim inf
nÑ8

xAun, un ´ w y @w P V.

sowie TODO ˛

Lemma 2.0.4 (Eigenschaft (M))
Sei A pseudomonoton und gilt un á u in V sowie Aun á b in V ˚ und
lim supnÑ8 xAun, un y ď x b, u y, so folgt Au “ b.

Beweis. Sei vn á v in V mit Avn á b p‹q und

lim sup
nÑ8

xAvn, vn y ď x b, v y (14)

Es gilt

x b, v y ě lim sup
nÑ8

xAvn, vn y “ lim sup
nÑ8

pxAvn, vn ´ v y` xAvn, v yq

p‹q
“ lim sup

nÑ8
xAvn, vn ´ v y` x b, v y

und somit xAvn, vn´ v y ď 0. Aufgrund der Pseudomonotonie von A gilt

xAv, v ´ w y ď lim inf
nÑ8

xAvn, vn ´ w y

“ lim inf
nÑ8

xAvn, vn y` lim
nÑ8

´xAvn, w y

“ lim inf
nÑ8

xAvn, vn y´ x b, w y

ď lim sup
nÑ8

xAvn, vn y´ x b, w y
(14)
ď x b, v ´ w y
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für alle w P V . Sei nun u P V . Mit w :“ v ˘ u P V folgt

x b, u y ď xAv, u y ď x b, u y ùñ xAv, u y “ x b, u y,

also Av “ b. l

Gegenbeispiel 2.0.5 ( 3 für Eigenschaft (M))
Betrachte V :“ R, a, b P R mit a ` b ‰ 0 und Ai : R Ñ R für i P t1, 2u
mit

A1x “

$

&

%

1
x , für x ‰ 0,

a, für x “ 0
und A2x “

$

&

%

´ 1
x , für x ‰ 0,

b, für x “ 0.

Dann gilt pA1 `A2qx “ pa` bq1x“0pxq

Ai sind pseudomonoton: TODO

Anderes Beispiel A1 “ ´ id und B : `2 Ñ `2, u ÞÑ }u}u. ˛

Lemma 2.0.6 (Eigenschaften pseudomonotoner Operatoren)
1 Monotonie und Radialstetigkeit impliziert Pseudomonotonie.

2 Verstärkte Stetigkeit impliziert Pseudomonotonie.

3 Summen pseudomonotoner Operatoren sind pseudomonoton.

4 Pseudomonotonie und lokale Beschränktheit impliziert Demistetig-
keit.

Beweis. 1 Seien A monoton und radialstetig und punqnPN Ă V

schwach konvergent gegen u P V mit lim supnÑ8 xAun, un y ď 0.
Da A monoton ist, gilt

xAun, un ´ u y “ xAun ´Au, un ´ u y
loooooooooooomoooooooooooon

ě0

`xAu, un ´ u y

ě xAu, un ´ u y
nÑ8
ÝÝÝÝÑ
unáu

0.

Es folgt

0 ď lim inf
nÑ8

xAun, un ´ u y ď lim sup
nÑ8

xAun, un ´ u y ď 0

und somit
lim
nÑ8

xAun, un ´ u y “ 0. (15)

Für z :“ u` θpw ´ uq mit θ ą 0 und w P V folgt

xAun ´Az, un ´ z y ě 0 (16)

und somit

xAun, un ´ z y “ xAun, un ´ u y´θ xAun, w ´ u y

(16)
ě xAz, un ´ z y “ xAz, un ´ u y´θ xAz,w ´ u y .

Es folgt

xAun, un ´ u y´θ xAun, w ´ u y ě xAz, un ´ u y´θ xAz,w ´ u y .

(17)
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Nach Grenzwertbildung haben wir

θ lim inf
nÑ8

xAun, un ´ w
(15)
“ θ lim inf

nÑ8

`

xAun, un ´ w y

´ xAun, un ´ u y
˘

“ θ lim inf
nÑ8

xAun, u´ w y

(17)
ě lim sup

nÑ8
xAun, u´ un y
loooooooomoooooooon

Ñ0

` xAz, un ´ u y´θ xAz,w ´ u y

??
ě ´θ xAz,w ´ u y .

Teilen durch θ erhalten wir für θ Œ 0

lim inf
nÑ8

xAun, un ´ w ě xAz, u´ w y .

2 Sei un á u. Dann gilt für alle w P V nach Lemma 1.1.14

lim inf
nÑ8

x Aun
loomoon

ÑAu

, un ´ w
loomoon

áu´w

y “ xAu, u´ w y .

3 Seien A,B : V Ñ V ˚ pseudomonoton und punqnPN schwach konver-
gent gegen u P V mit lim supnÑ8 xpA ` Bqun, un ´ u y ď 0. Wir
unterscheiden in drei Fälle.

1 Gilt zusätzlich

lim sup
nÑ8

xAun, un´u y ď 0 und lim sup
nÑ8

xBun, un´u y ď 0,

so gilt wegen der Pseudomonotonie von A und B auch

lim inf
nÑ8

xAun, un ´ w y ě xAu, u´ w y und

lim inf
nÑ8

xBun, un ´ w y ě xBu, u´ w y

für alle w P V . Dann folgt

xpA`Bqu, u´ w y “ xAu, u´ w y` xBu, u´ w y

ď lim inf
nÑ8

xAun, un ´ w y

` lim inf
nÑ8

xBun, un ´ w y

ď lim inf
nÑ8

xpA`Bqun, un ´ w y .

2 Gilt stattdessen zusätzlich

lim sup
nÑ8

xAun, un´ u y ď 0 und lim sup
nÑ8

xBun, un´ u y ą 0

(oder umgekehrt), folgt aus der Pseudomonotonie von A

xAu, u´ w y ď lim inf
nÑ8

xAun, un ´ w y @w P V. (18)

Aus der zweiten Bedingung folgt die Existenz einer Teilfolge
pun1qn1 Ă punqnPN und eines b P p0,8s, die

lim
n1Ñ8

xBun1 , un1 ´ u y “ β.
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Summa summarum folgt

lim sup
n1Ñ8

xAun1 , un1 ´ u y “ lim sup
n1Ñ8

`

xpA`Bqun1 , un1 ´ u y

´ xBun1 , un1 ´ u y
˘

“ lim sup
n1Ñ8

xpA`Bqun1 , un1 ´ u y
loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

ď0

´b

ă 0.

Nun folgt mit w “ u in (18) der Widerspruch

0 ď lim inf
n1Ñ8

xAun1 , un1 ´ u y ď lim sup
n1Ñ8

xAun1 , un1 ´ u y ă 0.

TEILFOLGENPRINZIP ANWENDEN?

3 Seien punqnPN sowie

lim sup
nÑ8

xAun, un´u y ą 0 und lim sup
nÑ8

xBun, un´u y ą 0.

Nun kann jedoch nicht

lim sup
nÑ8

xpA`Bqun, un ´ u y ď 0

gelten, denn es existiert eine Teilfolge pun1qn1PN Ă punqnPN und
ein a ą mit

lim
n1Ñ8

xAun1 , un1 ´ u y “ a.

Da weiterhin un1 á u gilt, können wir

lim sup
n1Ñ8

xBun1 , un1 ´ u y “ b ą 0

annehmen, sonst läge der zweite Fall vor. Es existiert nun eine
Teilfolge pun2qn2 , sodass

lim
n2Ñ8

xBun2 , un2 ´ u y “ b ą 0.

Wir haben nun

0 ă a` b “ lim
n2Ñ8

xAun2 , un2 ´ u y` lim
n2Ñ8

xBun2 , un2 ´ u y

“ lim
n2Ñ8

xpA`Bqun2 , un2 ´ u y ď 0,

was einen Widerspruch darstellt.

4 Sei un Ñ u in V . Aufgrund der lokalen Beschränktheit von A

ist pAunqnPN beschränkt. Also existiert eine Teilfolge un1 , sodass
Aun1 á b in V gilt. Dann folgt lim supn1Ñ8 xAun1 , un1 y “ x b, u y.
Da A pseudomonoton ist, besitzt er die Eigenschaft (M) und es
folgt Au “ b. Mit dem Teilfolgenprinzip folgt die Aussage. l

Beispiel 2.0.7 (Beispiel eines pseudomonotonen Operators)
Seien p ě 2, Ω Ă Rd ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand, V :“

W 1,p
0 pΩq, h : RÑ Rd eine stetige beschränkte Funktion sowie

A : V Ñ V ˚, xAu, v y :“

ż

Ω

}∇u´ hpuq}p´2p∇u´ hpuqq ¨∇v dx,
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Als Hilfsmittel führen wir den Operator

xBpw, uq, v y “

ż

Ω

}∇u´ hpwq}p´2p∇u´ hpwqq ¨∇v dx

ein. Wir zeigen nun in drei Schritten, dass A pseudomonoton ist. Sei
punqnPN Ă V sodass un á u und lim supnÑ8 xAun, un ´ u y ď 0 gilt.

1 Zuerst zeigen wir

xBpun, unq ´Bpun, uλq, un ´ uλ y ě 0,

wobei uλ :“ u` λpv ´ uq, λ P r0, 1s und v P V sind.

Beweis. Einsetzen der Definition von B in die linke Seite der
obigen Gleichung ergibt mit den Abkürzungen C :“ ∇un ´ hpunq
und D :“ ∇uλ ´ hpunq

ż

Ω

`

}C}p´2pAq ´ }D}p´2pBq
˘

pC ´Dqdx ě 0

schreiben können, und diese Ungleichen haben wir bereits inTODO
gezeigt.

Nun zeigen wir

λ xAun, u´ v y ě ´ xAun, un ´ u y` xBpun, uλq, un ´ u y (19)

` λ xBpun, uλq, u´ v y

Da

pun ´ uq ` λpu´ vq “ un ´ uλ “ un ´ hpunq ´ puλ ´ hpunqq

gilt, können wir (19) umschreiben als

xAun ´Bpun, uλq, un ´ uλ y ě 0,

da Aun “ Bpun, unq im schwachen Sinne gilt und somit (19) aus
der ersten Aussage folgt. l

2 Nun zeigen wir xBpun, vq, un ´ u y Ñ 0 und Bpun, vq
˚
á Bpu, vq in

V ˚.

Beweis. Nach dem Einbettungssatz von Sobolev existiert eine
stark in Lq konvergente Teilfolge pun1qn1 für 1

p ´
1
d ă

1
q ´

0
d . Da h

beschränkt ist, ist auch phpu1nqqn1 . Somit folgt

xBpun, vq
looomooon

ÑBpu,vq

, un ´ u
loomoon

á0

y Ñ 0.

Ähnlich folgt Bpun, vq Ñ Bpu, vq, schwach interpretiert, und das
ist die zweite Aussage. l

3 Wir zeigen lim infnÑ8 xAun, u´ v y ě xAu, u´ v y und schließlich

lim inf
nÑ8

xAun, un ´ v y ě xAu, u´ v y .
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Beweis. Für λ P p0, 1s und ; :“ lim infnÑ8 xAun, u´ v y gilt

;
1
ě lim inf

nÑ8
´

1

λ
xAun, un ´ u y

`
1

λ
xBpun, uλq, un ´ u y` xBpun, uλq, u´ v y

2
“ lim inf

nÑ8
´

1

λ
xAun, un ´ u y` xBpu, uλq, u´ v y

ě ´ lim sup
1

λ
xAum, un ´ u y` xBpu, uλq, u´ v y

ě xBpu, uλq, u´ v y

λÑ0
ÝÝÝÑ xBpu, uq, u´ v y “ xAu, u´ v y .

Somit folgt

lim inf
nÑ8

xAun, un ´ v y ě lim inf
nÑ8

xAun, un ´ u y

` lim inf
nÑ8

xAun, u´ v y

ě 0` xAu, u´ v y “ xAu, u´ v y . l

Satz 2.0.1: Brezis (1968)

Pseudomonotone lokal beschränkte koerzitive Operatoren sind
surjektiv.

Wir geben einen Beweis, der sich am Beweis des Satzes von Browder-
Minty orientiert.

Beweis. 1 Wir zeigen, dass für alle f P V ˚ ein u P V existiert,
sodass Au “ f gilt. Sei pϕkq8k“1 ein Galerkin-Schema für V und
betrachten die endlichdimensionalen Probleme

pPdq “

$

&

%

Finde ud P Vd :

xAud, vd y “ x f, vd y @vd P Vd,

wobei Vd :“ span
`

pϕkq
d
k“1

˘

. Definiere

h : Rd Ñ Rd, rhpuqsj :“ xAu´ f, ϕi y

Dann ist h stetig: Sei un Ñ u eine Folge in Rd. Mit

un :“
d
ÿ

i“1

un,iϕi und u :“
d
ÿ

i“1

uiϕi

sehen wir un Ñ u in V . Da A lokal beschränkt ist, existiert eine
Teilfolge un1 von punqnPN und ein b P V , sodass Au1n á b gilt. Ins-
besondere gilt xAun1 , un1 y Ñ x b, u y und aufgrund der Eigenschaft
(M) Au “ b.

Nach dem Teilfolgenprinzip konvergiert die gesamte Folge: Aun á
Au und somit

rhpunqsj “ xAun ´ f, ϕj y Ñ xAu´ f, ϕj y “ rhpuqsj
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Also ist h stetig. Da A koerzitiv ist, existiert ein R ą 0, sodass für
alle }vd} “ R gilt: hpvdq ‚ vd ě 0. Nach einem Korollar des Fix-
punktsatzes von Browder existiert eine Folge pudq von Lösungen
zu pPdq.

2 Diese Folge ist beschränkt:

γp}ud}q}ud} ď xAud, ud y “ x f, ud y ď }f}˚}ud},

und somit }f}˚ ě γp}ud}q
}ud}Ñ8
ÝÝÝÝÝÑ 8.

3 Da A lokal beschränkt ist, existiert eine Teilteilfolge ud2 á u in V ,
sodass Aud2 á b in V ˚ gilt. Da x b, u y “ lim xAud2 , ud2 y gilt, folgt

lim sup
d2

xAud2 , ud2 y´ x b, u y “ lim sup
d2

pxAud2 , ud2 y´ xAud2 , u yq

“ lim sup
d2

px f, ud2 y´ xAud2 , u yq

und somit lim supd2 xAud2 , ud2 y ď x b, u y. Nach der Eigenschaft
(M) folgt Au “ b. Da

x f, vd y “ xAud, vd y Ñ x b, vd y “ xAu, vd y

für alle vd P Vd gilt, folgt nach einem Dichtheitsargument Au “
f “ b in V ˚: es gilt

xAupm
1
q, vpkq y “ x f, vpkq y (20)

für alle vpkq P Vk mit k ď m1. Mit m1 Ñ8 folgt

x b, vpkq y “ x f, vpkq y

für alle vpkq P
Ť8

j“1 Vj Ă V , welcher dicht liegt. Nun gilt

lim sup
m1Ñ8

xAupm
1
q, upm

1
q ´ u y

(20)
“ lim sup

m1Ñ8

`

x f, upm
1
q y´ xAupm

1
q, u y

˘

“ 0.

Für w P V gilt aufgrund der Pseudomontonie von A

xAu, u´ w y ď lim inf
m1Ñ8

xAupm
1
q, upm

1
q, w y

“ lim inf
m1Ñ8

`

x f, upm
1
q y´ xAupm

1
q, w y

˘

“ x f, u y´ x f, w y .

Wählen wir w :“ u˘ v für v P V erhalten wir Au “ f . l

39



3 Monotone Potenzialoperatoren

3.1 Die Gâteaux- und Fréchet-Ableitung

Abb. 9: Die Funktionen Φ und Φ1 für d “ 1.

Wir betrachten das Funktional Φ : Rd Ñ R, z ÞÑ 1
p |z|

p für p ą 1. Dann
gilt fast überall Φ1 : Rd Ñ Rd, z ÞÑ |z|p´1 z

|z| “ |z|
p´2z (vgl. p-Laplace-

Operator). Dies motiviert die Klassifizierung von Operatoren, die als
Ableitung eines Funktionals darstellbar sind.

definition 3.1.1 (Gâteaux-Ableitung)
Seien X und Y normierte Räume und F : X Ñ Y eine Abbildung.
Existiert der Grenzwert

DF px; yq :“ lim
hÑ0

F px` hyq ´ F pxq

h
“

d

dh
F px` hyq

ˇ

ˇ

h“0
,

so heißt er Gâteaux-Differential von F an der Stelle x in Richtung
y. Ist die Abbildung y ÞÑ DF px; yq linear und beschränkt, so heißt F
Gâteaux-differenzierbar in x. Die Abbildung F 1pxq P LpX,Y q definiert
durch F 1pxqy :“ DF px; yq heißt Gâteaux-Ableitung Gâteaux-Ableitungvon F in x.

Bemerkung 3.1.2 (Notation) Wir betrachten meist Y “ R und somit
F 1pxq P X˚. Wir schreiben F 1pxqy “ xF 1pxq, y y.

definition 3.1.3 (Fréchet-Ableitung)
Seien X und Y normierte Räume und U Ă X offen. Die Abbildung F :

U Ñ Y heißt Fréchet-differenzierbar in x P X, wenn ein A P LpX,Y q
und ein r : X Ñ Y existieren, sodass

F px` hq “ F pxq `Ah` rphq und
}rphq}Y
}h}X

}h}Ñ0
ÝÝÝÝÑ 0 (21)

für alle h P X mit x ` h P U gilt. Die Abbildung A :“ F 1pxq heißt
Fréchet-Ableitung Fréchet-Ableitungvon F im Punkt x.

Wir schreiben von nun an G- bzw. F-differenzierbar.

Lemma 3.1.4 (F- und G-Ableitungen I)
F-differenzierbare Funktionen sind stetig und G-differenzierbar.

Beweis. Sei F wie oben und F-differenzierbar.
Stetigkeit. TODO

G-Differenzierbarkeit.

Für h P X gilt

lim
θÑ0

F px` θhq ´ F pxq

θ
“ lim
θÑ0

Apθhq ` rpθhq

θ
“ Aphq ` lim

θÑ0

rpθhq

θ
loooomoooon

“0 ???

. l
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3.1 Die Gâteaux- und Fréchet-Ableitung

Lemma 3.1.5 (G-Mittelwertsatz)
Seien f : X Ñ Y G-differenzierbar in x ` th für feste x, h P X und
t P r0, 1s. Ist die Abbildung t ÞÑ f 1px` thqh stetig auf r0, 1s, so gilt

fpx` hq ´ fpxq “

ż 1

0

f 1px` thqhdt.

Beweis. Mit dem Mittelwertsatz (M) auf R gilt
ż 1

0

f 1px` thqhdt “

ż 1

0

lim
θÑ0

fpx` th` θhq ´ fpx` thq

θ
dt

M
“ lim
θÑ0

ż 1

0 �
��1

θ

ż 1

0

f 1px` th` sθhq�θhdsdt

T
“ lim
θÑ0

ż 1

0

ż 1

0

f 1px` th` sθhqhdtds

M
“

ż 1

0

lim
θÑ0

fpx` sθh` hq ´ fpx` sθhqds

“

ż 1

0

fpx` hq ´ fpxqds “ fpx` hq ´ fpxq.

WARUM DÜRFEN WIR DIE LIMITES VERTAUSCHEN??
Weil Stetige und somit beschränkte Integranten? l

Lemma 3.1.6 (F- vs. G-Ableitungen II)
Seien F G-differenzierbar und Φ : U Ñ LpX,Y q, x ÞÑ F 1pxq stetig.
Dann existiert die F-Ableitung in x P U und stimmt mit der G-Ableitung
überein.

Beweis. TODO: Im wesentlichen das hier:

}F px` hq ´ F pxq ´ F 1pxqh}Y “

›

›

›

›

ż 1

0

F 1px` thqhdt´ F 1pxqh

›

›

›

›

Y

(MVT)

“

›

›

›

›

ż 1

0

F 1px` thqh´ F 1pxqhdt

›

›

›

›

Y

ď

ż 1

0

}F 1px` thq ´ F 1pxq}˚}h}X dt.

Mit dem Satz von Lebesgue und der Stetigkeit der Norm und x ÞÑ F 1pxq

erhält man

lim
}h}Ñ0

ż 1

0

}F 1px` thq ´ F 1pxq}˚ dt “

ż 1

0

›

›

›

›

lim
}h}Ñ0

F 1px` thq ´ F 1pxq

›

›

›

›

˚

dt

“

ż 1

0

}F 1pxq ´ F 1pxq}˚ dt “ 0. l

Lemma 3.1.7 (F-Kettenregel)
Seien X,Y und Z Banach-Räume, U Ă X, V Ă Y offen, g : U Ñ Y

und f : V Ñ Z F-differenzierbar und gpUq Ă V . Dann ist f ˝ g : U Ñ Z

F-differenzierbar mit pf ˝ gq1pxq “ f 1pgpxqq ˝ g1pxq.
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3.1 Die Gâteaux- und Fréchet-Ableitung

Beispiel 3.1.8 Seien ein Hilbert-Raum H und die Funktionen

f : Cpr0, 1sq Ñ R, u ÞÑ sinpup1qq,

g : HÑ R, u ÞÑ
1

2
}u}2,

h : R2
Ñ R, px, yq ÞÑ 1y“x2‰0px, yq

gegeben.

Die Abbildung f ist F-differenzierbar: Mit Taylor (in xp1q “ 0) folgt

fpx` hq ´ fpxq “ sinpxp1q ` hp1qq ´ sinpxp1qq

“ sinphp1qq ` xp1qpcosphp1qq ´ 1q `Oppxp1qq2q

TODO: richtig getaylored?

Für h P H gilt

2 pgpx` hq ´ gpxqq “ }x` h}2 ´ }x}2 “ xx` h, x` h y´ xx, x y

“ 2 xx, h y`}h}2

Also ist g1pxqh :“ xx, h y und rphq :“ 1
2}h}

2. Es gilt }rphq}
}h}

}h}Ñ0
ÝÝÝÝÑ 0.

Die Abbildung h ist in allen Punkte x ‰ y2 ‰ 0 G-differenzierbar. Sie ist
in p0, 0q G-differenzierbar:

lim
θÑ0

fp0´ θh1, 0´ θh2q ´ fp0, 0q

θ
“ lim
θÑ0

fp´θh1,´θh2q

θ
“ lim
θÑ0

0 “ 0,

da für jede lineare Annäherung an den eine Punkt auf der Parabel y “ x2

existiert eine Umgebung in der y ‰ x2 gilt.

Für alle px, yq P R2 mit y “ x2 gilt mit dem obigen Argument

lim
θÑ0

fpx´ θh1, y ´ θh2q ´ fpx, yq

θ
“ lim
θÑ0

0´ fpx, x2q

θ
“ lim
θÑ0

´
1

θ
“ ´8.

˛

Somit ist h auf dieser Menge nicht F-differenzierbar.

Beispiel 3.1.9 (Dualitätsabbildung) Seien X reell, reflexiv und X˚

strikt konvex. Dann ist die Dualitätsabbildung Dualitätsabbildungdie G-Ableitung von
ϕ : X Ñ R, x ÞÑ 1

2}x}
2. Ist X˚ sogar gleichmäßig konvex, so ist sie sogar

die F-Ableitung von ϕ. ˛

Beispiel 3.1.10 Die Funktion

f : R2
Ñ R, px, yq ÞÑ

$

&

%

x3y
x4`y2 , für px, yq ‰ p0, 0q,

0, sonst

ist in p0, 0q G- aber nicht F-differenzierbar.

Abb. 10: Die nebenstehende G- aber nicht
F-differenzierbare Funktion.

lim
θÑ0

fp0` θh1, 0` θh2q ´ fp0, 0q

θ
“ lim
θÑ0

fpθh1, θh2q

θ

“ lim
θÑ0

θ ¨ h3
1h2

θ2 ¨ h4
1 ` h

2
2

“
0

h2
2

“ 0.
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3.1 Die Gâteaux- und Fréchet-Ableitung

Für ph, 0q, h P R gilt

lim
θÑ0

fp0` θh, 0q ´ fp0, 0q

θ
“ lim
θÑ0

0
h4`0

θ
“ 0.

Also ist f G-differenzierbar in p0, 0q. Die Abbildung f ist auch stetig in
(0,0), die partielle Ableitungen existieren, sind aber nicht stetig.

Somit ist f nicht F-differenzierbar in p0, 0q, was wir auch durch eine
Annäherung auf der Parabel h1 “ h2

2 sehen können:

lim
ph1,h2qÑp0,0q

fp0` h1, 0` h2q ´ fp0, 0q

}h}
“ lim
h1Ñ0

fph1, h
2
1q

}ph1, h2
1q}

“ lim
h1Ñ0

h1

2
a

h2
1 ` h

4
1

,

wobei wir die euklidische Norm auf R2 gewählt haben. Jedoch existiert
dieser Grenzwert nicht:

lim
xŒ0

x

2
?
x2 ` x4

“ lim
xŒ0

1

2
?

1` x2
“

1

2

lim
xÕ0

x

2
?
x2 ` x4

“ lim
xÕ0

1

´2x
?

1` x2
“ ´

1

2
. ˛
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3.2 Potenzialoperatoren

3.2 Potenzialoperatoren

definition 3.2.1 (Potenzialoperator, Potenzial)
Ein Operator A : V Ñ V ˚ heißt Potenzialoperator Potenzialoperator(Gradient), wenn ein
G-differenzierbares Potenzial Φ: V Ñ R existiert, sodass

xAu, v y “ lim
hÑ0

Φpu` hvq ´ Φpuq

h

für alle u, v P V gilt.

13.12.19

Beispiel 3.2.2 (Potenzial des p-Laplace)
Betrachte V :“W1,p

0 pΩq für p ą 1 und A : V Ñ V ˚ definiert durch

xAu, v y “

ż

Ω

|∇u|p´2∇u ¨∇v dx

Dann ist A ein Potenzialoperator mit dem Potenzial

Φpuq :“
1

p

ż

Ω

|∇u|p dx` C “
1

p
}u}1,p ` C

für beliebige C P R, denn es gilt für alle u, v P V

xΦ1puq, v y “ lim
hÑ0

1

h
pΦpu` hvq ´ Φpuqq

“ lim
hÑ0

1

hp

ż

Ω

|∇pu` hvq|p ´ |∇u|p dx

“ lim
hÑ0

1

hp

ż

Ω

ż 1

0

d

ds
|∇pu` shvq|p dsdx (FTOC)

“ lim
hÑ0 �

��
1

hp

ż

Ω

ż 1

0
��ph |∇pu` shvq|

p´2∇pu` shvq∇v dsdx

(L)
“
(F)

ż 1

0

ż

Ω

|∇puq|p´2∇u∇v dxds “ xAu, v y . ˛

Lemma 3.2.3 (Explizite Darstellung des Potenzials)
Sei A : V Ñ V ˚ ein radialstetiger Potenzialoperator mit Potenzial Φ.
Dann gilt

Φpvq “ Φp0q `

ż 1

0

xAptvq, v ydt.

Beweis. Für v P V gilt

d

dt
Φptvq “ lim

hÑ0

Φptv ` hvq ´ Φptvq

h
“ xΦ1ptvq, v y “ xAptvq, v y .

Da t ÞÑ d
dtΦptvq aufgrund der Radialstetigkeit von A stetig ist, folgt mit

dem Hauptsatz durch Integration über r0, 1s

Φpvq ´ Φp0q “

ż 1

0

xAptvq, v ydt. l
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3.2 Potenzialoperatoren

Beispiel 3.2.4 In der Situation von Beispiel 3.2.2 und Φp0q “ 0 gilt
nach dem obigen Lemma

Φpvq “

ż 1

0

xAptvq, v y dt “

ż 1

0

ż

Ω

|∇ptvpxqq|p´2∇ptvpxqq∇vpxqdxdt

“

ż 1

0

tp´1 dt

ż

Ω

|∇vpxq|p dx “
1

p

ż

Ω

|∇vpxq|p dx. ˛

Wir verallgemeinern nun die Aussage, dass die Wegunabhängigkeit der
Kurvenintegrale die Existenz eines Potenzials eines Vektorfelds garantiert.

Lemma 3.2.5 (Wegunabhängigkeit ùñ D Potenzial)
Für einen demistetigen Operator A : V Ñ V ˚ sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

1 A ist ein Potenzialoperator.

2 Für alle x, y P V und alle Wege von y nach x, d.h. alle γ P

C1
pr0, 1s, V q mit γp0q “ y und γp1q “ x gilt

ż 1

0

xAptxq, x y´ xAptyq, y y dt “

ż 1

0

xAγptq, γ1ptq ydt.

3 Für alle x, y P V gilt

ż 1

0

xAptxq, x y´ xAptyq, y ydt “

ż 1

0

xApy ` tpx´ yqq, x´ y y dt.

Beweis. 1 ùñ 2 : Sei Φ: V Ñ R ein Potenzial von A. Dann gilt mit
der Kettenregel (K) für x, y P V nach Lemma 3.2.3 (E)
ż 1

0

xAptvq, v y´ xAptwq, w y dt
(E)
“ Φpxq ´ Φpyq “ Φpγp1qq ´ Φpγp0qq

“

ż 1

0

pΦ ˝ uq1ptqdt
(K)
“

ż 1

0

Φ1puptqqu1ptqdt

“

ż 1

0

xAuptq, u1ptq ydt.

2 ùñ 3 : Folgt aus dem Spezialfall γptq :“ y ` tpx´ yq.

3 ùñ 1 : Wir zeigen, dass Φpvq :“
ş1

0
xAptvq, v y dt ein Potenzial von

A definiert. Für v, w P V gilt

Φpv ` hwq ´Φpvq “

ż 1

0

xAptpv ` hwqq, v ` hw y´ xAptvq, v ydt “: p˚q

Mit x :“ v ` hw und y :“ v und uptq :“ y ` tpx´ yq folgt nach Voraus-
setzung

lim
hÑ0

1

h
p˚q

(L)
“

ż 1

0

lim
hÑ0

xApv ` thwq, �hw y

�h
dt “

ż 1

0

xAv,w y dt “ xAv,w y,

wobei die Existenz der für den Satz von Lebesgue (L) benötigten Majo-
rante durch die Kompaktheit von r0, 1s und der Radialstetigkeit und der
daraus folgenden Stetigkeit des Integranden bezüglich t garantiert wird.
(TODO: REICHT ALSO NICHT RADIALSTETIGKEIT??)l
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3.2 Potenzialoperatoren

Konvexe Funktionale sind interessant, da ihre lokalen Minima global sind.
Intuitiv erfüllen konvexe Funktionen auf V “ R die drei Eigenschaften
(i) Stetigkeit, (ii) Konvexität und (iii) an den Rändern wachsend, vom
Minimum weg. Diese Eigenschaften wollen wir nun für allgemeine V
verallgemeinern:

definition 3.2.6 (Konvexität, schwache Koerzivität)
Ein Funktional Φ: V Ñ R heißt konvex konvex, wenn

Φ pp1´ θqv ` θwq ď p1´ θqΦpvq ` θΦpwq @θ P p0, 1q @v, w P V

gilt. Ferner heißt Φ schwach koerzitiv schwach koerzitiv, wenn Φpvq
}v}Ñ8
ÝÝÝÝÑ 8 gilt.

Schwache Folgenunterhalbstetigkeit (SFUS) ist aus Lemma 1.1.12 be-
kannt.

Lemma 3.2.7 (Existenz von Minimierern auf Kugeln I)
Seien Φ: V Ñ R SFUS, V reflexiv, K Ă V nichtleer, abgeschlossen,
beschränkt und konvex. Dann existiert ein Minimierer von Φ in K.

Beweis. Sei punqnPN Ă K eine Folge mit Φpunq
nÑ8
ÝÝÝÑ infvPK Φpvq “: d.

Da K beschränkt ist, ist es punqnPN auch. Aufgrund der Reflexivität von
V existiert eine schwach konvergente Teilfolge pu1nqn1PN mit u1n Ñ u P V .
Nach dem Satz von Mazur ist K sogar schwach abgeschlossen, also
gilt u P K. Es gilt d ď Φpuq ď lim infn1Ñ8Φpun1q “ d und somit
Φpuq “ d P R. l

Der folgende Korollar ähnelt den Aussagen von Satz 1.3.1.
Korollar 3.2.8
Die Menge M aller Minimierer ist schwach abgeschlossen. Ist Φ konvex,
so auch M .

Beweis. Sei pvnqnPN ĂM schwach konvergent gegen v P V . Dann gilt

Φpvq ď lim inf
nÑ8

Φpvnq
vnPM
“ min

wPK
Φpwq ď Φpvq.

Für alle v, w PM und θ P p0, 1q gilt

Φ pθv ` p1´ θqwq ď θΦpvq ` p1´ θqΦpwq
v,wPM
“ pθ ` p1´ θqq

loooooomoooooon

“1

min
uPK

Φpuq.

l

Lemma 3.2.9 (Existenz von Minimierern auf Kugeln II)
Seien Φ: V Ñ R SFUS und schwach koerzitiv, K Ă V nichtleer, abge-
schlossen und konvex. Dann existiert ein Minimierer von Φ in K.

Beispiel. Sei U ein endlichdimensionaler
Unterraum, v P V und Φvpuq :“ }u´ v}.
Den Minimierer v˚ P K aus dem Lemma
nennen wir K-Bestapproximation an u.

Beweis. Sei w P K. Aufgrund der schwachen Koerzivität von Φ existiert
ein R ą 0, sodass für alle z P V mit }z} ą R die Ungleichung Φpzq ě

Φpwq gilt. Wähle nun R gegebenenfalls noch größer, sodass w P KR :“

BRp0q X K gilt. Die Menge KR ist nichtleer, abgeschlossen, konvex
und beschränkt. Nach Lemma 3.2.7 existiert ein v˚ P KR Ă K mit
Φpv˚q “ minvPKR Φpvq ď Φpwq ď Φpzq für alle z P KzKR. Es folgt
Φpv˚q ď infzPKzKR Φpzq. l
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3.2 Potenzialoperatoren

Kw

KR

Abb. 11: Schaubild zum Beweis von Lemma
3.2.9.

20.12.19

Lemma 3.2.10 (Φ konvex ðñ Φ1 monoton)
Es besitze Φ: V Ñ R die G-Ableitung A : V Ñ V ˚. Dann sind die
folgenden Aussagen äquivalent:

1 Das Funktional Φ ist konvex.

2 Es gilt xAv, v ´ w y ě Φpvq ´ Φpwq für alle v, w P V . Variationsungleichung

3 Der Operator A ist monoton.

4 Die Abbildung ϕ : R Ñ R, t ÞÑ Φpv ` twq ist für alle v, w P V

konvex ("Konvexität entlang von Schnitten").

Beweis. 1 ùñ 2 : Für v, w P V gilt

´xAv,w ´ v y
3.2.1
“ ´ lim

hÑ0

1

h

`

Φ
`

v ` hpw ´ vq
˘

´ Φpvq
˘

“ ´ lim
hŒ0

1

h

`

Φ
`

p1´ hqv ` hw
˘

´ Φpvq
˘

1
ě ´ lim

hŒ0

1

h
pp1´ hqΦpvq ` hΦpwq ´ Φpvqq

“ ´ lim
hŒ0

1

h
Φpwq ´ Φpvq “ Φpvq ´ Φpwq.

Wir betrachten nur den einseitigen Grenzwert, damit h ą 0 ist und wir
die Konvexität von Φ anwenden können.

2 ùñ 3 : Für v, w P V gilt

xAv ´Aw, v ´ w y “ xAv, v ´ w y` xAw,w ´ v y

2
ě Φpvq ´ Φpwq ` Φpwq ´ Φpvq “ 0.

3 ùñ 4 : Mit der Kettenregel folgt ϕ1ptq “ xΦ1pv ` twq, w y. Für
t ą s gilt

ϕ1ptq ´ ϕ1psq “ xApv ` twq ´Apv ` swq, w y

“
1

t´ s

@

Apv ` twq ´Apv ` swq, pv ` twq ´ pv ` swq
D

ě 0.

Also ist ϕ1 monoton wachsend, und somit konvex.

4 ùñ 1 : Seien v, w P V , θ P r0, 1s und ϕ : RÑ R, t ÞÑ Φpv`tpw´vqq.
Dann gilt

Φpp1´ θqv ` θwq “ Φpv ` θpw ´ vqq “ ϕpθq “ ϕpp1´ θq ¨ 0` θ ¨ 1q

ď p1´ θqϕp0q ` θϕp1q “ p1´ θqΦpvq ` θΦpwq. l

Lemma 3.2.11 (Potenzial eines monotonen Operators ist SFUS)
Jedes konvexe G-differenzierbare Φ: V Ñ R ist SFUS.

Beweis. Sei punqnPN Ă V eine Folge mit un á u P V . Nach dem
vorherigen Lemma gilt für alle n P N

Φpuq ´ Φpunq ď xΦ1puq, u´ un y
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3.2 Potenzialoperatoren

und somit

Φpuq ď lim inf
nÑ8

Φpunq ` xΦ1puq, u´ un y

“ lim inf
nÑ8

Φpunq ` lim
nÑ8

xΦ1puq, u´ un y “ lim inf
nÑ8

Φpunq. l

Lemma 3.2.12 (Minimierer sind Lösung der DGL)
Seien A : V Ñ V ˚ ein Potenzialoperator mit Potenzial Φ und f P V ˚.

1 Aus Φpuq ´ x f, u y “ minvPV Φpvq ´ x f, v y folgt Au “ f in V ˚.

2 Ist A monoton, gilt die Umkehrung von 1 .

Beweis. 1 Da das Minimum von Φf pvq :“ Φpvq ´ x f, v y in u ange-
nommen wird, folgt Φf puq ď Φf pu` hvq für alle h P R und v P V .
Es folgt

1

h
pΦf pu` hwq ´ Φpuqq

pďq

ě 0

für h
păq

ą 0 und somit

0 “ lim
hÑ0

1

h

ˆ

Φpu` hwq ´ x f, u` hw y´Φpuq ` x f, u y

˙

“ lim
hÑ0

Φpu` hwq ´ Φpuq

h
´ x f, w y “ xAu´ f, w y .

2 Ist A monoton und Au “ f , so folgt nach Lemma 3.2.10

x f, u´ v y “ xAu, u´ v y ě Φpuq ´ Φpvq,

und somit Φf puq ď Φf pvq für alle v P V . l

Lemma 3.2.13 (Demistetigkeit monotoner Operatoren)
Ein monotoner Operator A : V Ñ V ˚ ist genau dann demistetig, wenn
aus x f ´Aw, u´ w y ě 0 für alle w P V auch Au “ f P V ˚ folgt.

Beweis. " ùñ ": SeienAmonoton und demistetig und x f´Aw, u´w y ě
0 für alle w P V . Wir können Minty’s Trick Minty’s Trickanwenden, da V reflexiv ist,
und somit aus der Demistetigkeit von A die Radialstetigkeit von A folgt.

"ðù ": Seien A monoton und die obigen Bedingung erfüllt. Sei punqnPN Ă
V konvergent gegen u P V in V . Da A monoton ist, ist A nach Lemma
1.2.8 5 lokal beschränkt. Somit ist pAunqnPN beschränkt und es existiert
eine schwach konvergente Teilfolge pAun1qn1PN Ă V ˚ mit Aun1 Ñ f P V ˚.
Nun gilt nach Lemma 1.1.14 und der Monotonie von A

x f ´Aw, u´ w y “ lim
nÑ8

xAun ´Aw, un ´ w y ě 0

und somit Au “ f . Es folgt Aun1 á Au. Das Teilfolgenprinzip liefert die
Aussage. l

Korollar 3.2.14
Jeder monotone Potenzialoperator ist demistetig.
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3.2 Potenzialoperatoren

Beweis. Sei f P V ˚ und x f ´Aw, u´w y
p‹q

ě 0 für alle w P V . Für t ą 0,
v P V und ; :“ t x f, u´ v y “ x f, u´ pu` tpv ´ uqq y gilt

; “ x f, u´ pu` tpv ´ uqq y

p‹q

ě xApu` tpv ´ uqq, u´ pu` tpv ´ uqq y

“ xApu` tpv ´ uqq, pu` tpv ´ uqq ´ pu` tpv ´ uq ` v ´ uq y t

ě rΦpu` tpv ´ uqq ´ Φpu` tpv ´ uq ` v ´ uqs ¨ t,

wobei die letzte Ungleichung aus Lemma 3.2.10 folgt.

Kürzen ergibt x f, u´v y ě Φpu` tpv´uqq´Φpv` tpv´uqq Nach Lemma
3.2.10 ist Φ „richtungsstetig“ also können den Grenzwert nehmen und
erhalten

x f, u´ v y ě lim
tą0

Φpu` tpv ´ uqq ´ Φpv ` tpv ´ uqq “ Φpuq ´ Φpvq

und somit
Φpuq ´ x f, u y ď Φpvq ´ x f, v y @v P V.

Aus dem Lemma 3.2.12 folgt Au “ f und somit aus dem vorherigen
Lemma die Aussage. l

Satz 3.2.1: Browder-Minty für P-Operatoren

Jeder monotoner koerzitiver P-Operator A : V Ñ V ˚ ist surjektiv.

Beweis. A ist radialstetig nach Korollar 3.2.14 und Lemma 1.2.4. Ferner
hat A das Potenzial Φpvq :“

ş1

0
xAptvq, v y dt nach Lemma 3.2.3 (Wie im

Fall reellwertiger Funktionen ist ein Potenzial nur bis auf Konstanten
eindeutig, d.h. wir können Φ immer so wählen, dass Φp0q “ 0 gilt).

Da A monoton ist, ist Φ konvex nach Lemma 3.2.10. Somit ist Φf pvq :“

Φpvq ´ x f, v y SFUS, da Φ es bereits nach Lemma 3.2.11 ist, und x f, ¨ y
sogar stetig ist.

Nach Lemma 3.2.9 bleibt zu zeigen, dass Φf schwach koerzitiv ist. Dann
existiert nämlich ein Minimierer u P V mit Φf puq “ minvPV Φf pvq. Mit
Lemma 3.2.12 folgt Au “ f .

Für v P V gilt

Φf pvq “

ż 1

0

xAptvq, v ydt´ x f, v y

“

ż 1

0

xAptvq ´Ap0q, tv ´ 0 y
loooooooooooooomoooooooooooooon

ě0

1

t
loomoon

ě0

dt´ x f ´Ap0q, v ´ 0 y

ě

ż 1

1
2

xAptvq ´Ap0q, v ydt´ x f ´Ap0q, v y

p‹q

ě
1

2
xA

´v

2

¯

´Ap0q, v y´ x f ´Ap0q, v y

“

B

A
´v

2

¯

,
1

2
v

F

`

B

1

2
Ap0q ´ f, v

F

ě γ
´›

›

›

v

2

›

›

›

¯ ›

›

›

v

2

›

›

›
´

›

›

›

›

1

2
Ap0q ´ f

›

›

›

›

˚

}v}
}v}Ñ8
ÝÝÝÝÑ 8,
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3.2 Potenzialoperatoren

wobei wir in p‹q benutzen, dass die Funktion t ÞÑ xAptvq ´ Ap0q, v y

monoton wächst: es gilt xAptvq´Apsvq, pt´sqv y ě 0 für t ą s wegen der
Monotonie von A und somit xAptvq ´Apsvq, v y ě 0, d.h. xAptvq, v y ě
xApsvq, v y. l
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4 Das stationäre Navier-Stokes

Problem
10.01.20Es bezeichne u ein Geschwindigkeitsfeld eines Fluids, welches Massen-

dichte ρ hat. Die Bewegung des Fluids lässt sich durch die partielle
Differentialgleichung

ρt ´∇ ¨ pρuq “ 0

beschreiben. Bei konstanten Massendichte ergibt sich

∇u “ 0.

Es wird also ein divergenzfreies (solenoidales) Geschwindigkeitsfeld ge-
sucht. Die Navier-Stokes-Gleichung lautet dann

ut ´ ν∆u` pu ¨∇qu`∇π “ f,

wobei π als Druck (pro Dichte) verstanden werden kann und ν ą 0

die kinematische Viskosität. Der Term ν∆u ist ein Diffusionsterm Diffusionstermund
pu ¨∇qu ein Konvektionsterm Konvektionsterm. Für nicht-Newtonsche Fluide schreiben
wir anstatt ´ν∆u z.B. ´∇p|Du|p´2Duq, wobei Du “ 1

2 p∇ ¨ u`∇ ¨ uTq.

Im Eindimensionalen haben wir
d

dt
upxptq, tq “

B

Bt
upxptq, tq `

d

dt
xptq

loomoon

upxptq,tq

B

Bx
upxptq, tq

Für u “ pu1, u2, u3qT haben wir

B

Bt
u1 ´ ν∆u1 `

ˆ

u1
B

Bx
` u2

B

By
` u3

B

Bz

˙

u1 `
B

Bx
π “ f1.

Die Entdimensionalisierung im stationären Problem (ut “ 0) verwendet

x̂ :“
x

L
und û :“

u

U
.

Daraus erhalten wir ∆̂ “ L2∆ und

´
ν

LU
∆̂û “ ´

ν

LU

L2

U
∆u “ ´

νL

U2
∇u,

pû ¨ ∇̂qû “ L2?

U2
pu ¨∇qu,

∇̂π̂ “ L2?

U2
∇π,

wobei π̂ “ π
U2 . Damit erhalten wir die Differentialgleichung

´
ν

LU
∇̂û` pû ¨ ∇̂qû` ∇̂π̂ “ f̂

(mit f̂ “ L
U2 f???). Hier kann auch 1

Re verwendet werden, wobei Re :“
LU
ν die Reynolds-Zahl ist.

Im folgenden betrachten wir das umgeschriebene Problem
$

’

’

&

’

’

%

´ν∆u` pu ¨∇uqu`∇π “ f auf Ω Ă Rd,

∇u “ 0 auf Ω,

u “ 0 auf BΩ.
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In der schwachen Formulierung ergibt sich nach der Multiplikation mit
einer Testfunktion v P H1

0 pΩq
d und anschließender Integration

ν

ż

Ω

p∇uq ¨ p∇vqdx`

ż

Ω

pu ¨∇qu ¨ v dx´

ż

Ω

πp∇ ¨ vqdx “

ż

Ω

fv dx

und
ż

Ω

p∇uqq dx “ 0

für q P L2pΩq. Um den Druck zu eliminieren, fordern wir ∇ ¨ v “ 0. Wir
definieren

V :“ tv P C80 : ∇ ¨ v “ 0u , V :“ V}¨}H1pΩq und H :“ V}¨}L2pΩq .

Lemma 4.0.1
Sei Ω Ă Rd ein beschränktes Lipschitz-Gebiet. Dann gilt

V “
 

v P H1
0 pΩq

d : ∇ ¨ u “ 0
(

H “
 

v P L2pΩqd : ∇ ¨ v “ 0 und γnv “ 0
(

,

wobei ∇v “ 0 für v P L2 bedeutet, dass
ş

Ω
v ¨ p∇ϕqdx “ 0 für alle

ϕ P C80 pΩq gilt. Für glattes v ist γnv :“ pv ¨ nq|BΩ, wobei n den äußeren
Normalenvektor bezeichnet.

Damit ist V Ă H1
0 pΩq

d ein abgeschlossener Unterraum.

Die schwache Formulierung lautet

Zu f P V ˚ finde ein u P V, sodass apu, vq` bpu, u, vq “ x f, v y gilt,

wobei

apv, wq :“ ν

ż

Ω

p∇vq ¨ p∇wqdx “ ν
d
ÿ

i,j“1

ż

Ω

B

Bxj
vi ¨

B

Bxj
wi (22)

bpu, v, wq :“ xpu ¨∇qv, w yL2pΩqd “

d
ÿ

i,j“1

ż

Ω

ui
B

Bxi
vjwj (23)

Lemma 4.0.2
Der Operator a : V ˆV Ñ R aus (22) ist wohldefiniert, linear, beschränkt,
stark positiv und symmetrisch.

Bemerkung 4.0.3 Nach dem Satz von Lax-Milgram besitzt das sta-
tionäre imkompressible Navier-Stokes-Problem (bp¨, ¨, ¨q wird vernach-
lässigt) genau ein „Geschwindigkeitslösung“.

Der Stokes-Operator A : V Ñ V ˚ mit xAv,w y :“ apv, wq existiert und
ist ebenfalls linear, beschränkt, stark positiv und symmetrisch.

Lemma 4.0.4 (b auf LαpΩqd ˆW 1,βpΩqd ˆ LγpΩqd)
Der Operator b : LαpΩqdˆW 1,βpΩqdˆLγpΩqd Ñ R aus (23) mit α, β, γ ą
1 und 1

α `
1
β `

1
γ ist multilinear und beschränkt:

|bpu, v, wq| ď c}u}LαpΩqd ¨ }∇v}LβpΩqdˆd ¨ }w}LγpΩqd .
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Beweis. Es ist

|bpu, v, wq| ď
d
ÿ

i,j“1

ż

Ω

|ui|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bxi
vj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|wj |dx

ď

d
ÿ

i,j“1

ˆ
ż

Ω

|ui|
α dx

˙
1
α

˜

ż

Ω

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bxi
vj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

β

dx

¸
1
β ˆż

Ω

|wj |
γ dx

˙
1
γ

ď

˜

d
ÿ

i,j“1

ż

Ω

|ui|
α dx

¸

1
α
˜

d
ÿ

i,j“1

ż

Ω

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bxi
vj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

β

dx

¸

1
β
˜

d
ÿ

i,j“1

ż

Ω

|wj |
γ dx

¸

1
γ

ď c}u}LαpΩqd ¨ }∇v}LβpΩqdˆd ¨ }w}LγpΩqd . l

Wir haben das folgende Lemma benutzt:

Lemma 4.0.5 (Verallgemeinerte Hölder-Ungleichung)
Seien α, β, γ P p1,8q Hölder-konjugiert: α´1`β´1`γ´1 “ 1. Dann gilt
}uvw}1 ď }u}α}v}β}w}γ für alle u P LαpΩq, v P LβpΩq und w P LγpΩq.

Beweis. TODO, Tut l

Lemma 4.0.6 (b auf V ˆ V ˆ V )
Der Operator b : V ˆ V ˆ V Ñ R aus (23) ist wohldefiniert, beschränkt
und bezüglich des zweiten und dritten Arguments schiefsymmetrisch, d.h.

|bpu, v, wq| ď c}u}}v}}w} @u, v, w P V,

wobei

}v} :“ }v}V :“ }∇v}L2pΩqdˆd “

˜

d
ÿ

i,j“1

ż

Ω

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bxi
vj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dx

¸

1
2

,

und bpu, v, wq “ ´bpu,w, vq für alle u, v, w P V .

Bemerkung 4.0.7 (Schiefsymmetrie) Aus der Schiefsymmetrie folgt
bpx, y,´yq “ 0, da ´bpx, y, yq “ bpx, y,´yq “ ´bpx,´y, yq “ bpx, y, yq.

Beweis. Wir wenden das vorherige Lemma mit β “ 2 und α “ γ “ 4

(oder α “ 3, γ “ 6 o.Ä.) an. Ferner gilt

bpu, v, wq “
d
ÿ

i,j“1

ż

Ω

ui
B

Bxi
vjwj dx

“

d
ÿ

i,j“1

ż

BΩ

uiwjpv ¨ nqdx

looooooooooooomooooooooooooon

“0, da v“0 auf BΩ

´

d
ÿ

i,j“1

ż

Ω

vj
B

Bxi
puiwjqdx

“ ´

d
ÿ

i,j“1

ż

Ω

vj
B

Bxi
uiwj dx´

d
ÿ

i,j“1

ż

Ω

vjui
B

Bxi
wj dx

“ 0´ bpu,w, vq,

da
řd
i“1

B
Bxi
ui “ divpuq “ 0 gilt. l
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Bemerkung 4.0.8 Die Abbildung B : V ˆV Ñ V ˚ mit xBpu, vq, w y “
bpu, v, wq ist bilinear und beschränkt. Wir haben dann Au`Bpu, uq “ f

in V ˚.

Letztlich definiere B : V Ñ V ˚, uÑ Bpu, uq.

Satz 4.0.1: Existenz einer Lösung

Zu f P V ˚ existiert ein u P V mit Au`Bu “ f in V ˚.

Beweis. Wir wenden Satz 1.3.2 an und verifizieren dafür, dass 1 der
Operator B verstärkt stetig ist dass 2 A`B koerzitiv ist.

1 Sei pvnqnPN Ă V eine Folge mit vn á v in V . Wir zeigen Bvn “
Bpvn, vnq Ñ Bv “ Bpv, vq in V ˚. Betrachte für w P V

|xBpvn, vnq ´Bpv, vq, w y| “ |bpvn, vn, wq ´ bpv, v, wq|

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

bpvn, vn, wq ´ bpvn, v, wq

` bpvn, v, wq ´ bpv, v, wq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |bpvn, vn ´ v, wq ` bpvn ´ v, v, wq|

ď |bpvn, w, vn ´ vq| ` |bpvn ´ v, w, vq|

ď pc1 ` c2q}vn}L4}w}}vn ´ v}L4 .

(IST DIE LETZTE ABSCHÄTZUNG LEMMA 4.0.4 MIT
α “ γ “ 4 UND β “ 2? für c1, c2 ą 0. Somit gilt

}Bvn ´Bv}V ˚ “ sup
wPV zt0u

| xBvn ´Bv,w y |

}w}

ď pc1 ` c2qp}vn}L4 ` }v}L4q}vn ´ v}L4

“ c̃p}vn} ` }v}q}vn ´ v}L4

für ein c̃ ą 0. Aus V c
ãÑ L4 folgt }vn ´ v}L4 Ñ 0. Letztlich ist }vn}

beschränkt und somit folgt }Bvn ´Bv}V ˚ Ñ 0.

2 Es ist
xAv `Bv, v y “ apv, vq ` bpv, v, vq

looomooon

“0

“ ν}v}2V . l

Satz 4.0.2: Eindeutigkeit für kleine Daten

Für kleine Daten (Re “ 1
ν , }f}V ˚ ă

ν2

cb
) existiert höchstens eine

Lösung.
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Beweis. Seien u1, u2 P V zwei Lösungen. Dann gilt mit Bemerkung 4.0.7

ν}u1 ´ u2}
2 “ apu1 ´ u2, u1 ´ u2q “ apu1, u1 ´ u2q ` apu2, u1 ´ u2q

“(((
(((x f, u1 ´ u2 y ´ bpu1, u1, u1 ´ u2q

´(((
(((x f, u1 ´ u2 y ` bpu2, u2, u1 ´ u2q

“ bpu2, u2, u1 ´ u2q ´ bpu1, u1, u1 ´ u2q

“ bpu2, u2 ´ u1, u1 ´ u2q
looooooooooooomooooooooooooon

“0

`bpu2, u1, u1 ´ u2q

´ bpu1, u1, u1 ´ u2q

“ bpu2, u1, u1 ´ u2q ´ bpu1, u1, u1 ´ u2q

“ bpu2 ´ u1, u1, u1 ´ u2q ď cb}u1}}u1 ´ u2}
2,

wobei cb die Konstante aus der Beschränktheit von b : V ˆ V ˆ V Ñ R
ist. Durch Testen mit der Lösung erhalten wir eine a-priori-Abschätzung
für u1:

ν}u1}
2 “ apu1, u1q “ x f, u1 y´ bpu1, u1, u1q

loooooomoooooon

“0

ď }f}V ˚}u1}.

Damit erhalten wir

ν}u1 ´ u2}
2 ď cb

cb
ν
}f}V ˚}u1 ´ u2}

2
2.

Dies ist ein Widerspruch zu cb
ν2 }f}V ˚ ă 1. l

Wir betrachten nun
´ν∆u`∇π “ f

mit ∇ ¨u “ 0 und wollen die schwache Formulierung auf H1
0 pΩq

dˆL2
0pΩq

erhalten. Wir betrachten zu nächst die Menge aller Äquivalenzklassen
L2pΩq{R “ trqs :“ q ` C : q P L2pΩqu mit der Norm }q}L2pΩq{R “

infCPR }q ` C}L2 .

Es gilt

L2pΩq{R – L2
0pΩq :“

"

q P L2pΩq :

ż

Ω

qpxqdx “ 0

*

Die schwache Formulierung ist
$

&

%

ν
ş

Ω
∇u ¨∇v dx´

ş

Ω
πdivpvqdx “

ş

Ω
fv dx,

´
ş

Ω
divpuq ¨ q dx “ 0.

Wir definieren

c : H1
0 pΩq

d ˆ L2
0pΩq

d Ñ R, pv, qq ÞÑ ´

ż

Ω

divpvq ¨ q dx.

Dann ist c bilinear und beschränkt, denn

|cpv, qq|
(H)
ď }divpvq}L2}q}L2 ď }∇v}L2}q}L2 “ }∇v}L2}q}L2 .

Nun erhalten wir einen Operator C : H1
0 pΩq Ñ pL2

0pΩqq
˚ mit xCv, q y “

cpv, qq. Das Stokes-Problem wir dann zu
$

&

%

Au` C˚π “ f,

Cu “ 0.
bzw.

˜

A C˚

C 0

¸˜

u

π

¸

“

˜

f

0

¸

,
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wobei C˚ den dualen Operator zu C bezeichnet. Für f P H´1pΩqd können
wir die linke Seite als Apu, πq mit

A : H1
0 pΩq

d ˆ L2
0pΩq

d Ñ
`

H1
0 pΩq

d ˆ L2
0pΩq

d
˘˚

schreiben und erhalten A

˜

u

π

¸

“

˜

f

0

¸

.

Zwar ist A

˜

u

π

¸

“

˜

f

0

¸

für f P H´1pΩqd eindeutig lösbar, aber der

Operator A ist nicht stark positiv, sodass der Satz von Lax-Milgram
nicht angewandt werden kann. Es ist
C

A

˜

v

q

¸

,

˜

v

q

¸G

“

C˜

A C˚

C 0

¸˜

v

q

¸G

“

C˜

Av ` C˚v

Cv

¸

,

˜

v

q

¸G

“ xAv, v y` xC˚q, v y` xCv, q y .

Betrachte v “ 0. Dann ist
C

A

˜

0

q

¸

,

˜

0

q

¸G

“ 0 ­ě C}q}2 “ Cp}v}2 ` }q}2q,

und somit ist A nicht stark positiv. Für Existenz und Eindeutigkeit
genügt Folgendes: es gibt ein β ą 0, sodass

inf
qPL2

0pΩq
q‰0

sup
vPH1

0 pΩq
d

v‰0

cpv, qq

}v}H1
0
}q}L2

0

ě β ą 0.
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22.01.20

Beispiel 4.0.9 (Navier-Stokes für nicht-Newtonsches Fluid)
Anstatt der linearen Relation τ “ µDu für Newtonsche Fluide nimmt
der Spannungstensor die Gestalt

τ “ µ0|Du|
p´2Du, wobei Du “

1

2
p∇u` p∇uqT q

Das korrespondiert zu einer scherratenabhängigen Viskosität µ “ µpDq

und modelliert für p ă 2 eine scherausdünnende (z.B. Blut oder Farbe)
und für p ą 2 scherverdickende (z.B. nasser Sand oder Stärkesuspension)
Flüssigkeit.

Dieser Ansatz kann verallgemeinert werden: Sei S : Rdˆdsym Ñ Rdˆdsym für
d P t2, 3u stetig. Ferner existieren Konstanten c, c0 ą 0, sodass

|SpAq| ď cp1`|A|qp´1, pSpAq´SpBqq : pA´Bq ą 0, SpAq : A ě c0|A|
p

für alle verschiedenen A,B P Rdˆdsym gilt Hierbei steht : für das Frobenius-
Skalarprodukt A : B :“

řd
i,j“1 ai,jbi,j und | ¨ | für die induzierte Norm.˛

Aufgabe: Conclude the schwache Formulierung des stationären Navier-
Stokes Problems für eine verallgemeinerte Klasse imkompressibler nicht-
Newtonschen Fluide

pu ¨∇qu´∇SpDuq `∇π “ f in Ω,

∇ ¨ u “ 0 in Ω,

u “ 0 auf BΩ,

Wie sehen die entsprechenden Operatoren und Räume aus?

Der nichtlineare Operator

A : Vp Ñ V ˚p , xAv,w y :“

ż

Ω

SpDvq : Dw dx

ist strikt monoton, hemistetig, p-koerzitiv und beschränkt: es gibt Kon-
stanten c, c0 ą 0 sodass

xAv, v y ě c0}v}
p
Vp
, }Av}V ˚p ď cp1` }v}Vpq

p´1 @v P Vp

In welchen Schritten muss man p beschränken, wenn man die Exis-
tenz von Lösungen des stationären Navier-Stokes Problem mit nicht-
Newtonschen Fluiden beweisen will?

Tipp: Korn’sche Ungleichung: }∇v}0,p ď c}Dv}0,p.

Wiedereinführung des Drucks

Liegt die rechte Seite f in H´1, können wir auf H´1 ein Funktional F
mit

xF,w y :“ ν

ż

Ω

gradpuq gradpwqdx`

ż

Ω

pu´∇quw ´ x f, w yH´1ˆH1
0
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definieren, wobei u die (eindeutige) schwache Lösung der stationären
Navier-Stokes-Gleichung ist. Also fast wie in der schwachen Formu-
lierung, nur dass diesmal der Definitionsbereich nicht V , sondern der
größere Raum H1

0 ist. Deswegen ist es auch entscheidend, dass f in H´1

und nicht nur in V ˚ liegt. Das wurde historisch tatsächlich von vielen bekannten

Leuten falsch gemacht, es gibt da ein Paper von Jaques Simon in dem er das erklärt.

Weil u eine schwache Lösung ist, gilt xF, v y “ 0 für alle v P V . Aus dem
Satz von De Rham aus der Differentialgeometrie, den wir nicht beweisen,
folgt, dass für alle F P H´1, die auf V verschwinden, eine Funktion p aus
L2

0 – L2{R existiert, so dass gradppq “ F im distributionellen Sinne gilt.
Damit haben wir den Druck eindeutig (bis auf Konstante) bestimmt.
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5 Young-Maße
24.01.2020Motivation. Wir begannen die Vorlesung mit eine Banach-Raum V

und einem nicht-linearen Differentialoperator A : V Ñ V ˚ und suchten
die Lösung u P V für Au “ f in V ˚. Wir stellten eine Folge appro-
ximativer Lösungen punqnPN Ă V mit un á u und Aun á b auf. Die
Herausforderung bestand darin, den Grenzwert zu identifizieren: Au “ b.

Dies ist unter den richtigen Voraussetzungen möglich (z.B. Monotonie,
Pseudomonotonie, etc.). In vielen Anwendung sind die Annahmen jedoch
unrealistisch, z.B. Vorwärts-Rückwärts-Wärmegleichung (vgl. z.B. André
Eikmeier (2016), Evolutionsgleichungen mit nichtmonotonem Hauptteil)
oder Ericksen-Leslie-Gleichungen (vgl. Lukas Geuter (2018), Dissipa-
tive Lösungen der Ericksen-Leslie-Gleichungen).

Ein konkretes Beispiel: Selbst in einem Hilbert-Raum gilt für eine
schwach konvergente Folge un á u und eine nichtlineare Funktion f

– auch wenn fpunq Ñ v stark konvergiert – nicht v “ fpuq. Betrachte
als Beispiel eine Orthonormalbasis un mit un á 0 (Satz von Riesz,
Parseval Identität) und f :“ } ¨ }. Dann gilt fpunq “ 1 ‰ 0 “ fp0q.
Wir wollen also schwache Grenzwerte in einem gewissen Sinne verallge-
meinern, um mehr über den Grenzwert b herauszufinden. ˛
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5.1 Young-Maße

5.1 Young-Maße
Im Folgenden betrachten wir stets LppΩq für ein beschränktes Gebiet Ω

und p P p1,8q.

Wiederholung. Eine beschränkte Folge punqnPN Ă LppΩq konvergiert
genau dann schwach in LppΩq gegen u P LppΩq, wenn

ż

Ω

unv dxÑ

ż

Ω

uv dx @v P pLppΩqq˚ – LqpΩq,
1

p
`

1

q
“ 1

gilt.

Lemma 5.1.1 (Schwache Konvergenz und Mittelwerte)
Sei punqnPN Ă LppΩq beschränkt. Dann gilt un á u genau dann wenn die
Mittelwerte stark konvergieren, d.h.

1

|D|

ż

D

un dxÑ
1

|D|

ż

D

udx

für alle messbaren D Ă Ω gilt.

Beweis. „ ùñ “: Teste mit v :“ 1D.

„ ðù “: Es gilt xun´u, v y Ñ 0 für alle v P spanpt1D : D Ă Ω messbaruq,
welcher dicht liegt. l

Wir sehen nun zwei verschiedene Arten der schwachen Konvergenz, bei
denen stets Ω :“ r0, 1s der Definitionsbereich der Folgen ist.

1

1

2

u1

u2

u3

u4

Abb. 12: Die Funktionen
´

n
1
2 1r0, 1

n s

¯4

n“1
.

Beispiel 5.1.2 (Konzentration der Masse (in 0))
Für

`

un :“ n1{p 1r0, 1
n s

˘

nPN Ă LppΩq gilt }un}0,p “ 1, un á 0 und sogar
un Ñ 0 fast überall, aber nicht un Ñ 0. ˛

x

1

1

Abb. 13: Die Funktionen psinp2πnxqq3n“1.

Beispiel 5.1.3 (Oszillation (vgl. Beispiel 1.1.6))
Die Folge punpxq :“ sinp2πnxqqnPN ist gleichmäßig beschränkt: es gilt
}un}0,8 “ 1. Somit kann es keinen Konzentrationseffekt geben. Es gilt
un á 0 jedoch nicht un Ñ 0. ˛

Wir sehen, dass wir selbst bei starker Konvergenz fast überall oder gleich-
mäßiger Beschränktheit nichts über die Konvergenz aussagen können. Im
Folgenden behandeln wir eine Art, mehr über oszillierende Funktion zu
erfahren.

x1

1

x1

1

Abb. 14: Die Funktionen u1 und u2 aus
Beispiel 5.1.4.

Beispiel 5.1.4 (Erstes Young-Maß (vgl. Beispiel 1.1.8))
Für upxq :“ hpxq ´ 2hp2x ´ 1q, wobei h die Heaviside-Funktion ist,
definiere unpxq :“ upnxq, wobei u 1-periodisch fortgesetzt wird.

Wir wollen die Wahrscheinlichkeit messen, mit der ein Funktionswert
„im Grenzwert“ angenommen wird. In diesem Fall ist das zugehörige
Young-Maß, welches ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist, dass diese Wahr-
scheinlichkeit modelliert, gegeben durch

ν :“
δt1u ` δt´1u

2
,

wobei δ das Dirac-Maß ist. ˛

60



5.1 Young-Maße

Abb. 15: Die Funktionen punpxqq3n“1 aus
Beispiel 5.1.5.

Beispiel 5.1.5 (Zweites Young-Maß)
Betrachte die Hütchenfunktionenfolge in Abbildung 15. Hier ist ν die
Gleichverteilung auf r´1, 1s und es gilt νpAq “ |A X r´1, 1s| für alle
messbaren A Ă r´1, 1s. ˛

Beispiel 5.1.6 (Drittes Young-Maß (vgl. Beispiel 1.1.6))
Betrachte unpxq :“ sinp2πnxq. Hier hat ν die Dichte arcsinpyq

π “ 1
π
?

1´t2

auf r´1, 1s, da wir "von der y-Achse auf die Funktion schauen". Der
Faktor 1

π normiert ν zu einem Wahrscheinlichkeitsmaß. Also gilt für alle
messbaren A Ă r´1, 1s

νpAq “
1

π

ż

AXr´1,1s

1
?

1´ t2
dt ˛

In diesen Beispielen herrschte überall das gleiche Oszillationsverhalten.
Das muss jedoch nicht sein, man kann z.B. auch die ersten beide Beispiel
kombinieren, indem man auf

“

0, 1
2

‰

die ersten un’s und auf
“

1
2 , 1

‰

die
andere nimmt. Deren Young-Maß ist dann auf

“

0, 1
2

‰

das Young-Maß
aus dem ersten Beispiel und auf

“

1
2 , 1

‰

das aus dem zweiten.

Wir haben also „herausgefunden“, dass das Young-Maß eine maßwertige
Funktion von Ω in einen Raum von geeigneten Maßen ist und jedes
x P Ω auf ein Maß νpxq “: νx abbildet. In allen diesen Beispielen gilt
un á 0 “ Erνxs für alle x P Ω.

Diese Intuition wollen wir nun mathematisch präzisieren.

definition 5.1.7 (Radon-Maße, C0pRq)
SeiMpRq der Vektorraum Für die Vektorraumstruktur (sonst können

wir keine Norm definieren) benötigen wir
eigentlich auch signierte Maß, da aber
Wahrscheinlichkeitsmaße nichtnegativ sind,
ignorieren wir dies.

der beschränkten Radon-Maße auf R. Ein
beschränktes Maß µ heißt Radon-Maß, wenn folgende Regularitätsei-
genschaft für alle A P BpRq erfüllt ist:

µpAq “ suptµpKq : K Ă A kompaktu.

AufMpRq definieren wir die Norm

}µ}MpRq :“

ż

d|µ| “ sup
pAkqNk“1

N
ÿ

k“0

|µ|pAq,

wobei die Ak eine paarweise disjunkte Ausschöpfung von R sind.

Es gilt PpRq ĂMpRq, wobei PpRq die Wahrscheinlichkeitsmaße auf R
bezeichnet, und µ P PpRq genau dann wenn }µ}MpRq “ 1 und µ ě 0

gilt.

Wir betrachten C0pRq :“ tu P CpRq : upxq
|x|Ñ8
ÝÝÝÝÑ 0u mit der Supre-

mumsnorm.
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5.1 Young-Maße

Satz 5.1.1: Riesz-Markov-Kakutani

Es giltMpRq – pC0pRqq˚ via xµ, f yMpRqˆC0pRq :“
ş

f dµ.

definition 5.1.8 (L8w˚pΩ;MpRqq, schwach˚-messbar)
Sei

L8w˚pΩ;MpRqq :“ tu : Ω ÑMpRq : u P L8 ist schwach˚-messbar.u,

wobei wir ν schwach˚-messbar schwach˚-messbarnennen, wenn die Abbildung

x ÞÑ x νx, f y “

ż

R
fpyqdνxpyq

für alle f P C0pRq messbar ist.

Satz 5.1.2

Es gilt
`

L1pΩ; C0pRqq
˘˚
– L8w˚pΩ;MpRqq.

Beweis. Diestel/Uhl: Vector Measures. l

definition 5.1.9 (Young-Maß)
Seien Ω Ă Rd messbar und beschränkt sowie pun : Ω Ñ RqnPN eine Folge
messbarer Funktionen. Die Abbildung νp¨q P L8w˚pΩ;MpRqq heißt von
der Folge punqnPN erzeugtes Young-Maß Young-Maß, wenn νx P PpRq für alle x P Ω

gilt und für jede Caratheodory-Funktion f : Ωˆ RÑ R aus

`

fp¨, unp¨qq
˘

nPN
nÑ8
ÝÝÝá f in L1pΩq,

folgt, dass fpxq “
ş

R fpx, tqdνxptq fast überall gilt.

Satz 5.1.3: Hauptsatz über Young-Maße

Seien Ω und punqnPN wie oben. Existiert eine stetige monoton
wachsende Funktion g : r0,8q Ñ R mit gptq tÑ8

ÝÝÝÑ 8 und Ist punqnPN in Lp beschränkt, wähle
gptq :“ tp.

sup
nPN

ż

Ω

gp|unpxq|qdx ă 8, (24)

dann existiert eine Teilfolge pun1qn1PN, welche ein Young-Maß
erzeugt.

31.01.20

Bemerkung 5.1.10 (Separable Testfunktionen)
Um ein Young-Maß zu charakterisieren, müssen nicht Caratheodory-
Funktionen betrachtet werden. Da

L1pΩq b C0pRq :“ span
` 

px, tq ÞÑ hpxqgptq : h P L1pΩq, g P C0pRq
(˘

über die Identifikation rfpxqsptq :“ hpxqgptq dicht in L1pΩ; C0pRqq liegt Die Dichtheit gilt übrigens sogar für

p P r1,8q.

,
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5.1 Young-Maße

genügt es nur Funktionen der Form px, tq ÞÑ hpxqgptq zum Testen zu
betrachten.

Lemma 5.1.11 (Erwartungswert der Young-Maßes)
Sei punqnPN Ă LppΩq für p P r1,8s, sodass un á u für p ă 8 bzw
un

˚
á u für p “ 8. Ist ν ein Young-Maß einer Teilfolge von un so gilt

upxq “

ż

R
tdνxptq “ Erνxs fast überall in Ω.

Beweis. Da (24) erfüllt ist, existiert eine Teilfolge pun1qn1PN und ein
zugehöriges Young-Maß. Ist ν nun ein beliebiges Young-Maß, so wählen
wir die Caratheodory-Funktion fpx, tq :“ t. Dann gilt für p P r1,8q
(schwach˚-Konvergenz in L8 ist L1-Konvergenz)

fp¨, un1q “ un1 á u

in LppΩq und somit auch in L1pΩq, da Ω beschränkt ist. Nach dem
Hauptsatz über Young-Maße folgt

upxq “

ż

R
fpx, tqdνxptq “

ż

R
tdνxptq “ Erνxs. l

Bemerkung 5.1.12 Wie überprüft man, dass im konkreten Fall (gege-
ben ein fp¨, un1q) schwach in L1 konvergiert?

• Ist punqn für p P p1,8q in Lp beschränkt, und für ein C ą 0 und
ein q ă p der Wachstumsbedingung

|fptq| ď Cp1` |t|qq,

genügt (hier f : RÑ R), so folgt für r P
”

1, pq

ı

ż

R
|fpunq|

r dx ď

ż

R
Cp1` |un|

qqr dx ď Cp1` }un}
p
0,pq ď C1.

• Selbst, wenn pfpunqqnPN Ă L1pΩq in L1pΩq beschränkt ist, muss es
keine schwach konvergente Teilfolge geben. Jedoch gilt der

Satz 5.1.4: Dunford-Pettis

Eine beschränkte Folge punqnPN Ă L1pΩq hat genau dann ein
schwach konvergente Teilfolge, wenn punqnPN gleichgradig
integrierbar ist, d.h. für alle ε ą 0 existiert ein δ ą 0 sodass

ż

A

|un|dλ ă ε @A Ă Ω messbar, λpAq ă δ @n P N .

gilt. Dies ist äquivalent zu

@ε ą 0 DM ą 0 :

ż

tx:|unpxq|ąMu

|un|dλ ă ε @n P N .
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5.1 Young-Maße

Satz 5.1.5: De la Vallée Poussin

Eine beschränkte Folge punqnPN Ă L1pΩq hat genau dann
eine schwach konvergente Teilfolge, wenn eine monoton wach-
sende Funktion ψ : r0,8q Ñ r0,8q existiert mit

ψpzq

z
zÑ8
ÝÝÝÑ 8, und sup

nPN

ż

R
ψp|un|q dx ă 8.

Lemma 5.1.13 (John M. Ball (1989))
Es gilt fast überall

νxpAq “ lim
εŒ0

lim
nÑ8

|ty P Bpx, εq : unpyq P Au|

|Bpx, εq|
,

wobei | ¨ | Volumen beschreibt.

Beispiel 5.1.14 (Y-Me „erkennen“ Konzentrationseffekte nicht)
Sei un :“ n1{p 1r0, 1

n s
wie in Beispiel 5.1.2. Wir betrachten das Verhalten

von pfpunqqnPN in L8p0, 1q für Funktionen f P C0pRq. Seien f P C0pRq
und ν P L1p0, 1q gilt

x fpunq, ν yRˆMpRq “

ż

fpunqν
loomoon

Ñfp0qν

dx
Lebesgue
ÝÝÝÝÝÝÑ
nÑ8

ż

fp0qν dx,

also fpunq
˚
Ýá fp0q in L8p0, 1q. Damit folgt fp0q “

ş

fptqdνxptq, also
νx “ δt0u fast überall. Jedoch ist das Young-Maß der Nullfolge auch
δt0u. ˛

Satz 5.1.6: P. Pedregal, 1997

Sei punqnPN Ă LppΩq für p P r1,8q. Dann gilt un á u in LppΩq
genau dann wenn

1 punqnPN schwach in L1pΩq konvergiert.
2 Das von punqnPN erzeugte Young-Maß die Form νx “ δupxq

für ein u P LppΩq hat.

07.02.2020Wir können nun den Hauptsatz beweisen.

Beweis. 1 Da g monoton wachsend (W) ist, gilt für t P r0,8q

8 ą sup
nPN

ż

Ω

gp|unpxq|qdx
(W)
ě sup

nPN

ż

tx:|unpxq|ětu

gptqdx

ě gptq ¨ sup
nPN

mptx : |unpxq| ě tuq.

Da gptq tÑ8
ÝÝÝÑ 8 gilt, folgt aus dem Obigen

lim
tÑ8

sup
nPN

mptx : |unpxq| ě tuq “ 0. (25)

2 Sei un wie im Satz und erfülle (25). Zu jedem un assoziieren wir
die maßwertige Funktion

νpnq : Ω ÑMpRq, νpnqx :“ δtunpxqu.
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5.1 Young-Maße

Dann gilt νpnq P L8w*pΩ;MpRqq und }νpnq} ď 1:

i Messbarkeit: Für f P C0pRq und x P Ω gilt

x νpnqx , f yMpRqˆC0pRq “

ż

R
fptqdνpnqx ptq

“

ż

R
fptqdνtunpxquptq “ fpunpxqq.

Somit ist x ÞÑ x ν
pnq
x , f y messbar, da un messbar und f stetig

sind.

ii Nach Definition 5.1.7 gilt

}νpnqx }MpRq “

ż

R
d|νpnqx | “

ż

R
dδtunpxqu “ 1

und somit }νpnq}L8w*
pΩ;MpRqq “ 1. Mit Satz 5.1.2, der Separabi-

lität von L1pΩ; C0pRqq (selber überlegen!) und der Beschränkt-
heit von pνpnqqnPN folgt die Existenz einer gleichnamigen Teil-
folge pνpnqqnPN und einem ν P L8w*pΩ;MpRqq mit

νpnq
˚
Ýá ν in L8w*pΩ;MpRqq,

das heißt für alle f̃ P L1pΩ; C0pRqq gilt
ż

Ω

pf̃pxqqpunpxqqdx “

ż

Ω

ż

R
pf̃pxqqptqdνpnqx ptq

“

ż

Ω

x νpnqx , f̃pxq yMpRqˆC0pRq dx

“ x νpnq, f̃ y
nÑ8
ÝÝÝÑ x ν, f̃ y

“

ż

Ω

ż

R
pf̃pxqqptqdνxptq.

Wir betrachten f̃ der Form pf̃pxqqptq “ gpxqfptq mit g P L1pΩq

und f P C0pRq. Dann gilt f̃ P L1pΩ; C0pRqq, also folgt nach
dem Obigen

ż

Ω

gpxqfpunpxqqdx
nÑ8
ÝÝÝÑ

ż

Ω

ż

R
fptqdνpnqx ptqgpxqdx

“

ż

Ω

x νx, f yMpRqˆC0pRq gpxqdx.

Da g beliebig war, gilt für alle f P C0pRq

fpunq
˚
Ýá x ν, f y in L8pΩq (26)

3 Wir zeigen νx P PpRq für fast alle x P Ω. Da }νpnqx }MpRq ď 1 für
alle n P N und fast alle x P Ω und insbesondere }νpnq} ď 1 für alle
n P N gilt und die Norm schwach˚ folgenunterhalbstetig ist, folgt
}ν} ď 1.

i Wir zeigen νx ě 0 fast überall. Mit (26) folgt für g P L1pΩq

und f P C0pRq
ż

Ω

gpxqfpunpxqqdxÑ

ż

Ω

x νx, f y gpxqdx.
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5.1 Young-Maße

Für f, g ě 0 folgt also
ş

Ω
x νx, f y gpxqdx ě 0. Hieraus folgt

x νx, f y ě 0 für fast alle x P Ω und alle f P C0pRq mit f ě 0(,

da man g als Indikatorfunktionen wählen kann, die gegen einen

Punkt konvergieren und dann Lebesgue anwendet).Somit folgt

x νx, f y “

ż

R
fptqdνxptq

und somit νx ě 0 (man kann sich auf beschränkte messbare

Mengen A beschränken, dann glätten und benötigt nur punktweise

Grenzwerte, und kann also Lebesgue anwenden).

ii Wir zeigen, dass νx ein Wahrscheinlichkeitsmaß, d.h. }νx} “ 1

fast überall: Sei T k P C0pRq gegeben durch die links beschrie-

1

´k k

´k ´ 1 k ` 1

T k

bene Funktion. Für alle messbaren Mengen E Ă Ω gilt mit
(26)

lim
nÑ8

1

|E|

ż

E

T kpunpxqq dx “ lim
nÑ8

1

|E|

ż

Ω

1EpxqT
kpunpxqqdx

“
1

|E|

ż

E

x νx, T
k y dx

“
1

|E|

ż

E

ż

R
T kptq
loomoon

ď1

dνxptq

loooooooomoooooooon

ď}νx}

dx

ď
1

|E|

ż

E

}νx} dx

Ist das am Anfang nicht Lemma 5.1.1??? Andererseits
gilt

0 ď
1

|E|

ż

E

p1´ T kpunpxqqq
looooooooomooooooooon

“0 für |unpxq|ďk

dx ď
mptx P E : |unpxq| ě kuq

|E|

ď
1

|E|
sup
nPN

mptx P Ω : |unpxq| ě kuq “: εk.

Somit folgt 1´ εk ď
1
|E|

ş

Ω
T kpunpxqqdx.

Im Grenzwert folgt für nÑ8

1´ εk ď lim
nÑ8

1

|E|

ż

E

T kpunpxqqdx ď
1

|E|

ż

E

}νx}dx.

Für k Ñ8 gilt also

1 ď
1

|E|

ż

E

}νx} dx ď 1

und somit gilt
1

|E|

ż

E

}νx}dx “ 1

für alle messbaren Mengen E Ă Ω.

4 Da νpnq ˚
Ýá ν in L8w*pΩ;MpRqq gilt, können wir ähnlich wie oben

folgern: Seien g P L8pΩq, f P L1pΩ; C0pRqq. Wir betrachten

pf̃pxqqptq :“ gpxqpfpxqqptq.
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5.1 Young-Maße

Dann gilt f̃ P L1pΩ; C0pRqq. Somit folgt für alle g P L8

ż

Ω

gpxq x νpnqx , fpxq ydx “ x νpnq, f̃ y
nÑ8
ÝÝÝÑ x ν, f̃ y

“

ż

Ω

gpxq x νx, f̃pxq ydx.

Es folgt also

pfp¨qqpunp¨qq “

ż

R
pfp¨qqptqdν

pnq
p¨q
ptq “ x νpnq, fp¨q y

˚
ÝÝÝÝÝá
in L1pΩq

x ν, fp¨q y “

ż

R
pfp¨qqptqdνp¨qptq

für alle f P L1pΩ; C0pRqq oder punktweise notiert:

rx ÞÑ pfpxqqpunpxqqs á

„

x ÞÑ

ż

R
pfpxqqptqdνxptq



. (27)

Wir betrachten L1pΩ; C0pRqq als Teilmenge der Caratheodory-
Funktionen (via pfpxqqptq Ø fpx, tq). Dann liest sich (27) so:

rx ÞÑ fpx, unpxqqs ÝÝÝÝÝá
in L1pΩq

„

x ÞÑ

ż

R
fpx, tqdνxptq



oder so:
fp¨, unq á

ż

R
fp¨, tqdνp¨qptq.

14.02.2020

5 Seien

f`px, tq :“ maxpfpx, tq, 0q und f´px, tq :“ fpx, tq ´ f`px, tq.

Nach dem Satz von Dunford-Pettis sind die Mengen

 

f`p¨, unp¨qq
(

nPN und
 

f´p¨, unp¨qq
(

nPN

schwach folgenkompakt in L1. Es genügt somit, nur f ě 0 zu
betrachten. Da bis auf Teilfolgen

fp¨, unp¨qq á f in L1pΩq

gilt, müssen wir

f “ x νx, f y fast überall

zeigen.

Sei T k wie oben. Betrachte

fkpx, tq :“ fpx, tqT kptq

Für festes x P Ω gilt somit fkpx, ¨q P C0pRq. Sei ϕ P L8pΩq. Wir
wollen zeigen, dass

ż

Ω

ϕpxqfkpx, unpxqqdx
kÑ8
ÝÝÝÑ

ż

Ω

ϕpxqfpx, unpxqqdx (28)

gleichmäßig in n gilt.

67



5.1 Young-Maße

Sei ε ą 0. Zunächst gilt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

ϕpxq
“

fkpx, unq ´ fpx, unq
‰

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C

ż

|unpxq|ěk

fpx, unqdx

Da pfp¨, unp¨qqqnPN schwach in L1pΩq konvergiert folgt aus dem Satz
von Dunford-Pettis die Existenz eines M ě 0 sodass für alle
n P N

ż

tx:fpx,unpxqqěMu

fpx, unpxqqdx ď ε

gilt. Summa summarum gilt für genügend große k und alle n P N
ż

tx:|unpxq|ěku

fpx, unpxqq dx “

ż

#

x : |unpxq| ě k,

fpx, unpxqq ďM

+ fpx, unpxqqdx

`

ż

#

x : |unpxq| ě k,

fpx, unpxqq ąM

+ fpx, unpxqqdx

ďM ¨mptx : |unpxq| ě kuq ` ε

ď 2ε.

Da fk die Voraussetzungen der vorangegangen Schritte des Beweises
erfüllt (!), gilt für ϕ P L8pΩq

ż

Ω

ϕpxqfkpu, unpxqq dx
nÑ8
ÝÝÝÑ

ż

Ω

ϕpxq x νx, f
kpx, ¨q ydx.

Da der Grenzwert gleichmäßig in n ist, können wir die Grenzprozesse
vertauschen:

lim
kÑ8

ż

Ω

ϕpxq x νx, f
kpx, ¨q ydx “ lim

kÑ8
lim
nÑ8

ż

Ω

ϕpxq x νx, f
kpx, ¨q ydx

“ lim
nÑ8

lim
kÑ8

ż

Ω

ϕpxq x νx, f
kpx, ¨q ydx

“ lim
nÑ8

ż

Ω

ϕpxq x νx, fpx, ¨q ydx

“

ż

Ω

fpxqϕpxqdx.

Somit gilt
ż

Ω

fpxqϕpxqdx “ lim
kÑ8

ż

Ω

ż

R
fkpx, tqdνxptqϕpxqdx.

Wähle nun ϕ ě 0. Dann gilt

fkpx, tq
kÑ8
ÝÝÝÑ fpx, tq fast überall.

Da fk monoton wachsend ist, folgt mit dem Satz über monotone
Konvergenz

ż

Ω

fpxqϕpxqdx “

ż

Ω

ż

R
fpx, tqdνxptqϕpxqdx

und somit mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung (da
C8c Ă L8)

x νx, fpx, ¨q y “ fpxq fast überall. l
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5.2 Anwendungen: Maßwertige Lösungen

Beispiel 5.2.1 (Nicht monotoner Hauptteil)
Betrachte das Randwertproblem in Divergenzform

$

&

%

´∇ ¨ pϕp∇uqq “ 0, x P Ω,

u “ 0, x P BΩ,

wobei ϕ nicht monoton, aber stetig ist und Konstanten c1, c2, c3 ą 0

existiert, sodass für alle x P Ω gilt

|ϕpxq| ď c1p1` |x|q und ϕpxq ¨ x ě c2|x|
2 ´ c3.

Wir wollen mit Regularisierung eine approximierende Folge von Lösungen
konstruieren. Betrachte

$

&

%

´∇ ¨ pϕp∇uεqq ` ε∆2uε “ 0, auf Ω,

uε “ 0 und ∇uε ¨ n “ 0, auf BΩ,

wobei n ein äußerer Normalenvektor ist. Durch den gutartigen Regulari-
sierungsterm ε∆2u ist das Randwertproblem nun von vierter Ordnung,
somit benötigen wir mehr Randbedingungen. Eine andere mögliche Randbedingung wäre

∆u “ 0 auf δΩ. Wähle dann
V :“ H1

0 pΩq X H2
0 pΩq.

Für die variationelle For-
mulierung wählen wir V :“ pH2

0 pΩq, }∆ ¨ }2q und betrachten die schwache
Formulierung

ż

Ω

ϕp∇uεq∇v dx
looooooooomooooooooon

“:xBuε,v y

` ε

ż

Ω

∆uε∆v dx
loooooooomoooooooon

“:xAuε,v y

“ 0 @v P H2
0 pΩq (Pε)

Als Übung zeigt man mit dem Satz von Browder-Minty, dass es für
alle ε ą 0 eine Lösung gibt.

A-priori-Abschätzung. Wir testen in (Pε) mit v “ uε und erhalten

0 “ xAuε, uε y` xBuε, uε y “

ż

Ω

ϕp∇uεq∇uε dx` ε

ż

Ω

p∆uεq
2 dx

“

ż

Ω

ϕp∇uεq∇uε dx` ε}uε}
2
H2

0

ě

ż

Ω

c2}uε}
2 ´ c3 dx` ε}uε}

2
H2

0

“ c2}uε}
2
H1

0
´ c3|Ω| ` ε}uε}

2
H2

0
.

Somit sind
?
ε}uε}H2

0
und }uε}H1

0
unabhängig von ε beschränkt. Daher

existieren (gleich bezeichnete) Teilfolgen, sodass

∇uε
in L2

pΩq
ÝÝÝÝÝá ∇u und ε}∆uε}H2

0

εŒ0
ÝÝÝÑ 0

gilt.

Grenzwertidentifikation. Wir wollen zum Grenzwert übergehen. Für
alle v P H2

0 pΩq gilt

ε xAuε, v y` xBuε, v y ď ε}∆uε}2}∆v}2
looooooomooooooon

εÑ0
ÝÝÝÑ0

`xBuε, v y .
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5.2 Anwendungen: Maßwertige Lösungen

Im zweiten Term können wir nicht zum Grenzwert übergehen, da wir nur
schwache Konvergenz und keine Monotonie haben. Deswegen wollen wir
den Grenzwert im Sinne von Young-Maßen identifizieren.

Da die Folgen puεqεą0 in H1
0 pΩq und p∇uεqε in L2pΩq beschränkt sind

und somit die Voraussetzungen des Hauptsatzes erfüllen, erzeugt die Folge
p∇uεqεą0 ein Young-Maß νx P L8w*pΩ;MpRqq. Wir müssen überprüfen,
ob ϕ zulässig ist. Zunächst ist ϕ stetig und somit eine Caratheodory-
Funktion.

Wir wollen zeigen, dass pϕp∇uεqqεą0 in L1pΩq schwach konvergiert.
Nach dem Satz von de la Vallée Poussin genügt es eine Funkti-
on ψ : r0,8q Ñ r0,8q mit

ψpzq

z
zÑ8
ÝÝÝÑ 8, und sup

nPN

ż

R
ψp|ϕp∇uεpxqq|q dx ă 8.

zu finden. Die Funktion ψpzq :“ z2 erfüllt beide Bedingungen: für alle
n P N und alle ε ą 0 gilt

ż

Ω

|ϕp∇uεq|2 dx ď c21

ż

Ω

p1` |∇uε|q2 dx ď cp1` }∇uε}22q ă 8

Somit gilt
ϕp∇uεq á x νx, ϕ y in L1pΩq

und somit nach dem Hauptsatz

xBuε, v y Ñ

ż

Ω

x νx, ϕ y∇v dx,

für alle v P H2
0 pΩq, also

x νx, id y “ ∇u für fast alle x P Ω. ˛

05.02.19

Beispiel 5.2.2 (TODO)
Betrachte ein eindimensionales Randwertproblem in Divergenzform

$

&

%

´papx, u1pxqqq1 “ 0 in pa, bq,

upaq “ upbq “ 0
(P)

und seine Operator-Formulierung: Sei V :“W1,p
0 pa, bq

Au “ 0 in V ˚, A : V Ñ V ˚, xAu, v y :“

ż b

a

apx, u1pxqqv1pxqdx

Hierbei soll a die Voraussetzungen von Satz 1.3.3 erfüllen.

Sei punqnPN Ă V eine approximierende Folge mit un á u und Aun á b

in V ˚, also
ap¨, unp¨qq á b in LppΩq,

welche ein Young-Maß νp¨q : pa, bq Ñ PpRq erzeugt.

Nun können wir einen verallgemeinerten Lösungsbegriff definieren:
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definition 5.2.3 (Maßwertige Lösung)
Das Dupel pu, νp¨qq P V ˆ L8w*pΩ;MpRqq heißt maßwertige Lösung von
(P), wenn für alle v PW1,p

0 pa, bq und fast alle x P pa, bq

ż b

a

ż

R
apx, tqdνxptqv

1pxqdx “ 0 und
ż

R
tdνxptq “ u1pxq

gilt bzw (für das erste Beispiel (Pε))
ż

Ω

x νx, ϕ y∇v dx “ 0 und ∇upxq “ x νx, id y für fast alle x P Ω.

Ist νx “ δu1pxq, so ist u eine schwache Lösung. ˛

Bemerkung 5.2.4 Maßwertige Lösungen können nur angewandt wer-
den, wenn oszillatorisches Verhalten vorliegt, jedoch nicht für Konzentra-
tionseffekte. Dafür benutzt man verallgemeinerte Young-Maße, welches
ein Tripel pν, λ, ν8q ist, wobei λ defekt (????) ist und ν8 den Winkel
angibt (vgl. Tomáš Roubiček: Relaxation in Optimization Theory and
Variational Calculus oder das Paper von Madja und DiPerna, 1987.)

Beispiel 5.2.5 (Wenn Young-Maße scheitern)
Betrachte für ein offenes Intervall Ω das eindimensionale Randwertpro-
blem

$

&

%

´pΦpu1pxqq1 “ 0 in Ω,

u “ 0 auf BΩ,

wobei Φ: RÑ R durch ϕ` id definiert ist und x

ϕ

Φ

Abb. 16: Die Abbildungen ϕ und Φ.

ϕ : RÑ R, x ÞÑ

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

x` 1
2 , für x ă ´ 3

2 ,

´1, für ´ 3
2 ď x ă ´ 1

2 ,

2x, für ´ 1
2 ď x ă 1

2 ,

1, für 1
2 ď x ă 3

2 ,

x´ 1
2 , für x ą 3

2 .

Dann ist ϕ monoton, stetig (insbesondere radialstetig) und koerzitiv.
Somit ist Φ strikt monoton, stetig und koerzitiv: für x ‰ y P R gilt

pΦpxq ´ Φpyqqpx´ yq “ pϕpxq ´ ϕpyqqpx´ yq ` px´ yq2 ą 0

Und |Φpxq|
4‰
ď |ϕpxq| ` |x| ď 3p|x| ` 1q. Nach dem Satz von Murat

existiert eine eindeutige schwache Lösung u P H1
0 pΩq, also gilt

ż

Ω

Φpu1qv1 dx “ 0

für alle v P H1
0 pΩq. Diese schwache Lösung ist auch eine maßwertige

Lösung mit νx “ δu1pxq: Es gilt
ż

R
tdδu1pxqptq “ u1pxq
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und
ż

Ω

ż

R
Φptqdδu1pxqptqv

1pxqdx “

ż

Ω

Φpu1pxqqv1pxqdx “ 0

für alle v P H1
0 pΩq.

Für ω P H1
0 pΩq mit }ω1}L8pΩq ă 1

4 definiere

νx “
1´ ω1pxq

2
δ2ω1pxq`1 `

1` ω1pxq

2
δ2ω1pxq´1.

Dann gilt νx ě 0 und

νxpRq “
1´ ω1pxq

2
`

1` ω1pxq

2
“ 1.

Die Regularität ist klar, also ist νx ein Warscheinlichkeits-Radon-Maß.

Für f P CpRq definiere die Kurznotation

x νx, f y :“

ż

R
fptqdνxptq.

Dann gilt

x νx, id y “

ż

Ω

tdνxptq

“
p1´ ω1pxqqp2ω1pxq ` 1q

2
`
p1` ω1pxqqp2ω1pxq ´ 1q

2
“ ω1pxq.

(29)

Da |ω1pxq| ă 1
4 fast überall in Ω gilt, folgt

1

2
“ ´

1

2
` 1 ď 2ω1pxq ` 1 ď

3

2

und analog 2ω1pxq ´ 1 P
“

´ 3
2 ,´

1
2

‰

fast überall in Ω. Somit gilt

ϕp2ω1pxq ` 1q “ 1 “ ´ϕp2ω1pxq ´ 1q

fast überall in Ω. Somit folgt mit 29

x νx,Φ y “ x νx, ϕ y` x νx, id y

“
p1´ ω1pxqqϕp2ω1pxq ` 1q

2
`
p1` ω1pxqqϕp2ω1pxq ´ 1q

2
` ω1pxq

“ ´ω1pxq ` ω1pxq “ 0.

Somit folgt für alle v P H1
0 pΩq

ż

Ω

x νx,Φ y v
1pxqdx “ 0.

Somit existieren unendlich viele maßwertige Lösungen pνp¨q, vq mit v ‰ u.˛

Das obigen Beispiel zeigt, dass auch ein korrekt gestelltes Problem korrekt gestellt bedeutet hier nicht
notwendigerweise stetige Abhängigkeit von
den Daten.

in
schwacher Formulierung unendliche viele "nicht-physikalische"Lösungen
hat, wenn man maßwertige Lösungen zulässt. Dies zeigt, dass man Zu-
lässigkeitskriterien benötigt, um die „richtige“ maßwertige Lösung zu
finden.

Dafür gibt es mehrere Ansätze:
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1 Energy inequality. Für die stationäre Euler-Gleichung (ut `
pu ¨∇qu`∇p “ 0, ∇u “ 0) nutzt man z.B.

d

dt

ż

Ω

|upx, tq|2 dx ď 0.

Dies kann sinnvoll sein, da die L2-Norm bezüglich x die Energie
des Systems darstellt. Andere Möglichkeiten sind

ż

Ω

|upx, tq|2 dx ď

ż

Ω

|u0px, tq|
2 dx

fast überall in r0, T s oder
ż

Ω

|upx, tq|2 dx ď

ż

Ω

|upx, sq|2 dx

fast überall für s ě t.

Für die Navier-Stokes Gleichung ut ` µ∆u` pu ¨∇qu`∇p “ 0,
∇u “ 0 kann man

d

dt

ż

Ω

|upx, tq|2 dx`

ż

Ω

|∇upx, tq|2 dx ď 0.

verwenden.

2 (Maßwertige) schwach-stark Einzigkeit. Das beschreibt die
Eigenschaft eines verallgemeinerten Lösungsbegriffs, dass eine starke
(nicht notwendigerweise klassische) Lösung die einzige unter den
verallgemeinerten Lösung ist, d.h. existiert eine starke Lösung, so ist
die verallgemeinerte Lösung eindeutig und stimmt mit der starken
Lösung überein.
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