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Elementare Datenstrukturen

1.1 Dynamische Mengen

Dynamische Mengen (in python-Sprech: dictionaries) sind in der In-
formatik Mengen, die sich z.B. wihrend eines Algorithmus veréndern,
obwohl sie im Code oder in der mathematischen Beschreibung mit dem
gleichen Symbol bezeichnet werden. Ein Beispiel fiir eine dynamische Men-
ge ist eine Liste, der wiahrend eines Algorithmus Elemente hinzugefiigt

werden.

Die notwendige Operationen auf einer dynamischen Menge sind das
Hinzufiigen, das Entfernen und das Testen auf Enthaltensein. Oft werden

komplizierte Operationen benétigt (vgl. Beispiel 1.1.1).

Die Elemente einer dynamischen Menge werden von Objekten dargestellt,
welche Attribute besitzen. Die Attribute kénnen gelesen und modifiziert

werden, sofern ein Zeiger auf dieses Objekt existiert.
Beispiel 1.1.1 (Operationen auf einer dynamischen Menge S)

Oft wird das Attribut key zur Identifizierung eines Objekts genutzt.

e Search(S,k) gibt einen Zeiger auf eine Element x € S mit x.key
= k zurlick und None sonst.

e Insert(S,k) Fiigt das durch z referenzierte Element zu S hinzu.

e Delete(S,k) Loscht das durch z referenzierte Element aus S.

e Maximum(S) gibt einen Zeiger = auf das Element in .S, fiir das x . key

maximal ist. (Minimum(S) analog)

e Successor(S,x) gibt einen Zeiger auf das Element mit nichstgro-

ferem key. (Predecessor(S,x) analog)

Je nach Anwendung werden nicht alle Operationen benétigt oder sind
gar nicht definiert. o
Bemerkung 1.1.2 (Das Attribut key) Das Attribut key eines Ob-
jekts kann mit dem Objekt {ibereinstimmen, z.B. S = N, muss es jedoch
nicht: Sind die Objekte Autos, konnte das Attribut key das Kennzeichen
des Fahrzeugs sein.

Wahrend auf den Objekten einer Menge keine Ordnung existieren muss
(z.B. Autos), sind die Attribute key sortierbar (z.B. alphabetisch).

Stacks und Queues

Der stack (Stapel) ist eine sehr restriktive Datenstruktur, da man nicht
auf alle Elemente zugriefen kann. Man stelle sich eine Stapel von Tellern
vor: Nur das jeweils zuletzt hinzugefiigte (push) Element kann entnommen
(pop) werden (Last-in-First-out, kurz LIFO).

Die Laufzeit der Operation push, pop und peek ist konstant ((O(1)).
Hierbei beschreibt peek das ansehen des zuletzt hinzugefiigten Elements.

21.04.2020

Zr:.' e
“Clge, Objekt

size: 8
weight: 3.5
color: red

Abbildung 1: Ein Objekt mit drei Attribu-
ten und ein Zeiger.

1 class myobject (object):

2 def __init__(self, s, w, c):
self.size = s

4 self .weight = w

self.color = c

7 x = myobject(8,3.5, "red")

Abbildung 2: Die Klasse myobject wird de-
finiert und im Konstruktor (__init__) wer-
den die Attribute initialisiert. Dann wird
ein Zeiger auf ein Objekt & mit bestimmten
Attributen erstellt.

stack



1.1 DYNAMISCHE MENGEN

Bei der eng verwandten Datenstruktur queue (Warteschlange) kann queue
nur das zuerst eingefiigte (enqueue) Element geloscht (dequeue) wer-

den (First-in-First-out, FIFO). Wieder ist die Laufzeit alle Operationen

konstant.

Diese Datenstrukturen kénnen also nicht viel, aber das sehr schnell.

Algorithmus 1 : Graphendurchmusterung: Algorithmus
Data : Ein ungerichteter Graph G = (E, V), ein Knoten r € V.
Result : Die Menge R < V' der von r aus erreichbaren Knoten, eine
Menge F c E, sodass (R, F') ein Baum ist.

R—{r}, F=@, Q< {r}
while ) # ¢ do

wahle v e @

if de = {v,w} € 6(v) mit w ¢ R then

| R—Rufw}, Q<—Quiw}, FeFuie}

else Q — Q\{v}

return (R, F)

Die Mengen R, F' und @ sind dynamischen Mengen. Wir kénnen @) anstatt
als Liste nun als queue oder stack implementieren.

1 def bfs(adj, r):

2 R = [r]
class Queue: 3 F =[]
def __init__(self): 4 Q@ = Queue()
self.items = [] 5 Q'enqueue(r) Q Knoten noch nicht besucht

6 while not Q.isEmpty () @ Knoten in Q C R
@ Knoten in R\ Q
=——> Kante nicht in F

def isEmpty(self):

return self.items == [] =~ v = Q.peek () —> Kantein F
8 i=20
def enqueque (self, item): 9 while len(adj[v])
self.items.insert (0, item > i and adjl[v][i] in
) R:
10 i +=1
def dequeue(self): 11 if len(adjlv]) >
return self.items.pop() i:
12 w = adjl[v][i] ~—
def peek(self): 13 R.append (w) E]
return self.items[-1] 14 Q.enqueue (w)
15 F.append ((v,w Abbildung 3: Breitensuche
def size(self): ) Tiefensuche: Beispiel (gerichtet)
return len(self.items) 16 else: O Knoten noch nicht besucht
Q.dequeue O Py
18 return (R, F) > Kante nicht in £

=——> Kante in F

(S)b+]

Abbildung 4: Tiefensuche




1.1 DYNAMISCHE MENGEN

1 def dfs(adj, r):
class Stack:

2 R = [r]
def __init__(self): ’ F-0
self.items = [] N -
A Q = Stack()
5 Q.push(r)

def isEmpty(self):

6 while not Q.isEmpty():
return self.items == [] Q Pty

7 v = Q.peek()
8 i=0
while len(adjlv]) >

i and adjlv][i] in R:
10 i +=1
11 if len(adjlv]) > 1i:
12 w = adjl[v][i]
13 R.append (w)

def push(self, item):
self .items.append(item)

def pop(self):
return self.items.pop ()

def peek(self):

. 14 Q.push (w)

return self.items[-1]

15 F.append ((v,w))

. 16 else:
def size(self):
) Q.pop O

return len(self.items)

18 return (R, F)

THEOREM 1.1.1: D

r Speicherbedarf von Breiten- und Tiefensuche ist linear in der

Anzahl der Knoten und Kanten von G. Die Laufzeit ist ebenfalls

linear, sofern die Datenstruktur fiir () geeignet realisiert wird.

Bemerkung 1.1.3 (Gerichtete Graphen) Das vorgestellte Verfahren
lasst sich leicht fiir gerichtete Graphen modifizieren, dann ist die Ausgabe
(R, F) eine Aboreszenz mit Wurzel r. Der obige python-Code muss nicht
verandert werden.

Bemerkung 1.1.4 (Anwendungen) Breiten- oder Tiefensuche kann
fiir die Konstruktion eines aufspannenden Baums, einen Test auf Zusam-
menhang eines ungerichteten Graphen oder fiir das finden (gerichteter)

Wege zwischen zwei Knoten.

Die beiden Klassen Queue und Stack ahnelten sich sehr. Es ist also
naheliegend, eine iibergeordnete Klasse zu schreiben, welche die Gemein-
samkeiten der Klassen beinhaltet, sodass nur noch deren Unterschiede in
den Klassen selbst definiert werden miissen:

class AbstractSet:

def __init__(self):

self.items = []

def isEmpty(self):

return self.items == []

def insert(self, item):

pass

def pop(self):

pass

def peek(self):
return self.items[-1]

def size(self):

27.04.2020



1.1 DYNAMISCHE MENGEN

return len(self.items)

class Queue (AbstractSet):
def insert(self, item):

self.items.insert (0, item)

def pop(self):
return self.items.pop()

class Stack(AbstractSet):
def insert(self, item):

self.items.append(item)

def pop(self):
return self.items.pop()

Die ist ein Beispiel fiir die Polymorphie der objektorientierten Program-

mierung.

Die Graphendurchmusterung, in der Graph als Adjazenzliste iibergeben
wird, sieht dann so aus
def traverse(adj, r, Q):

R = [r]

F = []

Q.insert (r)

while not Q.isEmpty ():
v = Q.peek()

i=20
while len(adj[v]) > i and adjl[v][i] in R:
i4= 1

if len(adjlv]) > i:
w = adj[v][i]
R.append (w)
Q.insert (w)
F.append ((v,w))

else:

Q.pop ()
return (R,F)

#Beispielaufruf

; Q = Queue ()

traverse ([[1, 3], [0, 2], [1, 3], [0, 211, o0, Q)

Q = Stack()
traverse ([[1, 3], [0, 2], [1, 3], [0, 2]1, O, Q)

Die entsprechende Ausgaben sind ([0, 1, 3, 2], [(0, 1), (0, 3),
(1, 2)1) und ([0, 3, 2, 11, [(0, 1), (1, 2), (2, 3)1), welche
sich in der Reihenfolge der Knoten und in den Spannbdumen unterschei-
den. TODO: Bild des Graphen zeichnen.

Einfach und doppelt verkettete Listen unterstiitzen beide die Operationen
aus Beispiel 1.1.1, aber nicht unbedingt effizient:

Polymorphie

L.head —{ 9| F—12] —{7] 5
t.head —[/To] F=—=4 Trof F—f T7] F—f T11[/]

Abbildung 5: Graphische Notation fiir ein-
fach und doppelt verkettete Listen
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einfach verkettet | doppelt verkettet sortiert
Search(L,k) O(n) O(n) O(n)
Insert(L,x) oO(1) O(1) O(n)
Delete(L,x) O(n) o(1) o)
Minimum(L) O(n) O(n) O(1)
Maximum (L) O(n) O(n) O(1) / O(n)

Abbildung 6: Laufzeiten fiir eine Liste L der Lange n, wobei k fiir den

key des Elements x steht.

Wir werden uns in diesem Kurs mit Datenstrukturen beschéftigen, bei

denen das Einfiigen und Loschen etwas langer dauert, dafiir aber das

Suchen aber viel schneller ist als mit doppelt verketteten Liste.

def BinaryTree(r):

return I[r,

1, 11l

def insertLeft (root, newBranch):

t =

root.pop (2)

if len(t) > 1:

root.insert (1,

else:

root.insert (1,

return root

[newBranch,

[newBranch,

def insertRight (root, newBranch):

t =

root .pop (2)

if len(t) > 1:

root.insert (2,

else:

root.insert (2,

return root

[newBranch,

[newBranch,

def getRootVal(root):

return root [0]

def setRootVal(root, newVal):

root [0] =

newVal

def getLeftChild(root):

return root [1]

def getRightChild (root):
return root [2]

t, [11)
1, 1
1, tH
1, IhH

In dem obigen Codebeispiel kann man das Konzept der Datenkapselung

sehen: Es gibt Funktionen get und set fiir den Zugriff und das Setzen

von Daten.

todo

class Node:

def __init__(self,
self .data =
self .next =

self .previous =

Liste

initdata):
initdata
None

None

def getData(self):

# nur bei doppelt verketteter

Datenkapselung
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def

def

def

return self.data

getNext (self):

return self.next
setData(self, newdata):
self.data = newdata
setNext (self, newnext):

self .next = newnext

class UnorderedList:

def

def

def

def

def

__init__(self):
self .head = None
isEmpty (self):
return self.head == None
add (self, item):

temp = Node (item)
temp.setNext (self.head)
self .head = temp
search(self, item):
self .head

None

current =

found =

while current !=
if current.getData() ==
found = current

else:

current =

return found

remove (self, item):
self .head

None

current =
previous =
found = False
while not found:
if current.getData() ==
found == True
else:
previous = current
current =
if previous == None:
self .head =

else:

None and found

item:

item:

current.getNext ()

== None:

current.getNext ()

current.getNext ()

previous.setNext (current.getNext ())

Binarbaume

Bindrbaum: drei Zeiger.

Einfach verkettete Liste: ein Zeiger, doppelt verkettete Liste: zwei Zeiger,

Abbildung 7: TODO



Heaps und Heapsort

Wir fiihren die neue Datenstruktur Heap ein, mit der wir ein neues

Sortierverfahren, Heapsort realisieren.

Verfahren Worst-Case  Average-Case ,jin-place’

Insertionsort O(n?) O(n?) ja
Mergesort ~ O(nlog(n)) O(nlog(n)) nein
Quicksort O(n?) O(nlog(n)) ja
Heapsort O(nlog(n)) ©O(nlog(n)) ja

Tabelle 1: Motivation (Uberblick iiber einige vergleichsbasierte Sortier-

verfahren)

Die Datenstruktur MaxHeap (H) unterstiitzt die folgenden Operationen:

Operation Laufzeit
Maximum(H) o)
ExtractMax(H) O(log(n))
Insert(H,z) O(log(n))
ChangeKey(H, z, k) | O(log(n)),

wobel ExtractMax(H) einen Zeiger = auf ein Element in H liefert, sodass
x.key maximal ist und x aus H 16scht und ChangeKey(H,z, k) z.key
= k setzt.

Bemerkung 2.0.1 (MinHeap) Analog gibt es eine Datenstrukturen
MinHeap mit Operationen Minimum(H) (anstatt von Maximum(H)) und
ExtractMax(H) (anstatt von ExtractMax(H))

Beispiel 2.0.2 (Heaps: Interpretation von Arrays als Bindrbidume)

Man identifiziere die Elemente eines Heaps mit ihren Schliisseln. Die
Datenstruktur Heap besteht aus einem Array, welches wir als fast voll-
stdndigen Bindrbaum interpretieren. Gegeben sei zum Beispiel den Array
[16, 14, 10, 8, 7, 9, 3, 2, 4, 1]. Indizieren wir die Elemente des
Arrays, beginnend mit 1, so ist die Mutter des i-ten Eintrags der |%]-te
Eintrag, sein linkes Kind der 2i-te Eintrag und sein rechtes Kind der
2¢ + 1-te Eintrag:

SN
VAN
i

1 o

DEFINITION 2.0.3 (MAXHEAP-EIGENSCHAFT)
Ein Array A der Grofe n besitzt die MaxHeap-Eigenschaft, wenn

A[Parent(i)] = Ali]

Heap

28.04.2020

MaxHeap-Eigenschaft



fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt. Der dazugehorige Bindrbaum heiflt dann
MaxHeap.

Bemerkung 2.0.4 e In einem MaxHeap A steht das grofite Element
in der Wurzel A[1].

e Entlang eines Weges von der Wurzel zu einem Blatt fallen die

Elemente monoton.

e Die Hohe des Baumes (die Lénge des langsten Weges von Wurzel
zu einem Blatt) ist |log(n)].

e Ist A absteigend sortiert, so hat A die MaxHeap-Eigenschaft.

Algorithmus 2 : Max-Heapify(A4, i)

¢ =Left(i), r =Right(i),
if ¢/ <nund A[/] > A[i] then
| largest « ¢
else largest <o
if » <nund A[r] > A[largest] then largest «r
if largest # i then
L swap(A[i], A[largest])
Max-Heapify(A, largest)

Lemma 2.0.5 ((Wieder-)Herstellen der MaxHeap-Eigenschaft)
Erfilllen Die Bindrbiume wunterhalb der Knoten Left(i) wund
Right(i) die MaxHeap-Figenschaft, so erfillen nach dem Aufruf von
Maz-Heapify(A,i) der Bindrbaum unterhalb des Knotens i die MazHeap-
Eigenschaft. Die Laufzeit ist linear in der Héhe des Bindrbaums unterhalb
von 1.

Beweis. ... O

S—~ I -~ LII/LJ.

S

Abbildung 8: BuildMaxHeap

Wenden wir Max-Heapify(A,i) wiederholt auf die Knoten 4, deren Teil-
bdume bereits die MaxHeap-Eigenschaft erfiillen, kénnen wir einen Heap

aufbauen. Wir iterieren dazu beispielsweise iiber alle Nicht-Blatter des



Bindrbaumes von unten nach oben. Ein Knoten i ist genau dann ein
o n
Blatt, wenn i > | Z].

Algorithmus 3 : Build-Max-Heap(A)

for i = | 5| downto 1 do
| Max-Heapify(A,1)

Nach Aufruf von Build-Max-Heap(A) besitzt A die MaxHeap-

Eigenschaft. Die Laufzeit betrdgt O(n).

Build-Max-Heap(A) while n > 1 do
swap(A[1], A[n]);
n<«—n—1;
Max-Heapify(A,1)

Heapsort sortiert ein Array A der Lénge n in Zeit ©(nlog(n)) und

bendtigt dafiir nur konstant viel zusétzlichen Speicher (,in-place®).

Bemerkung 2.0.6 Die Laufzeit von Heapsort ist empirisch etwa ver-

gleichbar mit Mergesort.

Heapsort(A)
Build-Max-Heap(A)
[ < n
while / > 1 do:
exchange A[1] with A[/]
i—i—1
Max-Heapify(A, 1)

S

Abbildung 9: Heapsort

04.05.2020



def Maximum(A):
| return A[1]

def ExtractMax(A):
swap(A[1], A[n]) n < n —1;
Max-Heapify(4,1);
return A[n + 1]

def Insert(A.k):
n—n+1,;
Aln] « —o0;
IncreaseKey(A,n, k)

def IncreaseKey(A, i, k):

if & < A[i] then return ,too small®
Ali] < k;

while ¢ > 1 und A[Parent(:)] < A[i] do
L swap(A[i], A[Parent (i)];

i <Parent(7)

def DecreaseKey (A, 7, k):
if & > A[i] then return .,k too large;
Ali] < k;
Max-Heapify(A,1i)

Bemerkung 2.0.7 (FiBoNAccI-Heaps) FiBoNAccI-Heaps sind eine
Weiterentwicklung von Heaps. Die amortisierte Laufzeit einiger Opera-

tionen ist besser als bei Heaps.

Operation MinHeaps (worst-case) FIBONACCI-Heaps (amortisiert)
Minimum(H) o(1) o(1)
ExtractMin(H) O(log(n)) O(log(n))
Insert(H,x) O(log(n)) 0(1))
DecreaseKey(H, x, k) O(log(n)) o(1)

Eine Anwendung von MinHeaps ist Prim’s Algorithmus.

10
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Abbildung 10: Wiederholung: Algorithmus von PRIM

Sei im folgenden H eine Prioritdtswarteschlange.

for ve V do

v.key <— o0, v.pred <« None, v.inTree « false,

L Insert(H,v)

wahle vg € V' beliebig
DecreaseKey(H, vy, 0) while not isEmpty(H) do

v <« ExtractMin(H), v.inTree « True

for vw € 6(v) do

L if ¢(vw) < w.key und not w.inTree then
| DecreaseKey(H,w,c(vw)), w.pred « v

Die Anzahl der Operationen Insert(H,v) und ExtractMin(H) sind
jeweils |V|, von DecreaseKey(H, v, c) hochstens |E| + 1.

Korollar 2.0.8

FEine Implementation von Prims Algorithmus mit einem MinHeap H
besitzt die Laufzeit O(|E|log(|V])). Mit Hilfe eines FIBONACCI-MinHeaps
kann die Laufzeit auf O(|E| + |V |log(|V])) verbessert werden.
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Kiirzeste Pfade in Digraphen

Sei G := (V, E) ein Digraph (directed graph) mit Kantenldngen (c¢)ecr-

DEFINITION 3.0.1 ((GESCHLOSS.) PFAD UND SEINE LANGE)
Ein (vo-vg-)Pfad (Kantenzug) P, fiir k € N, ist eine Folge Pfad

(U07a17017a27 ‘e 7Uk—laak7vk)

und a; = (v;_1,v;) € E fir i € {1,...,k}. Die Linge von P ist ¢(P) =

k .
D1 Ca;- Ist vg = vg, so ist P geschlossen.

DEFINITION 3.0.2 (WEG, KREIS)
Ein Weg (Kreis) ist ein (geschlossener) Pfad, sodass gilt: Weg

" .
V; # VU firalle0<i<j < k.

3.1 Das kiirzeste-Pfade-Problem

Gegeben seien ein Digraph G = (V| E), ein Startknoten r € V und
Kantenléngen ¢, fiir e € E. Die Aufgabe ist es, fiir alle v € V einen
r — v-Pfad minimaler Lénge zu finden (falls einer existiert).

Bemerkung 3.1.1 Die Existenz eines solchen Pfades kann man z.B. mit

Breitensuche iiberpriifen.

Manchmal ist es hilfreich (vgl. spéiter), dafiir zu sorgen, dass alle solche
Pfade existieren. Dies kann durch z.B. durch zulassen von oo (oder
hinreichend grofse reelle Zahl) als Kantengewicht erreicht werden, indem

man diese Kanten ,kiinstlich” hinzufiigt.

Bemerkung 3.1.2 Ahnliche Aufgaben sind, zwischen zwei festen Knoten einen kiirzesten
Pfad zu finden (z.B. Navigation) oder fiir je zwei verschiedene Knoten den kiirzesten Pfad
zischen ihnen zu finden.

Es stellt sich heraus, dass das ,Navigationsproblem“ am besten durch studieren des oben
genannten Problems zu l6sen ist. Die zwei Aufgabe ist Anwendung des obigen Problems
fiir jeden Knoten als Startknoten.

Die grundlegende Idee aller Verfahren zur Berechnung kiirzester Pfade

liefert das folgende

Lemma 3.1.3 (Hauptlemma)
FiirveV seiy, die Linge eines kiirzesten r-v-Pfades. Dann gilt fiir alle
(v,w)e E

Yo + Clow) = Yu-

Beweis. Klar? O

Die Ungleichung besagt, dass von den Wegen von r nach w alle Umwege
iiber v mindestens so lang sind, wie der kiirzeste r-w-Weg.

05.05.2020
Bemerkungen 3.1.4 (Elementare Fakten zu kiirzesten Pfaden)

e Teilpfade kiirzester Pfade sind kiirzeste Pfade. Gébe es einen
kiirzen Teilpfad, kénnen man den entsprechende Teilpfade ersetzen

und erhielte so einen kiirzeren ,Gesamtpfad®, was einen Widerspruch

12



3.1 DAS KURZESTE-PFADE-PROBLEM

darstellt.

e Enthilt ein kiirzester r-v-Pfad einen geschlossenen Kan-
tenzug (z.B. einen Kreis), so hat dieser Linge Null. Hitte
der Kantenzug positive Lange, so konnten man ihn aus dem Pfad
entfernen, um einen kiirzeren zu erhalten, hitte er negative Lénge,

so gibe es keinen kiirzesten Pfad.

e Enthilt ein kiirzester r-v-Pfad enthilt immer einen kiirzes-
ten r-v-Weg gleicher Linge. Folgt direkt aus dem vorherigen
Stichpunkt.

e Gibt es einen kiirzesten r-v-Pfad fiir alle v € V, so existiert
ein Kiirzeste-Wege-Baum, d.h. ein gerichteter Baum T mit
Wurzel r, sodass der eindeutige r-v-Weg in T ein kiirzester
r-v-Pfad in G. Nach Voraussetzung ist der aus den kiirzesten r-v-
Wegen bestehende Teilgraph zusammenhédngend. Nach dem zweiten

Stichpunkt ist er auch kreisfrei und somit ein Baum.

Zulassige Potenziale

DEFINITION 3.1.5 (ZULASSIGES POTENZIAL)
Ein Vektor y € RIVI heift zulédssiges Potenzial, wenn gilt

Yo + Clo,w) = Yw fiir alle (v,w) € E.

Die Bedingung kann als ¢(,,) 2 Yw — Yu umgeschrieben werden.
Bemerkung 3.1.6 Sind z,y zulidssige Potenziale, so ist es aus max(x, y):

Fiir (v,w) € B gilt 2, + ¢(y,w) = Tw und Yy, + C(yw) = Yo und somit
max(xu” yw) < HlaX(J?U + Clv,w)s Yo T+ C(v,w)) = max(xv, yv) + C(’U, ’LU)

Lemma 3.1.7 (Potenziale und Pfadléingen)
Ist y ein zuldssiges Potenzial mit y. = 0 und P ein r-v-Pfad, so ist
Yy < ¢(P).

Beweis. Fiir P := (vg, ag,v1,...,ak, V) mit vg = r und vy = v gilt
k k
C(P):aniZZ(yvi_yviq):yvk_yvozyv_yr=yv- O
i=1 i=1

Korollar 3.1.8
Sei G ein stark zusammenhingender (WHY 2%) Digraph ohne negative
Kreise und y € RV ein zuldssiges Potenzial. Ist y, = 0, so gilt —y, <
dist(v, t) fiir jeden v € V, wobei dist(v,t) die Linge des kiirzesten v-t-
Weges ist.
Beweis. Nach dem obigen Beweis gilt fiir den kiirzesten v-t-Weg P von
v nach ¢

o(P) =yt — Yo = Yo O
Bemerkung 3.1.9 (0.B.d.A. y, = 0)
Ist (yu)vey ein zulissiges Potenzial, so ist auch (y, —yo)vev €in zulédssiges

Potenzial, welches nun aber die Voraussetzung des obigen Lemmas erfiillt.
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Abbildung 11: Dieser Graph enthélt kei-
ne negativen Kreise und es gibt kiirzeste

2

r-v-Wege fiir v € {a, b, c,d, e}. Die violett
markierten Kanten bilden einen Kiirzeste-
Wege-Baum, welcher durch die Vorgénger-
Vorschriften p(r) = None, p(a) = p(b) = r,
p(c) = p(d) = b und p(e) = d eindeutig
kodiert ist.

zulédssiges Potenzial

in eine stark zusammenhdngenden Graph
gibt es zwischen je zwei Knoten u und v
eine Kante von u nach v und eine Kanten
von v nach w.



3.1 DAS KURZESTE-PFADE-PROBLEM

Korollar 3.1.10 (Potenziale und Pfadldngen)
Ist y ein zuldssiges Potenzial mit y,. = 0 und P ein r-v-Pfad mit ¢(P) =

Yo, S0 ist P ein kiirzester r-v-Pfad.

Algorithmus 4 : Algorithmus von FORD
Result : Kiirzeste-Wege-Baum, wie er in Abbildung 11 kodiert ist.
for v e V do

L Yp <— ©, p(v) < None

Yyr <0
while (v, w) € [ with y,, >y, + ¢, ) do
L Yw < Yo + Cy,w)> p(w) “—v

Man beachte, dass Y., > y» + C(v,0) genau die Negation der Potenzialbe-
dingung ist. Der Algorithmus terminiert nicht, wenn der Graph negativen
Kreise (d.h. Kreise negativer Liange) enthélt.

Lemma 3.1.11 (Korrektheit des FORD Algorithmus)
Enthdilt G keine negativen Kreise, so gilt wihrend des gesamten Algorith-

mus
@ Ist y,, # 0, so entspricht y, der Linge eines r-v- Weges.

@ Ist p(v) # Nome, definiert p einen r-v-Weg der Linge hochstens y,,.

Beweis. (1) Sei v € V mit y, = o0, sodass eine Kante von 7 nach
v existiert. Dann gilt y, > Yy, + ¢(r0) = C(rv), also setzt der Al-
gorithmus y, = c(,.,), also auf die Linge des r-v-Pfades. Fiir die
benachbarten Knoten von v folgt und somit induktiv fiir alle Knoten

g € V folgt nun, dass y, die Lange eines r-g-Weges angibt.

@ Ist p(v) = w, so existiert ein Weg von r nach w und kann somit zu
eine r-v-Weg fortgesetzt werden. Die Aussage folgt somit induktiv.

O

THEOREM 3.1.1: FORD ALGORITHMUS KORREKTHEIT

Enthélt G keine negativen Kreise, so terminiert der Algorithmus

nach endlich vielen Iterationen. Am Ende ist y ein zuléssige Po-
tenzial mit ¢, = 0 und fiir jede v € V definiert p einen kiirzesten

r-v-Weg der Lénge y,,.

Beweis. Da keine negativen Kreis existieren, gibt es kiirzeste Wege. Der
Algorithmus tiberpriift die Bedingung von Lemma 3.1.3 und somit ist y

ein zuldssiges Potenzial. Somit folgt der Beweis aus Lemma 3.1.11. []

THEOREM 3.1.2: ZULASSIGE POTENZIALE UND NEGATI-

VE KREISE

Ein Digraph G := (V, E) mit Kantenlingen ¢ € RI®! besitzt genau
dann ein zuldssiges Potenzial, wenn er keinen negativen Kreis
enthalt.

Beweis. ,, = “: Sei y ein zuléssiges Potenzial. Nach Bemerkung 3.1.9
koénnen wir y,, = 0 annehmen. Nach Korollar 3.1.10 existiert ein kiirzester
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3.1 DAS KURZESTE-PFADE-PROBLEM

r-v-Pfad fiir alle v € V. Nach Bemerkung 3.1.4 gibt es keine negativen
Kreise.

,, < Existieren keine negativen Kreis, so liefert der FORD Algorithmus

ein zuldssiges Potenzial nach Satz 3.1.1. O
Bemerkung 3.1.12 (Pfade vs. Wege)

Gibt es einen r-v-Pfad, aber keinen kiirzesten r-v-Pfad, so gibt es beliebig

kurze r-v-Pfade, die jedoch keine r-v-Wege sind.

In dieser Situation ist es schwierig (im Sinne der Komplexitatstheorie),

eine kiirzesten r-v-Weg zu finden

Lemma 3.1.13 (Laufzeit von FORDs Algorithmus)
Ist ¢ ganzzahlig und existieren keine megativen Kreise, so terminiert
ForDs Algorithmus nach héichstens (2maxecg |ce| + 1)|V|? Iterationen.

Beweis. Hausaufgabe. ]

Der Algorithmus von BELLMAN-FORD

Wir bemerken, dass, da keine Art vorgegeben ist, die Kanten zu durchlau-
fen, bestimmte Potenziale oft verédndert werden. Somit héingt die Anzahl
der Iterationen von der gewihlten Kantensequenz (hier: S = (fi)4_,)

ab. Wir wollen nun FORDs Algorithmus verfeinern.

Ein Pfad P ist eingebettet in S, wenn die Sequenz von P eine Teilsequenz

von S ist.

Lemma 3.1.14

Ist ein r-v-Pfad in S eingebettet, so ist y, < c(P) nachdem der Algorith-
mus S abgearbeitet hat.

Beweis. Folgt direkt aus dem Beweis von Lemma 3.1.7, da nach abarbei-
ten der Sequenz der Algorithmus lokal die Potenzialbedingung hergestellt
hat. O

Wir wollen als ein kurze Sequenz S, sodass fiir alle v € V ein kiirzester
r-v-Pfad in S eingebettet ist.

Die grundlegende Idee des BELLMANN-FORD Algorithmus ist die folgende:
fiir eine beliebige Sortierung S; von E (i € {1,...,|V]| — 1}) ist jeder
Weg in &1, 8s,...,8v|—1 eingebettet. Somit kann der Kiirzeste-Wege-
Algorithmus mit einer Laufzeit von O(|V] - |E|) realisiert werden.

Algorithmus 5 : BELLMANN-FORD Algorithmus

initialisiere y und p wie im FORD Algorithmus;
forie {1,.... [V —1} do
for (v,w) e E do
if v, >y, + ¢y then
L | Yu <~ Yo + Cow)s P(w) <

15
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3.1 DAS KURZESTE-PFADE-PROBLEM

THEOREM 3.1.3: BELLMANN-FORD KORREKT

Der BELLMANN-FORD Algorithmus besitzt die Laufzeit O(|V|-|E|).
Ist y am Ende ein zuldssiges Potenzial, so beschreibt p fiir alle v €
V ein kiirzesten r-v-Pfad. Andernfalls enthélt G einen negativen
Kreis.

Azyklische Digraphen und topologische Sortierungen

Sei fortan G := (V, E) ein Digraph.

DEFINITION 3.1.15 (TOPOLOGISCHE SORTIERUNG)
Eine Sortierung vy, vz, ...,vy| von V mit i < j fiir alle (v;,v;) € E
heiflt topologische Sortierung. Besitzt G eine topologische Sortierung,
so ist G azyklisch.
Bemerkungen 3.1.16

e Ein Diagraph ist genau dann azyklisch, wenn er keinen Kreis enthilt.

e Ist G azyklisch, kann man eine topologische Sortierung in O(|V| +
|E|) finden. (Hausaufgabe)

e Sei G azyklisch und S eine Sortierung von FE, sodass (v;,v;) vor
(vg, v¢) kommt, wenn i < k. Dann ist jeder Pfad in G in S einge-
bettet.

Das Kiirzeste-Pfade-Problem fiir azyklische Digraphen kann in
O(|V| + |E|) gelost werden.

Beweis. 6:18 - 9:06 O

Wir kombinieren nun den Ford-Algorithmus und Prioritdtswarteschlan-

gen.
Beispiel 3.1.17 (Algorithmus von DIJKSTRA)

Betrachte den Spezialfall nichtnegativer Kantenldngen, d.h. ¢, = 0 fir
alle a € E. (Ohne negative Kantengewichte gibt es keine negativen Kreise)
Im folgenden sei H ein MinHeap, wobei die Objekte die Knoten v € V'
sind und die Schliissel y,,.

initialisiere r (Startknoten), y (Potenzial) und p (Kiirzeste-Wege-Baum
per Riickverweis) wie im FORD-Algorithmus

for v € V do Insert(H,v)
while not isEmpty(//) do

v <« ExtractMin(H)

for (v,w) e d"(v) do

if yu > Yo + ¢y then
L DecreaseKey(H,w, Yy + C(v,uw)); P(W) < v

16
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3.1 DAS KURZESTE-PFADE-PROBLEM

(op
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Abbildung 12: D1JKSTRA-Algorithmus

Lemma 3.1.18

FirweV seiyl, der Wert von y,, wenn w aus H entfernt wird. Wird
u vor v aus H entfernt, so ist y., < y..

Beweis. In einem Schritt des Algorithmus wir y,, < y,, + c(v, w) gesetzt.

Es ist y, = v, und c(v,w) > 0 und somit gilt y,, = y.. O

THEOREM 3.1.5: DIJKSTRA-ALGORITHMUS

Ist ¢ = 0, so 16st der DIJKSTRA-Algorithmus das Kiirzeste-Pfade-
Problem korrekt. Seine Laufzeit ist O(|V|?) oder O(|E|log(|V]))
(MinHeap) oder sogar O(|E| + |V| + log(|V])) (FIBONACCI-
MinHeap).

Bemerkung 3.1.19 Bei Navigation (Strafiennetz) ist meist |E| € O(|V])
und somit lduft der Algorithmus von DIJKSTRA in O(nlog(n)) fiir
n = |V|.

Beweis. Korrektheit. Wir zeigen, dass zum Zeitpunkt v «— EXTRACT-
MIN(H) gilt y, = y,, = die Linge eines kiirzesten Weges von r nach

.

Wir fiihren einen Beweis per Induktion nach der Reihenfolge nach der
die Knoten entnommen werden. Induktionsanfang: Fiir den Knoten r gilt
yr = 0. Induktionsschritt: Die Lange eines kiirzesten Weges von r nach v

fithrt iiber einen Knoten u mit y,, < y,, folgt aus dem obigen Lemma.

Laufzeit: O(|V|?) denn: |V| Iterationen der while-Schleife, und in jeder

Iteration werden hochstens n Knoten ,upgedated®.

O(|E| -log |V| denn: ExtractMin wir n mal ausgefithrt = O(n -logn)
und DecreaseKey bendétigt n - logn. Die Initialisierung ist in O(n) und
Insert(H,v) fiir alle v kosten zusammen O(n). O
Bemerkung 3.1.20 Die for-Schleife kann so modifiziert werden, dass
nur Kanten (v, w) mit w € H betrachtet werden.
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Verwaltung disjunkter Mengen

Wiederholung (KRUSKAL-Algorithmus.)

Algorithmus 6 : Algorithmus von KRUSKAL.

Data : zusammenhéngender Graph G = (V, E) mit V = {v1,...,v,},
E :={e1,...,en} und Gewichten w: E — Ry.
Result : MST in G.
Sortiere Kanten: w(e;) < ... < w(em)
F—{{vn},....{wn}}, B« g
for i < 1 to m do
if e; verbindet C, D € F', C' # D then
L F — (F\{C,D}) u {C U D}
B — B u {e}

return B

Die genaue Komplexitat dieses Algorithmus hiangt wesentlich von den
verwendeten Datenstrukturen ab!

Hier ist der Graph G als Inzidenzliste gegeben, B realisiert als Liste
und F realisiert als Array (jeder Knoten zeigt auf seine Komponente).
Die Kosten sind dann: Sortieren O(mlog(m)), Initialisierung O(n) und
dann m Durchldufe von Kante testen O(1), F aktualisieren O(n) und
B aktualisieren O(1). Der Gesamtaufwand ist also O(mn + mlog(m))
(= O(mn) fur verniinftige Graphen).

Wie koénnen wir das verbessern? Wir benutzen Union-Find, eine Daten-
struktur zur Verwaltung einer Familie F' disjunkter nichtleerer Teilmengen
einer Grundmenge V. Jede Teilmenge X € F besitzt dabei einen Repri-

sentanten.
Diese Dantestruktr stellt die folgenden Operationen bereit
e Make-Set(z): F «— F U {{z}}, wobei zuvor x ¢ |y X.

e Union(xz,y): F — (F\{S;,Sy}) u{Szu Sy} mit ze S, e F,ye
Sy e F.

e Find-Set(z): liefert einen Zeiger auf den Représentanten X € F'

von z € X.

Wir nehmen an, dass |V| = n ist, also n Make-Set-Operationen, und
insgesamt O(m) Make-Set-, Union- und Find-Set-Operationen, wobei

m € Q(n) (genauer: m < n — 1, da G zusammenhéngend).

Sortiere Kanten: w(e;) < ... < w(em)
for z € V do Make-Set(x)
B~y
for i < 1 to m do
if Find-Set(x;) # Find-Set(y;) then
L Union(x;,y;)
B «— B u {x;y;}
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Die Anzahl der Operationen ist: Make-Set: n, Find-Set 2m, Union: n—1.
Beispiel 4.0.1 (Implementation als Array)

Seien V = {1,...,n} und A ein Array der Linge n. Setze anfangs
Afi] < 0 firi e V.

def Make-Set (z):

| Alz] <=z

def Find-Set(x):

| return Alz]

def Union(z,y):
c— Alz]
for i <— i ton do

if A[i] = ¢ then

L L Al < Aly)

Die Laufzeiten fiir Make-Set und Find-Set also O(1) und von Union

O(n). Also ist die Worst-Case Laufzeit des Algorithmus von KRUS- ||| ] ! !
KAL O(mn) (genauer: O(m + n?), da héchstens n — 1 echte Union- head h e k
Operationen). o tail [3 L
Beispiel 4.0.2 (Implementation mit einfach verketteten Listen)

Neben den normalen Zeigern auf das néchste Objekt benutzen wir zwei Abbildung 13: Implementation mit einfach
weitere Verwaltungszeiger: jedes Element der Liste hat einen Verweis auf verketteten Listen

den Kopf der Liste und es gibt einen Verweis von dem Kopf der Liste

zu ihrem Schwanz. Eine Teilmenge X € F, z.B. X = {e, h, k} kann man

dann so darstellen, wie im Bild rechts.

Der Reprisentant der Teilmenge ist das erste Objekt der Liste (hier
h). Die Operationen Make-Set(z) und Find-Set(z) (ein Zeiger vom x
zum head und einer vom head zum Reprédsentanten) brauchen in dieser
Implementation O(1). Die Laufzeit von Union(z,y) ist O(n).

Insgesamt erhiilt man wieder eine Laufzeit von O(m + n?). o
Bemerkung 4.0.3 (Beschleunigung der Operation Union(x,y))
Zunichst werden die Représentanten von x und y gefunden. Nun kommt
der tail-Zeiger ins Spiel. Auf das letzte Element der einen Liste kénnen
wir in konstanter Zeit zugreifen und den Nachfolger-Zeiger auf das erste
Element der anderen Liste setzen. Als néchstes wird der tail-Zeiger der
ersten Liste auf das letzte Element der zweiten Liste gesetzt (wieder
konstanter Aufwand). Als letztes werden die head-Zeiger der Elemente
aus der zweiten Liste auf die erste Liste umgebogen (linearer Aufwand in
der Anzahl der Eintrige der zweiten Liste). DAs ist auch der gesamte

Aufwand dieser Operation.

I I

head [ 4 s’ h y
tail [4
S

Abbildung 14: Beschleunigung der Operation Union(x,y)

u I
head D

tail [4

X

S~ | 1
h 4
4

N~ —+—
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Somit konnen wir Union beschleunigen, indem wir (anders als in der

Animation) die kiirzere an die lingere Liste anhéingen.

THEOREM 4.0.1

Die Gesamtlaufzeit fiir n Make-Set-Operationen und insgesamt

O(m) Make-Set-, Union- und Find-Set-Operationen betrigt bei
dieser Implementation O(m + nlog(n)).

Beweis. Aufteilungsbeschleunigungssatz. O

Fast lineare Laufzeit

Fiir Union-Find gibt es eine speziell geeignete Baum-Datenstruktur.

THEOREM 4.0.2: FAST LINEARE LAUFZEIT

Damit betragt die Laufzeit fiir n Make-Set-Operationen und

m Make-Set-, Union- und Find-Set-Operationen insgesamt

O(mlog*(n)).

Dabei ist log*(n) (zur Basis zwei) fiir 'n > 0 rekursiv definiert ist als

, wenn 16 < n < 216,

x 0, wenn n < 1,
log™(n) =
1+ log*(log(n)), sonst.
Folglich ist
0, wenn 0 <n<1,
1, wennl<n <2,
2, wenn 2 <n <4,
log*(n) = <
3, wenn 4 <n < 16,
4
5

16
, wenn 216 <n <227,

d.h. log*(n) ist fiir alle praktisch relevanten n eine kleine Konstante:
O(mlog*(n)) ~ O(m), wobei ~ bedeutet, dass man es in der Praxis

nicht unterscheiden kann.
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Huffman-Kodierung und

Datenkompression

Wir wollen Daten unter Verwendung von méglichst wenig Speicherplatz
speichern, also Kompression auf das Originalformat der Daten anwenden,

um eine komprimiertes Format zu erhalten.
Hierbei gibt es zwei Ansétze:

@ Verlustfreie Datenkompression: Originaldaten konnen vollstandig

aus komprimierten Daten zurlickgewonnen werden, z.B. zip.

@ Verlustbehaftete Datenkompression: Originaldaten kénnen nur né-

herungsweise zuriickgewonnen werden, z.B. jpeg, mpeg.

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit verlustfreier Kompression von

Textdaten mit Binarcodes.

Wir arbeiten unter der Annahme, dass die Datei aus einzelnen Zeichen
eines Alphabets (0. Zeichensatz) C besteht, z.B: ASCII, Unicode ...

DEFINITION 5.0.1
Ein Code heiflt Blockcode, wenn alle Zeichen als 0 — 1-Strings (,,Bits®)
fester Lange kodiert werden, z.B. ASCII mit Lange acht.

Der Vorteil von Blockcode ist einfache (De)Kodierung.
Beispiel 5.0.2 (Blockcode)

Die folgende Tabelle zeigt einen Blockcode mit Lénge drei.

a b c d e f g o
000 001 010 011 100 101 110 111

Warum reicht Blockcode nicht aus? Da verschiedene Zeichen mit verschie-
denen Héufigkeiten auftreten, konnte man Speicherplatz sparen, in dem
man Code-Worter variabler Lange schafft: hdufige Zeichen bekommen
kurze Code-Worter und seltene Zeichen lange. Nun ist aber die Dekodier-
barkeit nicht mehr notwendigerweise gegeben, betrachte z.B. die folgende

Codierung (fiir einen Text, in dem a und b héufig auftreten)

a b ¢ d e f g o
0 1 10 11 100 101 110 111

Die Wort ,abba“ und ,ag* fiihren zu dem selben Code ,0110%, also ist
keine eindeutige Dekodierbarkeit gegeben.

DEFINITION 5.0.3 (EINDEUTIG DEKODIERBAR)
Ein Code heifit eindeutig dekodierbar, falls verschiedene Originaldateien
zu verschiedenen kodierten Dateien fithren (injektive Kodierung).

Blockcodes sind eindeutig decodierbar.

a b ¢
1 10 00
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Beispiel 5.0.4 (Eindeutige Codierbarkeit)
ist eindeutig dekodierbar. Das liegt daran, dass kein Codewort als Préfix

eines anderen auftaucht. o

DEFINITION 5.0.5 (PRAFIXCODE)
Ein Code heift Préifixcode, wenn kein Codewort als Préfix eines anderen

Codeworts auftaucht.
Beispiel 5.0.6 (Prifixcode)

Der folgende Code ist Prifixcode

a b C d e
00 01 100 11 101

)

jedoch ist

keiner. o

Blockcode ist Préfixcode, da alle Codeworter gleich lang und verschieden
sind.

Préfixcode ist eindeutig dekodierbar und lésst sich eindeutig mit einem
Bindrbaum identifizieren: das Codewort eines Zeichens entspricht Weg
von der Wurzel zum Blatt (0 = links, 1 = rechts).

Sei c.key die Haufigkeit eines Zeichens ¢ € C' in der zu kodierenden
Datei.

DEFINITION 5.0.7 (B(T), OPTIMALER PRAFIXCODE)

Fiir einen Prafixcode (mit zugehérigem Bindrbaum) T ist die Grofle
(= Anzahl Bits) der kodierten Datei B(T') =}, . ¢.key - dr(c), wobei
dr(c) die Tiefes des Blatts ¢ im Baum 7' (= Lénge des Codeworts)
ist. Ein Prafixcode T mit B(T) < B(T") fiir alle Préfixcodes T” heifit
optimal.

Beispiel 5.0.8

Betrachte die folgende H&aufigkeitsanalyse eine Dokuments und zwei

mogliche Kodierungen.

Zeichen a b ¢ d e f
Haufigkeit 45 13 12 16 9 d

CodeT; 10 001 010 11 000 011

Code T, 0 101 100 111 1101 1100

22

Préafixcode

Abbildung 15: Der zu dem Préfixcode
aus Beispiel 5.0.6 korrespondierende Binér-
baum.



Daran, dass T} und 75 sich als Bindrbaume darstellen lassen, deren Blatter
die Codeworter sind, garantiert, dass es sich um Préfixcode handelt. Es
gilt

B(Ty) =3(9+ 13+ 12+5) +2(45 + 16) = 239 und B(T) = 224. ¢

Im Folgenden sei ) eine Prioritdtswarteschlange, implementiert als Min-
Heap, welcher zunéchst die Zeichen enthélt, deren Schliissel ihre Haufig-
keiten darstellen.

Algorithmus 7 : Huf fman-Algorithmus
Data : Zeichensatz C' mit Haufigkeiten c.key, ce C
Result : Optimaler Préfixcode T
for ce C do Insert(Q,c)
while @ enth&lt mehr als einen Baum do
T < ExtractMin(Q)
T, <« ExtractMin(Q)
sei T Baum mit linkem Teilbaum 73 und rechtem Teilbaum 75
T .key = T .key +T5.key
Insert(Q,T)
return ExtractMin(Q)

Anwenden des Algorithmus zeigt, dass der Code T optimal ist, sofern
der Huffman-Algorithmus korrekt ist.
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Zeichen a b C d e f
Haufigkeit 45 13 12 16 9 5
45 13 12 16 9 5
a b c d e f

S

Abbildung 16: HUFFMANN-Algorithmus

Preprocessing O(Dateigrofie): Bestimme Zeichensatz C' und Haufigkei-
ten c.key fiir ¢ € C' durch einmaliges Lesen der zu komprimierenden
Textdatei.

Der HUFFMAN-Algorithmus bendtigt 2n — 1 Insert-Operationen (bend-
tigen jeweils O(log(n)) im Heap), n fiir die Initialisierung und jeweils
einmal in den n — 1 Durchldufen der While-Schleife. Ferner benétigt der
Algorithmus 2(n — 1) + 1 = 2n — 1 ExtractMin-Operationen (jeweils
O(log(n)) und n — 1 mal die Operation ,,T — T + T5* welche konstanten
Aufwand benotigt.

THEOREM 5.0.1: HUFFMAN-ALGORITHMUS

Der HUFFMAN-Algorithmus konstruiert einen optimalen Préfixco-
de. Seine Laufzeit betrdagt O(nlog(n)).

Zum Beweis der Korrektheit benétigen wir zwei Lemmata.

Lemma 5.0.9

Seien x,y € C wverschieden mit ©.key < y.key < c.key fir alle c €
C\{z}. Dann gibt es einen optimalen Prifizcode T, in dem x und y
Geschwister sind.

Beweis. Sei T ein optimaler Préifixcode, welcher existiert, da es nur end-
lich viele Bindrbdume gibt, welche die Kodierungsmoglichkeiten darstellen.
(also nicht so wirklich, aber egal???)

Seien a,b € C, sodass dr(a) = dr(b) = dr(c) fir alle ¢ € C'\{a, b}.

Wir konstruieren einen Préfixcode T” aus T, in welchem a und z ausge-
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tauscht werden. Dann gilt

B(T) — B(T") = Z c.keydr(c) — 2 c.keydr(c)
ceC ceC

= a.keydr(a) + x.keydyp(z) — a.keydr (a)
—x.keydr ()

= a.key(dr(a) — dr (a))x.key(dr(z) — dr/(x))

= a.key(dr(a) — dr(x))x.key(dr(x) — dr(a))

= (a.key — x.key) (dr(a) —dr(x)) =0

N

=0 =0

und somit B(T") < B(T), also ist 7" optimal. Das geht nun analog fiir
das Vertauschen von y und b. O]

Lemma 5.0.10
Seien x,y € C wie oben und T ein Prdfizcode, in dem x und y Geschwister
mit gemeinsamen Mutterknoten z sind. Sei

C' = (C\{z,y}) u {z} und z.key = z.key + y.key.

Weiter entstehe der Baum T’ aus T durch Léschen der Blitter x und y.
Der Prifizcode T ist genau dann optimal fiir C, wenn T' optimal fiir C'
15t.
Beweis. Es ist T ein Préfixcode fiir C und 7" ein Préfixcode fiir C’. Es
gilt

B(T) = Z c.key - dr(c)

ceC
= Z c.key-dr(c) + x.key - dr(z) + y.key - dr(y)

ceC\{z,y}

und
B(T) = 2 c.key-dp(c)+ z.key - dp/(z) .
C\{z,y}
ce Y x.key+y.key =dr(z)—1

Somit gilt

B(T) - B(T") = Z c.k 7(c) + x.key - dp(x) + y.key - dp(y)
c v}

- Z c.k 7/(c) — (x.key + y.key) - (dr(z) — 1)

ce v}
=x.key - dr(z) + y.key - dr(y)
—x.key(dr(z) — 1) —y.key(dr(y) — 1)
= x.key — y.key.

Angenommen, es existiert ein Préafixcode T fir C mit B(T") < B(T).
Nach Lemma 5.0.9 kénnen wir annehmen, dass x und y Blatter grofter
Tiefe in 7" sind (da sie die niedrigsten Haufigkeiten haben). Konstruiere
nun ein Baum 7" fiir ', indem man das Paar (z,y) durch die Mutter
z ersetzt. Aus B(T) — B(T") = x.key — y.key folgt B(T") < B(T").
Ist der eine Préfixcode nicht optimal, ist es der andere auch. Aufgrund
von Symmetrie kann man das Argument umdrehen und das beweist die
Aquivalenz. ]
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Bemerkung 5.0.11 HUFFMAN-Codes sind optimale Prifixcodes und
sogar optimal im Vergleich zu alle Kodierungsverfahren, die die Eingabe-

daten Zeichen fir Zeichen kodieren.

Gibt es stochastische Abhéngigkeiten (z.B kommt im Deutschen nach
einem e oft ein n) zwischen aufeinanderfolgenden Zeichen, kénnen durch
Kombination und gemeinsame Kodierung solcher Zeichen eventuell besse-

re Ergebnisse erzielt werden.
Beispiel 5.0.12

Betrachte die Eingabedatei
abc abc abc def def abc def def def abc abc def ...

Hier ist es besser, die Zeichenketten abc und def zu kodieren (z.B. mit 0

und 1) anstatt die einzelnen Buchstaben zu kodieren. o
Bemerkung 5.0.13 (Dynamische HUFFMAN-Codes)

Es gibt auch dynamische HUFFMAN-Codes, die beim Lesen der zu kodieren

Datei erzeugt und dynamisch verdndert werden.
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Binare Suchbaume

Ein binédrer Suchbaum 7' unterstiitzt Operationen fiir dynamische Menge:

e Tree-Search(z, k): gibt einen Zeiger y auf das Element aus Teil-
baum unterhalb von z mit y.key = k zuriick oder None, falls es

kein solches Element unterhalb von x gibt.
e Tree-Insert(z): fiigt das durch z referenzierte Element zu T" hinzu.
e Tree-Delete(z): loscht das durch z referenzierte Element aus T'.

Die folgenden Operationen sind neu und anders als bevor, das sie voraus-

setzen, dass es eine Ordnung auf den Schliisseln gibt.

e Tree-Minimum(x): lieft eine Zeiger y auf ein Element im Teilbaum

unterhalb von  mit y.key minimal.
e Tree-Maximum(z): analog zu Tree-Minimum(zx).

e Tree-Successor(z): liefert einen Zeiger auf ein Element mit néchst-

groferem key.
e Tree-Predecesor(x): analog zu Tree-Successor(z).

Wir wiinschen uns, dass die Laufzeit der obigen Operationen in O(h)

sind, wobei h die Héhe des Baumes ist.

6.1 Binare Suchbaume

DEFINITION 6.1.1 (BINARER SUCHBAUM)

Ein T ist ein bindrer Baum, dessen Knoten Objekte
mit den folgenden Attributen sind: x.p (Elternknoten), x.key, x.data,
x.left, x.right (linkes bzw. rechtes Kind). Dariiber hinaus muss die
folgende erfiillt sein: ist  Knoten in 7" und y
Knoten in dem linken (rechten) Teilbaum von z, so ist y.key < (=)

x.key.

DEFINITION 6.1.2 (INORDER-REIHENFOLGE)
Die eindeutige Sortierung der Knoten eines Bindrbaums, bei der jeder
Knoten nach den Knoten seines linken Teilbaums und vor den Knoten

seines rechten Teilbaums kommt, heifst

Bemerkung 6.1.3 Die Suchbaum-Eigenschaft ist genau dann erfiillt,
wenn die inorder-Reihenfolge eine aufsteigende Sortierung der Knoten-

schliissel liefert.

Algorithmus 8 : Inorder-Tree-Walk

Data : Zeiger x auf Baumknoten
Result : Sortierte Liste der Schliissel des Teilbaums unter x
if then

Inorder-Tree-Walk(x.left)

print(x . key)

Inorder-Tree-Walk(x.right)
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Abbildung 17: Zwei bindre Suchbdume zur

selben Schliisselmenge.
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6.1 BINARE SUCHBAUME

Lemma 6.1.4

Die Laufzeit von Inorder-Tree-Walk(xz) ist linear in der Anzahl der
Knoten des Teilbaums unter x.

Beweis. (Idee) Inorder-Tree-Walk(y) wird fiir jeden Knoten y des

Teilbaums unter x genau einmal aufgerufen. O

Algorithmus 9 : Tree-Search (rekursiv)

Data : Zeiger « auf Baumknoten mit Schliisselwert &

Result : Zeigen y auf einen Knoten unterhalb von z mit y.key = k
oder None, wenn kein solcher existiert.

if then return

if then return

else return

Algorithmus 10 : Tree-Search (iterativ)

Data : Zeiger x auf Baumknoten mit Schliisselwert k
Result : Zeigen y auf einen Knoten unterhalb von z mit y.key = k

oder None, wenn kein solcher existiert.

while do
if then z «— z.left
else v — z.right

return

Lemma 6.1.5 (Laufzeit von Tree-Search)

Die Laufzeit beider Tree-Search-Varianten ist O(h), wobei h die Hohe
des Teilbaums unter x ist.

Beweis. (Idee) Die besuchten Knoten liegen auf dem Weg von x zu
dem Blatt. O]

Ist der Baum nicht leer, so kann man die folgenden Methoden verwenden.

Algorithmus 11 : Tree-Minimum(z) (iterativ)

Data : Zeiger x auf einen Baumknoten
Result : Zeiger y auf eine Knoten unterhalb von x mit y.key minimal
while do x <« z.left ;

return

Tree-Maximum(z) funktioniert analog, es wird lediglich x.left durch

z.right ersetzt.

Lemma 6.1.6 (Laufzeiten von Tree-Minimum und Tree-Maximum)
Die Laufzeiten von Tree-Minimum und Tree-Mazimum sind in O(h), wobei
h die Hohe des Teilbaumes unter x ist.

Beweis. (Idee) Die besuchten Knoten liegen auf dem Weg von z zu
dem Blatt. O]

Algorithmus 12 : Tree-Successor(z)

Data : Zeiger = auf einen Baumknoten
Result : Zeiger y auf eine Knoten nach x in der inorder-Reihenfolge

if then return

Yy<—zx.p

while do
L T<Y, Yy<yY.p

return
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6.1 BINARE SUCHBAUME

8 x.right # None
12 18

7N\

770N
10 14 17 22
\ \

11 16

X

S

Abbildung 19: Tree-Successor(z)

In Tree-Predecessor(x) ersetzt alle . right durch z.1left und Tree-Minimum
durch Tree-Maximum.

Lemma 6.1.7 (Laufzeiten von Tree-Successor und Tree-Predecessor)

Die Laufzeiten von Tree-Successor und Tree-Predecessor sind O(h),
wobei h die Hohe des Baums ist.
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6.1 BINARE SUCHBAUME

Algorithmus 13 : Tree-Insert(z)

Data : Zeiger z auf ein neues Objekt mit z.left = z.right = None
Result : Modifikation von T, sodass z ein neuer Baumknoten ist.
y < None, = « T .root

while = #None do
Yy—zx
if 2. key < 2.key then z <« z.left

else x «— z.right
Z.p—y
if 1y =None then T .root « z
else if - . key < y.key then y.left « z
else y.right « 2

Lemma 6.1.8

Die Laufzeit von Tree-Insert ist in O(h), wobei h die Hohe des Baumes
T 1st.

Beweis. (Idee) Die besuchten Knoten liegen auf dem Weg von der
Wurzel zu dem Blatt. O

Loschen eines Knotens in einem binaren Suchbaum

Sei T ein bindrer Suchbaum und z ein Knoten in 7. Das Loschen von z

aus T ist die komplizierteste Operation. Wir unterscheiden deshalb in
drei Falle.

@ Hat der Knoten z in T keine Kinder, so kann z einfach gel6scht
werden, da die Suchbaumeigenschaft von 7" erhalten bleibt.

13 13
 ® —~ O @
& / / /
2 @ 16 2 16
I n /" I\

Abbildung 20: Fall 1: Loschen eines Blatts erhélt die Suchbaumeigenschaft
des Bindrbaums.

(2) Hat der Knoten z in T genau ein Kind y, so nimmt y nach dem
Loschen von z dessen Position ein.

13 13
5 @ —~ 5 5
/ \ / / \ /
2 9 16 2 @ 16
I\ / I\ /\ I\ I\

~

\

Abbildung 21: Fall 2.

@ Hat der Knoten z in T zwei Kinder, so kénnen wir nicht wie in Fall
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6.1 BINARE SUCHBAUME

@ den Kindknoten ,weiter hoch reichen®, da es zwei Kindknoten
gibt. Deswegen ermitteln wir y =Successor(z).

(a) Ist y rechtes Kind von z, so ersetzen wir z durch y. Der

rechte Teilbaum von y bleibt dabei unveréndert und der linke

Teilbaum von z wir zum linken Teilbaum von y.

13 13
@ —~ - @
/ \ / / \ /
2 ® 16 2 9 16
A \ I\ A N A A
9
I

Abbildung 22: Fall 3 a.

(b) Ist y nicht das rechte Kind von z, so ersetzen wir zunéchst y
durch sein rechtes Kind x. Dann ersetzen wir z durch y, wobei

y den linken und rechten Teilbaum von z ibernimmt.

— —
/.\ AN P
2 9 2 9 2 9
n N n /A n /A
6 7 7
\ n "
-
I\
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Abbildung 23: Fall 3b.

In (a) und (b) nutzen wir aus, dass 6 kein linkes Kind haben

kann, da es nach der Nachfolger von z ist.



6.1 BINARE SUCHBAUME

Algorithmus 14 : Tree-Delete(z)

if then Transplant(z,z.right)
else if then Transplant(z,z.left)
else

y < Tree-Minimum(z.right)

if then
Transplant(y,y.right)
y.right « z.right
y.right.p <y

Transplant(z,y)

y.left « z.left

| y.left.p <y

Algorithmus 15 : Transplant(u,v)

Data : Knoten « in T, Knoten v oder v =None.

Result : Ersetze den Teilbaum unter u durch den Teilbaum unter v.
if then T .root « v ;

else if then w.p.left <« v

else u..p.right < v;

if then v.p —u.p;

Lemma 6.1.9

Die Laufzeit von Transplant(u,v) ist O(l) und die Laufzeit von
Tree-Delete(z) ist O(h), wobei h die Hohe des rechten Teilbaums von z

18t.

Beweis. Transplant(u,v) setzt konstant viele Zeiger neu gesetzt. Bei
Tree-Delete(z) werden konstant viele Zeiger neu gesetzt und Tree-Minimum(z.right)
angewandt. ]

Summa summarum gilt: auf einem bindren Suchbaum der Hohe ha-
ben die Operationen Tree-Minimum, Tree-Maximum, Tree-Successor,

Tree-Predecessor, Tree-Insert und Tree-Delete die Laufzeit O(h).

Wir wissen jedoch nichts iiber h, z.B. kann der Baum vollig degenerieren:
die Zahlen 1,...,n kdnnen nacheinander in eine leeren Baum eingefiigt
werden, sodass das linke Kind von 1 die 2 ist und das linke von 2 die 3
.... Der bindre Suchbaum hat dann Héhe n — 1 und ist zu einer Liste

degeneriert. Dies wollen wir verhindern.

Deshalb suchen wir nach , bei denen, anders als in
dem vorherigen Beispiel, nicht das ,Gewicht* des Baumes auf einer Seite

liegt.

Diese Klasse der balancierten Baume soll die folgenden Eigenschaften

erfillen:

(D Fiir jedes n € N existiert in der Klasse ein Baum 7' mit n Knoten
und Hohe h(T') € O(log(n)).

(2) Die Klasse ist abgeschlossen unter den Operationen Insert und
Delete.

(3) Alle Operationen kosten auf dieser Klasse O(h(T)) Zeit.
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6.1 BINARE SUCHBAUME

Bemerkung 6.1.10 Um @ zu gewdhrleisten, muss der Baum nach
Einfiigen oder Loschen jeweils modifiziert werden. Diese Modifikationen

nennen wir

Die Laufzeit von Einfiigen und Loschen darf durch die Rotationen aber
nicht zu sehr anwachsen und die anderen Operationen (Tree-Search,

Tree-Minimum, Tree-Maximum, Tree-Successor und Tree-Predecessor)

sollen in O(h(T)) bleiben.

Algorithmus 16 : Rotate-Right(x)
Data : Knoten x in T mit x.left # None

Result : z.left nimmt dem Platz von z ein; x wird das rechte Kind

von z.left.

y < x.left
if then T.root =y
else if then

| x.p.left =y

else x.p.right = y

y.p = x.p; x.left = y.right
if then x.left.p = x
y.right = x; x.p=y

|
PN
/ \/N ﬂ

ANVA

S

Abbildung 24: Rechtsrotation

Algorithmus 17 : Rotate-left(x)

y = x.right
if then T.root =y
else if then

| z.p.left <y

else x.p.right = y

y.p = X.p; x.right = y.left
if then =x.right.p = x
y.left = x; x.p=y

Bemerkung 6.1.11 Rotate-Right und Rotate-Left erhalten die Such-
baumeigenschaft und haben Laufzeit O(1), da nur konstant viele Zeige

neu gesetzt werden miissen.
Rotate-Right und Rotate-Left sind zueinander inverse, d.h.

e Ist y = x.left, so bleibt T bei Hintereinanderausfithrung von
Rotate-Right(x) und Rotate-Left(y) unverdndert.

e Ist y = x.right, so bleibt T bei Hintereinanderausfithrung von
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6.2 AVL-BAUME

Rotate-Left(z) und Rotate-Right(y) unverdndert.

Rotate-Right macht den rechten Teilbaum hoéher und den linken weniger
hoch.

Rotate-Left macht den linken Teilbaum hoéher und den rechten weniger
hoch.

Die beiden Rotationen Rotate-Right und Rotate-Left sind miichtig

genug, einen Suchbaum in jede gewiinschte Gestalt zu bringen.

THEOREM 6.1.1: MACHTIGKEIT DER ROTATIONEN

Sind T und 7" Suchbdume mit denselben Schliisselwerten, so gibt

es eine endliche Folge von Rotationen, die T in T’ {iberfiihrt.

Beweis. Die Idee dieses Beweises ist, T" durch Rotationen in eine ,Stan-
dardform® zu transformieren. Der ,Standardbaum* fiir eine Baum mit

n Knoten soll der zur Liste rechts-entartete Baum der Hohe n sein. Die

while Es existiert ein Knoten 2 mit 2. left # None do

Transformation kann so in Pseudocode geschrieben werden:
| T.Rotate-right(z)

Da Rotate-right(z) die Héhe des linken Teilbaums von z um eins
reduziert und die des rechten Teilbaums von x um eins erhoht, wird nach
endlich vielen Durchlaufen der while-Schleife der Baum in Standardform
sein: der Baum besitzt nur noch Knoten mit einem rechten oder keinen
Kindern.

Nach dem obigen Beweis kann auch 77 mit endlich vielen Rotationen
in Standardform gebracht werden. Also kénnen wir mit endlich vielen
Rotationen T in T” transformieren, indem wir erst 7' in Standardform
bringen und dann die Rotationen, die T” in Standardform bringen, um-
kehren (also anstatt der Rechtsrotationen Linksrotationen in umgekehrter
Reihenfolge anwenden). N
Bemerkung 6.1.12 Man kann also durch Einfiigen / Loschen entstan-
dene Ungleichgewichte in bindren Suchbdumen durch Rotationen ausglei-
chen.

Man kann sogar zeigen, dass sogar O(n) Rotationen geniigen, um 7" in T’
zu tberfithren. (Man kann den oben beschriebenen Algorithmus rekursiv
,von unten aus“ anwenden, um immer linke Teilbdume der Héhe eins zu

eliminieren.)

6.2 AVL-Baume

DEFINITION 6.2.1
Sei T ein Bindrbaum, v ein Knoten von 7" und 7;., Ty die rechten bzw.
linken Teilbdume unterhalb von v. Die Balance des Knotens v ist

Bv) == MT;) — h(Ty),

wobei wir h() := —1 setzen
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6.2 AVL-BAUME

Beispiel 6.2.2
Betrachte den folgenden Baum mit den zugehdrigen Balancen.

Ble)=1-2=-1

DEFINITION 6.2.3 (AVL-BAUM (ADELSON-VELSKI, LANDIS))
Ein bindrer Suchbaum T heifft AVL-Baum, falls |3(v)| < 1 (,Knoten

v ist balanciert®) fiir jeden Knoten v € T'.

In jedem Knoten v eines AVL-Baums ist die Balance 8(v) gespeichert

Im Weiteren werden wir zeigen, dass ein AVL-Baum mit n Knoten
eine Hohe h(T') € O(log(n)) besitzt, indem wir extremale AVL-Béume
betrachten, die zu einer gegebenen Héhe A die minimale Knotenanzahl
n(h) besitzen und dann zeigen, dass n(h) = 2" gilt.

Ein Problem ist, dass durch Einfiigen oder Loschen eines Knotens unba-
lancierte Knoten entstehen. Wir werden jedoch sehen, dass dies mit Hilfe

von Rotationen effizient in Laufzeit O(h(T)) behoben werden kann.

DEFINITION 6.2.4
Ein AVL-Baum der Hohe h heifit extremal, wenn er min({n : es gibt
einen AVL-Baum der H6he A mit n Knoten }) Knoten enthélt.

h=0:
h=1

4 \
h=2:

Beispiel 6.2.5 (Extremale AVL-Biume)

Lemma 6.2.6 (H6he extremaler AVL-Biume I)
Fiir einen extremalen AVL-Baums der Héhe h = 2 gilt

(D Die Balance jedes inneren Knotens ist 1 oder —1.

(@) Der linke und der rechte Teilbaum der Wurzel sind extremale AVL-
Béiume zu den Hohe h — 1 und h — 2 (oder umgekehrt).

Beweis. (1) Ist h > 2, so ist der linke Teilbaum von w und der rechte
Teilbaum von w nicht leer, wobei w die Wurzel ist, da sonst |5(w)| >

2 ware.
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6.2 AVL-BAUME

(@) Offensichtlich sind diese beiden Teilbdume AVL-Béume.

(3) Angenommen, f(w) = 0, dann gilt A(LTB(w)) = h(RTB(w)) =
h — 1. Dann kann der linke Teilbaum von w durch den tieferen
seiner Teilbdume ersetzt werden, ohne das |5(w)| < 1 verletzt wird.
Dies stellt einen Widerspruch zur Minimalitdt der Knotenanzahl
dar.

W .

4 \ @ /' “ @

T ek wes o fider f 113

i st e

ok ol " )

ek - AV 4 b\(;;[:) RTUw) MCT)= 4 (T)
U Mu~ci owtod Wrodl

Abbildung 25: Illustration des obigen Beweisschrittes.

@ Somit ist A(LTB(w)) # h(RTB(w)), d.h. |A(LTB(w))—h(RTB(w))| =
1. Also sind die beiden Héhe h — 1 und h — 2.

(®) Angenommen, LTB(w) ist nicht knotenminimal zur Hohe h' e
{h—1, h—2}. Dann kann man LTB(w) durch einen knotenminimalen
AVL-Baum der Hohe h' ersetzen und erhélt insgesamt einen AVL-
Baum, der Héhe h mit weniger Knoten. Dies ist ein Widerspruch
dazu, dass T extremal ist. O

Korollar 6.2.7

Fir h = sein(h) die Anzahl der Knoten eines extremalen AVL-Baums
der Héhe h. Dann ist n(0) = 1, n(1) = 2 und n(h) = 1+n(h—1)+n(h—2)
fir alle h = 2.

Bemerkung 6.2.8 (FiBONACCI-Biiume) Wegen der Ahnlichkeit der
Rekursionsformel zur rekursiven Definition der FIBONACCI-Zahlen spricht
man auch von FizonAccC-Baumen.

/\
AN /N VA" /
/\ /\ /\ [/ \ /

N[ / /

I

N
/

Abbildung 26: Ein [FIBONACCI-Baum der Hohe sechs mit 33 Knoten.

Beispiel 6.2.9 (FIBONACCI-Biume)
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-2 Rotate-Right(5) 0
-13/5\60 S -12/3\50
SN o/ o _/ N\ o
2 4 1 4 6
0o_/
1

Abbildung 27: Anwenden von Rotate-Right(5) sorgt dafiir, dass wieder
ein AVL-Baum entsteht.

Lemma 6.2.10 (H8he extremaler AVL-Biume II)
Die minimale Knotenanzahl n(h) eines AVL-Baums der Héohe h erfillt

SR

n(h) = 22.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber A. Fiir h = 0 gilt n(h) = 1 = 23,
fiir h = 1 gilt h(1) = 2 > 22 und fiir h = 2 gilt n(h) = 4 > 23. Fiir h > 2
gilt

n(h)=14+nh—1)+nh—2)=2+2n(h—2)+n(h—3) > 2n(h—2).

Wiederholtes Anwendens dies Arguments liefert

= N

n(0),  wenn h gerade ist,
—1

2
n(h) >4n(h —4) > ... >
272 n(1) sonst.

Es gilt 2" n(1) = v/2- 2% > 2% und 25n(0) = 25. O

THEOREM 6.2.1: HOHE EINES AVL-BAuMS

Ein AVL-Baum T mit n Knoten hat eine Hohe h(T) < 2logy(n).

Beweis. Es gilt

und somit h < 2logy(n) O
Bemerkung 6.2.11 Fiir AVL-Baume gilt sogar

1
hT) < Toa(@) log(n) + O(1),

14+4/5
2

FiBoNAccI-Folge).

und @ ~ 1.44 (betrachte Zusammenhang mit

wobei ¢ =

Wiederherstellen der Balance nach dem Loschen

In dem unten stehen Baum wird die 7 geloscht. In dem unten stehen
Baum wird auch die 7 gel6scht, aber Rotate-right stellt nicht wieder die
AVL-Baum-Eigenschaft her: Man bemerke, dass der erste Ausgangsbaum
aus dem zweiten durch Rotate-Left(2) erzeugt werden kann. Dies mo-

tiviert Doppelrotationen, d.h. zunichst die Rotation eines Teilbaums
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-2 Rotate-Right(5) 2
12/5\60 S 01/2\5-1
P W Ll Nl
1 5 3 6
\ o \ o

4

Abbildung 28: Anwenden von Rotate-Right(5) sorgt nicht dafiir, dass
wieder ein AVL-Baum entsteht.

2 0,1

°~yl//f\\/. — i
/N \ &
A /'\ /\ /'\ »

des problematischen Knotens und dann die Rotation des eigentlichen
Knotens.

Das allgemeine Vorgehen sieht so aus: Sei T ein AVL-Baum.

Fiigt man neuen Knoten als Blatt v zu T hinzu, so &ndern sich Balancen
nur entlang des Weges von v zu T'.root .. Léscht man einen Knoten v aus
T, so &ndern sich die Balancen nur entlang Weg von v bzw. Successor(v)
(falls v zwei Kinder hat) zu T .root. Die Balancen dndern sich in beiden

Fallen hochstens um eins.

Man kontrolliert also die Knoten x entlang des Weges zu T'.root und
repariert dann wenn |3(z)| = 2. Dabei achte man darauf, dass die Balan-
cen der Knoten entlang des weiteren Weges betragsméifbig nie grofer als
zwel werden.

Wir betrachten im Folgenden zunéchst den Fall, dass die Wurzel unba-

lanciert ist. Diese Ansatz kénnen wir spiter auf Teilbdume anwenden.

Lemma 6.2.12 (Analyse der Rechtsrotation)

Seien T ein Suchbaum mit Wurzel x, f(z) = =2, y = xzleft und B(y) €
{0,—1}. Sind Ty . 1ept und Ty pigne AVL-Bdume und entsteht T' aus T
durch Rotate-Right(x), so gilt fir die Balancen B’ in T':

B(z) = 0, wenn B(y) = —1, und B(y) = 0, wenn B(y) = —1,
-1, wenn B(y) =0 1, wenn B(y) =0

und B'(v) = B(v) fir alle v ¢ {x,y}. Ferner gilt

W), wenn (y) = 0,

MT") =
h(T)—1 wenn B(y) = —1.

Die Berechnung von T' und das Updaten der Balancen bendtigt Laufzeit
O(1).
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6.2 AVL-BAUME

Lemma 6.2.13 (Analyse der Linksrotation)

Seien T ein Suchbaum mit Wurzel x, B(x) = 2, y = x.right und
B(y) € {0,1}. Sind Ty 1e5¢ und Ty pigne AVL-Biume und entsteht T' aus
T durch Rotate-Left(z), so gilt fir die Balancen B’ in T":

0, wenn =1, 0, wenn =1,
1, wenn B(y) =0 —1, wenn B(y) =0

und B (v) = B(v) fir alle v ¢ {x,y}. Ferner gilt

WD), wenn By) = 0,

rT") =
h(T)—1 wenn B(y) = 1.

Die Berechnung von T' und das Updaten der Balancen benitigt Laufzeit
o).

0,-1

/K‘\O; /S 0).{1 / 4 \

. A

Wir kommen nun zu den oben motivierten Doppelrotation.

Algorithmus 18 : Rotate-LR(x)

Data : Knoten z in 7' mit x.1left # None und z.left.right # None.
Rotate-left(z.left)

Rotate-right(z)

;,/x\ _/

&« I~
/\/\Z 8 A\ \/'\ K A\

Abbildung 29: Doppelrotation Links-Rechts.

Lemma 6.2.14 (Analyse the Links-Rechts-Rotation)

Seien T ein Suchbaum mit Wurzel z, y = . left, z = y.right, 5(z) =
=2 und B(y) = 1. Sind Ty 1e5¢ und Ty pigns AVL-Baume und entsteht T'
aus T durch Rotate-LR(x), so h(T") = h(T') — 1; fiir die Balancen (' in
T’ gilt

() = 0, wenn B(z) € {0, 1}, und B(y) =

39

0, wenn B(z)e{0,—1
1, wenn B(z) = —1, -1, wenn B(z) =1,
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6.2 AVL-BAUME

| sowie B8'(z) =0 und B'(v) = B(v) fir alle v ¢ {x,y, z}.

Algorithmus 19 : Rotate-RL(z)

Rotate-right(z.right)
Rotate-right(z)

26.05.2020
Korollar 6.2.15
Sei T ein Suchbaum mit Balancen 3, Wurzel x, |B(x)| = 2, sodass Ty, 1ef:
und Ty rigny AVL-Bdume sind. Mit einer (Doppel-)Rotation kann man
T in einen AVL-Baum T' mit h(T") € {h(T),h(T) — 1} in O(1) Zeit
tberfihren.
Beweis. Wir unterscheiden in vier Félle.

1. Fall: Ist B(x) = —2, B(z.1left) € {0,—1}, so wende Rotate-Right(x)

an.
2. Fall: Ist 8(z) = —2, f(z.1left) = 1, so wende Rotate-LR(z) an.
3. Fall: Ist 8(z) = 2, B(z.1left) € {0, 1}, so wende Rotate-Left(z) an.

4. Fall: Ist B(x) = 2, B(x.1left) = —1, so wende Rotate-RL(x) an. O

Einfiigen und Lo6schen in einem AVL-Baum

Beispiel 6.2.16 (Einfiigen in einen AVL-Baum)
Betrachte den folgenden Suchbaum, in denen die 8 und die 39 eingefiigt

werden sollen.

Fiige . ein:

-1
27
—1 -1
11 20 34 57
0/ N1 /7 \ 7\
6 12 18 25 29 36

/\ \
5 10 14

S

Abbildung 30: Einfligen in einen AVL-Baum

THEOREM 6.2.2: EINFUGEN IN EINEN AVL-BAuM

Sei T' ein AVL-Baum mit Balancen 5. Mit Tree-Insert(z) werde
ein neuer Knoten hinzugefiigt und sei P der wegen zwischen

T .root und z. Dann gilt fiir die Balancen 8’ des neuen Suchbaums
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6.2 AVL-BAUME

7%
"(v) = B(v) Vv ¢ P und
B'(v) € {B(v) — 1,B(v), B(v) + 1} Vv € P\{z}.
Gibt es ein v € P mit |5'(v)| = 2, so betrachte den von x aus

gesehen ersten solchen Knoten v. Wandelt man den Teilbaum
T mit einer (Doppel-)Rotation in einen AVL-Baum um, so sind

danach alle Knoten des Baumes balanciert.

wnbb08) _/ Rejakie ~+ &E ply-2

B , _qy P )
e (T,) A= w(Te) A(TE) e 44 el

Abbildung 31: Visualisierung fiir den Beweis fiir den Fall, dass '(v) = 2
gilt.

Korollar 6.2.17
FEinfigen eines Knotens in einen AVL-Baum T kostet O(h(T)) und damit

O(log(n)) Zeit inklusive Wiederherstellen der Balancen.
Beispiel 6.2.18 (Léschen in einem extremalen AVL)

Der folgende extremale Baum der Hohe 6 zeigt, dass im Worst-Case an
allen Knoten auf dem Weg zur Wurzel Rotationen durchgefiihrt werden

miissen, um den Baum nach Loschen eines Blattes auszubalancieren.

/\
N N /" N\
/N /\ /\ [/ [/ [/
N[ / /
[

S

Abbildung 32: Loschen in einem extremalen AVL-Baum.

Im Gegensatz zum Einfiigen, geniigt es also im Allgemeinen nicht, nach
Tree-Delete nur eine (Doppel-)Rotation an dem ersten unbalancierten

Knoten auf dem Weg zur Wurzel durchzufiihren. o
Lemma 6.2.19 (Tree-Delete)

Sei T ein AVL-Baum it Balancen 3. Fir gegebene Knoten y in T seien

Tree-Successor(y), wenn y zwei Kinder hat,
T =
Y, sonst.
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und P der Weyg zwischen T .root und x. Durch Tree-Delete(y) entstehe

ein neuer Suchbaum T'.

(D) Fiir die Hohen der Teilbiume in T' und T gilt

h(T)) = h(T,) Vo ¢ P und
Ty), h(Ty) — 1} Vv e P\{z,y} und
Ty),h(Ty) — 1} Vo # y.

(@ Istve P in T unbalanciert, so ist h(T!) = h(T,) oder v = x und
WT;) = h(Ty).

@ Es gibt hochstens einen unbalancierten Knoten v in T'. Wandelt
man T) mit einer (Doppel-)Rotation in einen AVL-Baum um, so
gelten () und () (und damit auch (3)) weiterhin fir alle Vorfahren
von v in T'.

Korollar 6.2.20 (Laufzeit des Lschens)

Loschen eines Knotens in einem AVL-Baum T kostet O(h(T)) und damit
O(log(n)) Zeit inklusive Wiederherstellen der Balancen.

Bemerkung 6.2.21 (Abbruchskriterium) Stékt man nach dem Ein-
fiigen oder Loschen eines Knotens beim Durchlaufen des Weges von x
zur Wurzel auf einen Knoten v, dessen Teilbaumhohe h(T,) unverédndert
ist, so sind auch die Teilbaumhohen und Balancen aller Vorfahren von v

unverindert.

Summa summarum gilt: die Klasse der AVL-Badumen ist abgeschlossen
unter den modifizierten Operationen Tree-Insert und -Delete, welche
Laufzeit O(log(n)) haben.

6.3 Exkurs: Triangulierungen von Polygonen

Fiir n > 3 betrachte das (regulére) n-FEck P mit den Ecken

n—1
<cos <2ﬂ-k) ,8in (M)) c R%.
n n k0

DEFINITION 6.3.1
Eine Triangulierung von P ist eine Zerlegung in endlich viele Dreiecke,

deren Ecken auch Ecken von P sind, sodass

e je zwei Dreiecke sind in einer gemeinsamen Ecke oder Kanten

schneiden (oder sich gar nicht schneiden) und

e alle Dreiecke gemeinsame P iiberdecken.

Eine dquivalente Charakterisierung eine Triangulierung besteht aus den
n — 3 Diagonalen, welche sich paarweise nicht kreuzen. (Beweis per

Induktion)
Bemerkung 6.3.2 Die nachfolgende Analyse gilt fiir beliebige konvexe
Polygone.
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Abbildung 33: Ein regulidres (konvexes)
Achteck.

=

Abbildung 34: Eine Triangulierung eines

reguldren Achtecks.
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Lemma 6.3.3 (Eigenschaften der Triangulierung)
Sei T eine Triangulierung des n-Ecks P. Dann gilt

(D) Jede Diagonale trennt P in ein k-Eck und ein (n — k + 2)-Eck,

welche beide nicht requldr seien miissen.
@ T hat genau n — 3 Diagonalen und n Randkanten.
(@ T hat genau n — 2 Dreiecke.
@ Die n Ecken von P und die insgesamt 2n — 3 Kanten von T bilden

einen Graphen, der tiberschneidungsfrei in die Ebene R? eingebettet

ist, d.h. dieser Graph ist planar.

Betrachte die folgenden verschiedenen Triangulierung desselben Achtecks,
welche sich nur in einer Kante unterscheiden; das rote Viereck kann auf
zwei verschieden Weisen (d.h. durch zwei verschiedene Kanten) triangu-
liert werden). Der Ubergang von einer Triangulierung zu der anderen

nennt man einen Kantenflip.

Abbildung 35: Ein Kantenflip.

DEFINITION 6.3.4 (DUALER GRAPH)
Sei T' eine Triangulierung von P. Der duale Graph A(T) ist ein unge-
richteter (einfacher) Graph, sodass gilt:

@ Die Knoten in A(T') entsprechen den Dreiecken in T

@ Die Kanten in A(T") entsprechen den zwei Dreiecken in 7', die sich

in einer Kante schneiden.

Der duale Graph ist ein Baum.

Die Auswahl einer Randkante definiert einen Bindrbaum. Die Wurzel ist
der Knoten (oben: 4), welcher dem Dreieck entspricht, das die gestrichelte
Kante enthélt. Somit kann dieser Knoten héchstens zwei Nachbarn haben,
ist also als Wurzel zulassig. Da jeder weitere Knoten hochstens drei

Nachbarn hat, folgt induktiv die Bindrbaumeigenschaft.
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Abbildung 36: Der duale Graph einer Tri-
angulierung.
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Abbildung 37: Kantenflips entsprechen Rotationen.

DEFINITION 6.3.5 (FLIPDISTANZ)

Sei P ein reguldres n-Eck mit Triangulierungen 7' und 7".

@(T,T") := min{k : 3 eine Folge von k Flips von T nach T"}.

Man stelle sich einen Graphen vor, bei dem jeder Knoten eine andere
Triangulierung eines festen n-Ecks ist, und bei dem es genau dann eine
Kante zwischen zwei Triangulierungen gibt, wenn die eine aus der anderen
durch einen Flip hervorgeht. Der Ausdruck ¢(7,7”) ist dann die Distanz

von T und 7" in diesem Graphen.

Es gilt o(T,T") € N. Setze
®(n) := max{e(T,T") : T und T" sind Triangulierungen von P},

welches man als Durchmesser des oben beschrieben Triangulierungsgra-

phen sehen kann.

THEOREM 6.3.2: E

gilt ®(n) < 2(n — 3).

Beweis. Sei P eine Triangulierung von P. Setze ¢ := degp (1), wobei
die Ecken von P zyklisch mit {1,...,n} nummeriert sind. Wir kon-
nen T mit den Ecken {1,...,n} und den Randkanten von P sowie
den Diagonalkanten von 7' als Graphen (planaren) auffassen. Es ist
deg(1) = 2 + #Diagonalkanten durch 1. Betrachten Dreiecke (1,4, j)
(welche existieren, da die Triangulierung das Polygon nach Definition
iberdeckt), wobei 1 <i < j < n. Ist j # i+ 1, ist (¢,7) eine Diagonale.
Man flippt nun diese Diagonale (i, j) und erhélt eine neue Triangulierung
Ty von P. Dann ist degy, (1) = ¢ + 1, wie man in der Skizze auf der
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6.4 SPLAY-BAUME

rechten Seite sehen kann: da (4, j) eine Diagonale ist, existiert eine Ecke k,
sodass (i, k, j) ein Dreieck ist. Die gelbe Diagonale (4, j) wird nun geflippt
und ist dann die violette Diagonale (1,k). Iteriere dieses Verfahren bis
alle Diagonalen die 1 enthalten, und erhalten Triangulierungen 75, ..., T}.
Es gilt degr, (1) =2+ (n —3) =n — 1. Also ist ®(T,T;) = <n—3.

Wir kénnen also mit héchstens n — 3 Flips T' in T} iiberfithren und in
n —3 Flips Ty in T". O

Die Triangulierung 7y entspricht dem zu einer Liste ausgeartetem Binér-
baum.

Bemerkung 6.3.6 2014 zeigte POURNIN, dass ®(n) = 2(n — 5) fiir
n = 13.

Sei t,, die Anzahl der Triangulierungen eines konvexen n-Ecks. Dann gilt

n—3
tn = Z tet2tn—k—1
k=0

mit tg =1.

Es gilt

= nil (2(:—_22)>’

t, ist die (n — 2)-te CATALAN-Zahl.

Korollar 6.3.7

Es gubt n+r1 (27?) bindre Wurzelbiume mit n Knoten.

6.4 Splay-Baume

Die grundlegende Idee von Self-adjusting Binary Serach Trees (SLEATOR
und TARJAN, 1983) ist es, nach jeder Operation (ins. Suche) der Baum

zu verindern (Operation SPLAY), wobei das betroffene Element ,in die
Wurzel wandert”. Somit sind vor kurzem genutzte Elemente nahe an der
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Wurzel.

Algorithmus 20 : Splaying-Step(z)

if ©.p = None then stop

else if 7.p.p = None and x = z.p.left then
‘ Rotate-Right(x.p) // Fall 1la ,,Zick‘‘
else if ».p.p = None and x = xz.p.right then
‘ Rotate-Left(z) // Fall 1b ,,Zick¢
else if = = z.p.left and z.p = z.p.p.left then

Rotate-Right(z.p.p)

Rotate-Right(x.p) // Fall 2a ,,Zick-Zick‘¢
else if » = z.p.right and z.p = z.p.p.right then

Rotate-Left(z.p.p)

Rotate-Left(z.p) // Fall 2b ,,Zick-Zick®
else if = = z.p.left and z.p = z.p.p.right then

Rotate-RL(x.p.p) // Fall 3a ,,Zick-Zack‘¢
else Rotate-LR(z.p.p) // Fall 3a ,,Zick-Zack‘

z X
- e
y /N\ ( \ y
o7 /\ 7N\,
AR A
/\
Abbildung 38: Fall 2a: Wahrend z vor dem Splay der Grofsvater von z ist,

ist  nach dem Splay der Grofivater von z. Der Knoten y dndert seine
Hohe nicht.

z

y\//\\ A/y\ X\Z\
)'(? TR KR

Abbildung 39: Fall 3b: Wihrend z vor dem Splay der Grofsvater von x
ist, ist £ nach dem Splay der Vater von z. Der Knoten y dndert seine
Hohe nicht.
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Algorithmus 21 : Splay(x)
Data : Knoten z in T.
Result : Modifikation von T, sodass T.root = x.
while do
| Splaying-Step(x)

In den beiden obigen Schaubildern sehen wir, dass  immer ‘"nach oben

wandert”, und somit terminiert SPLAY(x).

10

— \11

N

12

9
4

15

\ /N

7 13 17

e
\6
/

19

S

Abbildung 40: Operation Splay im Anschluss an die Suche nach .

Bemerkung 6.4.1 (Laufzeit von Splay) Die Operation Splay(z) be-
notigt O(dr(z)) Zeit, wobei dr(x) die Tiefe von = in T ist und so-
mit dr(z) < h(T) gilt. Daher gilt: durch ausfithren von SPLAY nach
Tree-Insert oder Tree-Search dndern sich die asymptotischen Laufzei-

ten dieser Operationen nicht.

Insgesamt dominiert die Laufzeit fiir Splay die anderen Laufzeiten. Daher

analysieren wir im Folgenden nur Splay.

Die Hohe jedes Knotens entlang des Weges von x nach T .root wird
durch Ausfiihren von Splay(z) im Mittel ungefdhr halbiert (siehe spéter).
Dieser Effekt ist wesentlich fiir die Effizienz von Splay-Badumen und kann
nur dank der oben angesprochenen Asymmetrie der Rotationsreihenfolge

erzielt werden (siehe spéter).
Beispiel 6.4.2 (Amortisierte Laufzeit-Analyse)

Diese wichtige Analysemethode haben wir bis jetzt in der Vorlesung noch
nicht gesehen. Es geht nicht primér darum, die Kosten fiir jeden einzelnen
Schritt an sich zu berechnen, sondern das Ziel ist, diese unmittelbaren
Kosten, die fiir einen Schritt anfallen, in Relation zu setzen, mit dem,
was man an Informationen oder an Nutzen fiir das jeweilige Problem
gewinnt. Man nimmt in Kauf, dass man einzelne Schritte hat, die ein

bisschen teurer sind, wenn sie einen weiter voranbringen.

Im konkreten Fall ist die Idee, die Qualitéit eines Bindrbaumes T mit
einer geeigneten Funktion ® misst, die wir nennen. Je hoher
der Wert ®(T"), desto besser ist der Baum.
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Fiir eine Operation, die in Laufzeit ¢ den Baum 7T in den Baum T’

umwandelt, se die amortisierte Laufzeit definiert als
a:=t+®(T)—d(T).

Eine Folge von m Operationen hat dann Laufzeit
Diti= D (a; + (T — (Ty) = D j = 1"a; + (Th) — (Trn),
j=1 j=1

wobei die j-te Operation in Zeit ¢; den Baum 7}_; in T; umwandelt.
Sind ®(T) und ®(7T},) Konstanten, so ist der Unterschied zwischen der
Laufzeit, an der man interessiert ist, und der amortisierten Laufzeit, nur

eine Konstante. o

Geht das alles auch einfacher? Antworten liefert die Arbeit ,,Self-Organising
Binary Search Trees* von ALLEN und MUNRO aus dem Jahr 1978, die
postuliert, bei jedem Zugriff den Knoten von unten nach oben zur Wurzel
zu rotieren. Dafiir spricht, dass, wenn die Schliissel unabhéngig mit Wahr-
scheinlichkeit % gesucht werden, der Grenzwert der erwarteten Suchzeit
O(log(n)) ist. Dagegen spricht, dass es fiir jedes m € N eine Folge von m
Suchoperationen mit Laufzeit ©(mn) (bei AVL-Baumen: O(mlog(n))!).

SLEATOR und TARJAN schlangen in der Arbeit ,Self-Adjusting Bina-
ry Search Trees* aus dem Jahr 1983 folgendes vor: wenn zwei gleiche
Rotationen aufeinander folgen, vertausche deren Reihenfolge. Fiir eine

beliebige Folge von m € N Suchoperationen ist hierbei die Laufzeit in
O((n +m)log(n)).

In der folgenden Animation kann man MoOVE-T0-RoOT (baiserend auf
,Self-Organising Binary Search Trees®, links) und SPLAY (rechts) verglei-
chen.

S

Abbildung 41: Vergleich von MOVE-T0-ROOT und SPLAY.

Die Hohe des linken Baums ist zum Schluss fiinf, die des rechten Baumes

nur vier.

DEFINITION 6.4.3 (RANG)

Sei T ein Binarbaum.

@ Fiir eine Knoten z in 7" sei s(z) die Anzahl der Knoten in Teilbaum
T;.

() Sei der Rang von z gleich 7(z) = logy(s(x)).
() Sei ®(T) ==Y, ., r(z) das Potenzial von T
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6.5 OPTIMALE STATISCHE SUCHBAUME

Bemerkung 6.4.4 Ist n die Anzahl der Knoten in T, so ist s(z) < n
und r(z) < log(n). Folglich ist ®(T") < nlog(n).

Lemma 6.4.5 (Access Lemma)

Die Amoritisierte Laufzeit (Anzahl Rotationen) fir die Operation SPLAY
an einem Knoten x in eine Baum T ist durch 3(r(T .root) —r(z))+ 1€
O(log(n)) beschrankt.

Es ist (T .root) € O(log(n)).

Beweis. ... O]

THEOREM 6.4.1

Die Gesamtlaufzeit fiir m SPLAY-Operationen ist betragt O((n +
m) log(1m)).

Zusammenfassung. (Vergleich mit ,,herk6mmlichen* dynamischen

Suchbiumen)

Vorteile: amortisierte Laufzeit ist kompetitiv und in vielen Situationen
sogar effizienter (z.B. selbe Schliissel werden immer wieder gesucht),
kein zusatzlicher Speicherbedarf, relativ simpel und daher ecinfach zu

implementieren.

Nachteile: Im Einzelfall: Laufzeit O(n) im Worst-Case (degeneriert), stén-
dige Strukturédnderungen, sogar bei Suchanfragen (schlecht fiir konkrete
Hardware-Dinge),

Bemerkung 6.4.6 Splay-Bdume besitzt ,statische Optimalitat®: beziig-
lich der asymptotischer Laufzeit aller Anfragen sind sie so gut wie optimal
(siehe spéter).

Man vermutet, dass SPLAY-B&ume sogar eine optimale dynamische Da-
tenstruktur mit Blick auf die asymptotische Laufzeit der Anfragesequenz
ist.

Es gibt eine Variante von SPLAY-Baumen, die schon wahrend der Suche

,Top-Down Splaying* betreibt.

6.5 Optimale statische Suchbaume

Problemstellung. Sei eine Schliisselmenge S = {s1,...,s,} mit Zu-
griffshaufigkeiten 51, ..., 8,, d.h. Schliissel s; wird §;-mal gesucht.

Wir suchen einen Suchbaum 7', sodass die totale Zugriffszeit klein ist,
wobei die Zugriffszeit die Anzahl der Vergleiche bei der Suche nach s; in
T, welche dr(s;) + 1 ist.

DEFINITION 6.5.1 ()

Zugriffszeiten Die totale Zugriffszeit ist C(T) = Y., Bi(dr(s;) + 1)

und die mittlere Zugriffszeit C(T) = ZCn(—Tg
=1~

DEFINITION 6.5.2 (OPTIMALER STATISCHER SUCHBAUM)

Ein Suchbaum T ist ein optimaler statischer Suchbaum fir S und
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B, Bn, wenn C(T) < C(T") fiir alle Suchbdume 7" gilt.

Bemerkung 6.5.3 In der obigen Definition kénnen wir C(T') < C(T")

durch C(T) < C(T") ersetzen.
Beispiel 6.5.4 (Optimaler statischer Suchbaum)

Betrachte die folgenden Schliissel mit ihren Haufigkeiten:

Schliissel s; 1 2 3 4 5 6
Hiufigkeiten g; 20 5 10 25 10 30

und drei korrespondierende Suchbdume 77, T und Tj:

3 2/6 1/4\6
ay A \

[RVAY I\ /

2
Es gilt

C(Ty) =1-10 42 (20 + 10) + 3 - (5 + 25 + 30) = 250,
C(Tp) =1-30+2-5+3-(20+ 25) + 4- (10 + 10) = 255,
C(T5) =1-2542- (20 +30) + 3 (10 + 10) + 4 - 5 = 205. o

Wir nehmen als vereinfachende Annahme an, dass die Schliisselmenge

aufsteigend indiziert ist, d.h. s1 < s9 < ... < s,,.

THEOREM 6.5.1: PRINZIP DER OPTIMALEN SUBSTRUK-
TUR

Seien T ein Suchbaum fiir S und 7" ein Teilbaum von 7'
@ Die Schliisselmenge S’ der Schliissel in 7" bildet eine kon-
sekutive Teilsequenz (Intervall) s; < s;41 < ... < s; von
81 < ...8p-
@ Prinzip der optimalen Substruktur: Ist T optimal fiir S und

B1,--.,Bn, so ist T” optimal fiir S" und g;, ..., ;.

\ J

Bemerkung 6.5.5 Das Prinzip der optimalen Substruktur haben wir
bereits bei kiirzesten Wegen und HUFFMAN-Codes beobachtet und algo-

rithmisch genutzt.

Beweis. 3:42-12:42 O
Korollar 6.5.6

Ist T ein optimaler statischer Suchbaum fir S und By, ..., B, mit Wurzel
Sy, 50 ist Ty, 1epe ein optimaler statischer Suchbaum fiir {s1,...8k-1}
und By, ...

{Skt1,..-8n} und Bryt1,. .., Bn.

s Br—1 und Ty, rignt ein optimaler statischer Suchbaum fiir
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Insbesondere gilt fiir einen Suchbaum 7" mit Wurzel sj
C(T) = Z Bi + C(Tsk.left) + C(Tsk.right)
k=1

Daraus entsteht bereits eine algorithmische Idee: wir testen als Wurzel

S1,...,8, und berechnen jeweils optimale Teilbdume.

Korollar 6.5.7 (Algorithmische Umsetzung)
Fir0<i1<j<n seien

Cg?t = min(C(T; ;) : T, ist ein Suchbaum fir {s;41,...,5;})
und w; j = Zg:i-s-l Bj. Dann gilt

t . opt opt
C® =w; ; + min (C; +CP
7,7 2y i+1<k<j( i,k—1 k,j )

Die fertige algorithmische Idee ist also: berechne alle Cg ?t und die da-
zugehdrigen optimalen Suchbidume 7T Z-(??t nach aufsteigenden Differenzen
j—i.

Beispiel 6.5.8

Betrachte S := {1,...,6} und Haufigkeiten

s; 1 2 3 4 5 6
G 10 10 20 5 30 25

fiir welche wir einen optimalen statische Suchbaum konstruieren wollen.
Fiir j —4 = 0 gilt ¢ = j und somit Cgﬁ’t =0flrie{0,...6}. Firj—i=1
gilt

Cgﬁt = w1 + Cg%t + Cfﬁt =wp1 =B =10

CY =wip+ O + C5% = wip = B2 =10

C9% = was + C5% + O = wa3 = B3 = 20

Cé’}if w3 4 + C;,’gt + Czit =ws4=014=5

O = was + O3 + O = was = f5 = 30

opt __ opt opt __ _ _
C5,6 - w5_’6 + 0575 + CG,G - ’LU576 - BG - 25

Die zugehorigen optimalen Teilbdume Tloft sind @

Fir j — i =2 gilt

CoR = wo 2 + kn{n ) (CoPY |+ C2Y) = 20 + min(0 + 10,10 + 0) = 30,

1,2}

min (CPPY |+ OP%) = 30 + min(0 + 20, 10 + 0) = 40,
D1, :

opt
Cl 3 = W13+
’ ke{2,3}

OS5 = wa g + kr?;%(cgl;j_l + COPPF) = 25 + min(0 + 5,20 + 0) = 30,
) S R k) k)

O = w35 + kx?in}(cglf;;l + OP%) = 35+ min(0 + 30,5 + 0) = 40,
’ e{4,5 ’ ’

Ci% = wag+ min (CPR | + CRRY) = 55 + min(0 + 25,30 + 0) = 80.

ke{5,6}

. t . o .
Die zu Cp% korrespondierenden Béume sind

o1
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S1 52

\ /

52 und 51

t . .
Der zu C7% korrespondierende Baum ist
1,3
S3 52

/ \

s : s
2 und nicht 3
t . :
Der zu C3% korrespondierende Baum ist

83 54

\ /

54 und nicht

t . .
Der zu C5%' korrespondierende Baum ist
S5 S4

/ \

s . s
4 und nicht 5
t . .
Der zu C}% korrespondierende Baum ist

S5 S6

\ /

56 und nicht

Fiir j — 4 = 3 gilt
Co% = w3 + . 13111;13}(031‘;1 + OB = 40 + min(0 + 40, 10 + 20, 30 + 0) = 70,
: iny\©o, :

CP = wig + . %1?4}(0;’2”_1 + CPP) = 35 + min(0 + 30,10 + 5,40 + 0) = 50,
coam e :

OS2 = wo 5 + . r{gi?s}(cgﬁj_l + CP2) = 55 + min(0 + 40, 20 + 30,30 + 0) = 85,
, Jmn (G, :

CP = w36+ . r{gigﬁ}(Cgit_l + O = 60 + min(0 + 80,5 + 25,40 + 0) = 90.

. t . . .
Die zu Cg%’ korrespondierenden Biume sind

S3 S1
S1 So 53
%2 und ' %3 aber nicht %2

t . .
Der zu C7% korrespondierende Baum ist

52 S4

\ /

S3 53

A L

%4 aber nicht 4 oder 52

t . .
Der zu C3%' korrespondierende Baum ist

52
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/\

53 S5

S3
S3 S5 S4
S S
4 4 oder

aber nicht
t . .
Der zu C5% korrespondierende Baum ist

56 Sq

/ \

S5 S5

A\ / \

s s . s s
4 6 aber nicht 4 oder 6

Fiir j — i =4 gilt

Co =woa+ min (CoR_, + CFY) = 45 + min(0 + 50,10 + 30,30 + 5,70 + 0) = 80

ke{l,...,4}
CPY = wis + . gnn 5}(0;’?_1 + CP) = 45 + min(0 + 85,10 + 40,40 + 30,50 + 0) = 115

C5% = wa g + . {min }(C;";;l + O™ = 80 + min(0 + 90, 20 + 80, 30 + 25,85 + 0) = 135.
’ c{3,...,6 ’ ’

t . .
Der zu Cy% korrespondierende Baum ist

A
\

52

. t . . .
Die zu COE korrespondierenden Baume sind
1,5
)

S3 S5
/\ /
S2 S5 53
/ /\
54 und S2. 54

t . .
Der zu C3% korrespondierende Baum ist

A
\

4
Fiir j —i = 5 gilt

O = w5 + . {min }(Cgf;;1 + OPP) = 75 + min(0 + 115,10 + 85, 30 + 40, 70 + 30,80 + 0) = 145,
’ e{1,...,5 ’ ’

CY% =wie+ min (CPH |+ Cp) = 90 + min(0 + 135,10 + 90,40 + 80,50 + 25,115 + 0) = 165.

ke{2,...,6}

Die korrespondieren Suchbdume sind
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S3 S5
/ N\ /\
S1 S5 53 S6
\ /\
S92 Sa und S9 S4
Letztlich gilt fiir j —i =6
Colf = woo + | min

= 100 + min(0 + 165, +10 + 135, 30 + 90, 70 + 80, 80 + 25, 145 + 0) = 205.

t t
o (ot + )

Der korrespondiere optimale Suchbaum fiir das gesamte Problem ist also

[1.....4]2.....5]3.....6]
[123]234]345]456 |
[ 12 T 23 ]34 45 ] 56 |
Lt [ 2 [ s [ 4] 5 [ 6 |

Das Programm berechnet die optimalen Wert fiir Subprobleme zeilenweise

.. . t vl

von unten nach oben. Zum Beispiel: die Berechnung von C7%’ bendtigt
. opt opt opt opt opt opt opt opt

die Zahlen C77, Cy5', Cry, Cs5, Oy, Oy, Oy und C5 5.

THEOREM 6.5.2: LAUFZEIT

Der obige Algorithmus berechnet einen optimalen statischen Such-
baum in O(n?) Zeit.

Beweis. Die Korrektheit folgt aus dem Prinzip der optimalen Substruk-
tur. Die Anzahl der Paare (i,j) mit 0 < i < j < n ist in O(n?). Die
Berechnung der w; ; und die Berechnung der Cﬁ ?t benotigt jeweils O(n).
Summa summarum bené&tigt also jeder der in O(n?) vielen Pyramiden-
eintrigen jeweils O(n). O
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Hashing

Eine Hashtabelle (eine Art verallgemeinerter Array) ist eine Datenstruk-
tur zur Verwaltung dynamischer Mengen, welche nur die Dictionary-
Operationen Insert(x), Search(k) und Delete(x) (also insbesondere
nicht predecessor etc.) unterstiitzt. In Praxis kann es vorkommen, dass

die Delete-Operation kaum von Relevanz ist.

Der Vorteil von Hashtabellen gegeniiber Suchbédumen ist, dass der mittlere
Aufwand pro Operation nur O(1) ist. Der Nachteil gegeniiber Suchbdume
ist dafiir, dass der Worst-Case-Aufwand linear und somit schlechter ist,

als bei Suchbdumen (immer logarithmisch).

Die Grundidee einer Hashtabelle ist es, auf die Daten direkt zugreifen zu
konnen. Das heifit der Schliissel soll so etwas werden wie der Index (bzw.

Zeiger) eines Arrays.
Beispiel 7.0.1 (Einfachste Variante: Direct adress table)

Wir nehmen an, dass die Menge U der moglichen Schliisselwerte relativ
klein ist: U = {0,1,...,m — 1} mit kleinem m € N. Ferner soll jedes
Element z einen unterschiedlichen Schliisselwert x.key haben.

Wir stellen die dynamische Menge durch einen Array T[0,1,...,m — 1]
dar, mit einen Eintrag fiir jeden moglichen Schliisselwert. TODO Bild

aus Cormen, m = 10, T ist ein Array von Listen.

Diese Konzept ist jedoch nicht so sinnvoll, da viel Speicher gebraucht

wird, um verhéltnisméfig wenig Daten zu speichern. o

Allgemeiner ist eine . Wir nehmen an, dass die Menge U
der moglichen Schliisselwerte viel grofer als die interessante Teilmenge
K mit |K| = n « |U] ist. Die Schliissel der n Datensétze sind a priori

unbekannt.

Wir erwarten, dass der Speicheraufwand ungefdhr n entspricht, also

insbesondere unabhéngig von (der Gréfe von) U ist.

Datfiir verwenden wir einen Array T[0,...,m — 1] mit m € O(n) und
m « |U|. Wir speichern (den Zeiger auf) den Datensatz mit Schliissel &k
im Feld T'[h(k)] fiir ein h:U —{0,...,m—1}.

Da h nicht injektiv seien kann, gibt es k1, ks € U mit h(ki) = h(ks). Dies
nennt man . TODO: Bild aus Cormen, die Kollisionen

illustriert.
todo: Geburtstagsparadoxon ...

Eine gute Hashfunktion sollte moglichst gleichméafig {iber den
{0,...,m — 1} streuen. Im Idealfall wird jede Adresse j € {0,...,m — 1}
mit Wahrscheinlichkeit % gewihlt (,, “.

Ist p(k) die Wahrscheinlichkeit fiir Auftreten des Schliissels & in einer
Iteration, so soll also
1
k)=—
>, plk) = —

keU:
h(k)=j

fiir alle 5 € {0,...,m — 1} gelten.

95



7.1 UMGANG MIT KOLLISIONEN

Beispiel 7.0.2 (Divisionsmethode)

Wir nehmen an, dass U c Z gilt. Als Hashfunktion wéhlen wir
h:U—{0,...,m—1}, k—k mod m.

Wiéhlen wir m = 29 mit q € N, so schneidet & die vorderen, hoherwertigen

Bits der Bindrdarstellung von k£ ab und behélt nur die ¢ niedrigsten Bits.

Dies kann jedoch zu Héufungen von Kollisionen fithren. Empirisch gut

ist daher eine Primzahl m, die weit von einer Zweierpotenz entfernt ist.c
Beispiel 7.0.3 (Multiplikationssmethode)

Wir nehmen an, dass U < Z gilt. Als Hashfunktion wihlen wir
h:U—{0,....m—1}, k—|m-(k-A—|k-A])]

fiir ein festes A € (0,1).

Die Zahl © — |z] € [0, 1) ist der Dezimalanteil von z. todo: Bild aus dem

Cormen fiir m = 2P.
Ist m = 2P, wihle A = @ € R\ Q (goldener Schnitt).

Fiir k = 123456, m = 100000 und A = ¥5-1  gilt 2.B.

h(k) = | 100000 - (123456 - A — [123456 - A]) | = 41. o

N

~0.0041151...

7.1 Umgang mit Kollisionen

Unabhéngig von der Wahl der Hashfunktion ist die Wahl der Kollisions-

umgangsstrategie.

Hashing mit Verkettung (chaining)

Die Idee hierbei ist, dass man pro eine doppelt verkettete Liste
anlegt und alle Datensétze, die den selben bekommen, in dieser
Liste ablegt. (todo:Bild aus dem Cormen)

Insert(z) bendtigt O(1), da h(x.key) berechnet wird (O(1)) und z zu
Beginn der entsprechenden Liste eingefiigt wird (O(1)).

Delete(x) bendtigt O(1), Loschen aus einer doppelt verketten Liste in

O(1) ist (setzt voraus, dass die Position von z in T bekannt ist).

Search(k) bendtigt O(1 + Lénge der Liste), da h(k) berechnet wird
(O(1)) und die entsprechende Liste durchsucht wird.

Wir analysieren die zu erwartende Lange der liste unter den folgenden

Annahmen:

e Es gibt n Datensétze in der Hashtabelle der Gréfie m. Die

ist also av := &
m

e uniform hashing: h(k) € {0,...,m — 1} ist gleichverteilt und unab-
héngig fiir alle k € U.
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7.2 UNIVERSELLES HASHING

Lemma 7.1.1
Die erwartete Linge der Liste ist bei erfolgloser Suche o und bei erfolg-
reicher Suche 1 + % <1+a.

Beweis. Sei ny,;) die Zufallsvariable, welche die Lénge der Liste mit
Adresse h(k) angibt.

Fall 1: erfolglose Suche. T' enthélt k nicht, also k ¢ {k1,...,k,}. Neh-
men wir an, dass h(k1),...,h(ky,), h(k) unabhéngig und gleichverteilt in

{0,...,m—1} sind. Seien ny,(x) die Lénge der Liste, in der k gesucht wird,
und X; = ILh(ki):h(k) fiir ¢ € {1,...,m}. Dann gilt Np(k) = Z?:l X; und
E[X;] = Pr[h(k;) = h(k)] = L fiir alle i € {0,...,m — 1}. Es folgt

n

E(nh(k)) = 2 Elz;] =

i=1

5|3

Fall 2: erfolgreiche Suche. k ist in T enthalten. Es sind n — 1 Schliissel
verschieden, k € {ki,...,ky}, sagen wir k = k;. Dann gilt X; = 1 und
E[z;] = L fiir alle i{1,...,n}\{j} und somit

n—1

]E[nh(k)] = zn: ]E[XZ] =1+

i=1 m

Korollar 7.1.2
(D) Wahlt manm = ©(n), so gilt a € O(1) und alle Operation erfordern
im Mittel Aufwand O(1).

(@) Der Worst-Case (h(k) = c fiir alle k € U) Aufwand fiir Search(k)
ist jedoch Q(n), weil wir dann nur eine doppelt verkettete Liste
benutzen.

Beispiel 7.1.3 Ist n ~ 2000, so sind drei Vergleiche bei Suche im Mittel

ok, wahle also m so, dass o ~ 3 ist.

Bei der Divisionsmethode kann man z.B. m = 701 wéhlen (weit entfernt
von 512 und 1024), d.h. h(k) :== k mod 701.

In diesem Beispiel bedingt die mittlere Anzahl der Vergleiche also die
Grofse der Hashtabelle. Im Allgemeinen gibt es immer einen

zwischen GroRe der Hashtabelle (Speicher) und Anzahl der Vergleiche
beim Suchen (Zeit). o

7.2 Universelles Hashing

Die Idee ist, den oben angesprochenen Worst-Case zu vermeiden. Dazu
stelle man sich einen boswilligen Gegenspieler (adversary) vor, welche das
Hashingverfahren kennt und es durch die Auswahl spezieller Schliissel in
den Worst-Case treibt.

Wir konnen das verhindern, in dem wir eine (fiir das gesamte Verfahren

gleiche) zufillige Hashfunktion benutzen.

DEFINITION 7.2.1 (UNIVERSELLE HASHFUNKTIONENKLASSE)
Eine (endliche) Menge H von Hashfunktionen ist beziiglich
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7.2 UNIVERSELLES HASHING

der Grofse m der Hashtabelle, wenn fiir alle verschiedenen x,y € U

1H]
m

[(he H: h(x) = hy)}] <

gilt.

Bemerkung 7.2.2 ist H universell fiir m und wéhlt man h zuféllig und
gleichverteilt aus H aus, so kollidieren z und y (d.h. h(z) = h(y)) mit
Wahrscheinlichkeit kleiner gleich %

Seien H universell fiir m und h € H zufillig und gleichverteilt
gewdahlt. Fiige n < m Schliissel mittels Hashing mit Verkettung
ein. Dann ist fiir £ € U die erwartete Lange der Liste an der
Position h(k) durch

a, k nicht in der Liste,

1+ a, k in der Liste.

beschrankt.

Beweis. Fiir verschiedene Schliisse k, £ € U sei Xy ¢ == Ly )=n(e)}-

Nach Bemerkung 7.2.2 gilt Pr{h(k) = h(¢)} < L. Somit folgt Ey,[Xp,¢] <
%, wobei E;, der Erwartungswert iiber alle h € H.

Sei Yy, die Zufallsvariable, welche angibt, wie viele Schliissel aufer & in T'

auf h(k) gehasht werden. Dann gilt Y, = > ser Xj ¢ und somit
ik

EnlYi] = >} Ba[ Xkl < ) %

LeT LeT
L#k L#k

Der letzte Ausdruck ist die erwartete Lange der Liste zur Adresse h(k),
die aus Lemma 7.1.1 bekannt ist. O
Korollar 7.2.3

Bei universellem Hashing mit Verkettung bendtigt man ©(n), um eine
Sequenz von n Insert-, Search- und Delete-Operationen zu verarbeiten,

welche O(m) Insert-Operationen beinhaltet.
Beispiel 7.2.4 (Existenz universeller Hashklassen)

Sei p eine Primzahl mit p > « fiir alle x € U < N und p > m.
Fir a € Z3 := {1,...,p— 1} und b € Z, == {0,...,p — 1} definiere die
Hashfunktion

hap(x) == ((ax +b) modp) modm

Wahle z.B. U c {0,...,16}, m =6, p =17, a = 3 und b = 4. Dann gilt
hs4(8) = ((24+4) mod 17) mod 6 =11 mod 6 = 5.

Betrachte H := {hq: a € Zy,b € Zy} mit |[H| = (p — 1)p > m.

Wir zeigen, dass H beziiglich m universell ist.
Beweis. Seien k,¢ € U < Z, zwei verschiedene Schliissel und (a,b) €
Ly x Ly fest.
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7.3 HASHING MIT OFFENER ADRESSIERUNG

Seien
r:=(ak+b) modp und s:=(al+b) mod p.
Dann gilt
r—s=_a (k—4¢) modp.

g
#0 £0

und somit r # s.
Bestimme a und b aus k, gl,r, s:

a=(r—s)[(k—¢" modp] modp und b= (r—ak) modp
Damit ist (a,b) — (r, s) bijektiv.

Fiir zufillige gleichverteilte (a,b) € Zy x Z, sind also auch (r, s) zuféllig
gleichverteilt.

Somit gilt fiir die Kollisionswahrscheinlichkeit

p (r—1)
= = = = | — | — < .
Pr{hes(k) = hep(¢) = Pr{r=s mod m} [mJ 1< —
p—1
Die Wahrscheinlichkeit, dass 7 = s mod m gilt, ist hochstens Iz = %.D

7.3 Hashing mit offener Adressierung

Wir suchen nach einer alternativen Art der Kollisionsauflosung, da die
Struktur Arrays von Listen kompliziert ist. Eine Moglichkeit ist, ,.es mit
den Hashwerten nicht so genau zu nehmen: man speichert mutwillig die
Schliissel in der Hashtabelle, komme was wolle. Anstelle von Uberlauflisten
wie bisher, nimmt man bei Kollision einfach den

. Das ist nur eine gute Idee solange die Hashtabelle hinreichend

grof ist (m = n).

Was ist diese nachstbeste Ersatzadresse? Wir betrachten eine modifizierte
Hashfunktion

h:Ux{0,1,...,m—1} - {0,1,...,m — 1},

* Adresse

wobei x die Anzahl der erfolglosen Versuche bei Suche nach einem freien
Eintrag ist. Die Modifikation besteht darin, die Anzahl der erfolglosen
Versuche miteinzubeziehen. Ist ein Hashfeld schon besetzt (d.h. erfolgloser
Versuch), so soll beim néchsten Versuch ein andere Hashfeld herauskom-
men. Es ist h(k,) die Adresse bei (i + 1)-ten Versuch, eine freie Adresse
fiir den Schliissel k£ zu finden und man berechnet nacheinander die Adresse
h(k,0), h(k,1), h(k,2), ..., bis eine freie Adresse gefunden wurde.

Damit (bei n < m) immer eine freie Adresse gefunden wird, benttigen
wir die : fur alle k € U definiert ¢ — h(k,4) eine
Permutation von {0,...,m — 1}. Diese Bedingung garantiert, dass z.B.
die Folge (h(k,i))™" sind nicht wiederholt.

Achtung: dies erschwert das Loschen von Datensétzen, da man nicht
weif}, in welchem Versuch die freie Adresse gefunden wurde. In der Praxis
wird deshalb Hashing mit offener Adressierung nur verwendet, wenn man
Loschen explizit verbietet.
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Beispiel 7.3.1 (Lineares Sondieren)

Fiir eine gewohnliche Hashfunktion A’ betrachte
h(k,i) = (W' (k) +4) mod m.

Man hat also eine konkrete Idee h'(k), was die Adresse fiir k sein soll.

Wenn diese schon besetzt ist, geht man ein Feld weiter.
Ein Vorteil ist, dass die ist.

Ein Nachteil ist ,, “: es bilden sich immer gréftere Blocke
konsekutiver belegter Adressen. Das macht den Vorteil von Hashing, das
man fiir viele Operationen hintereinander, eine iiber die Summe verteilte
Laufzeit habe, die konstant pro Operation ist, zunichte. Hier degeneriert
es, und es wird schnell zu einem linearer durchsuchen: sind ¢ konsekutive
Adressen a,a+ 1,...,(a+ ¢ — 1) mod m belegt, so wird eine neues k
mit zufélligem und gleichverteilten A(k) mit Wahrscheinlichkeit % an

der Adresse a + g abgelegt. o
Beispiel 7.3.2 (Quadratisches Sondieren)

Betrachte wie oben
h(k,i):= (W(k) +c1-i+cy-i%) mod m,

wobei cq, co € N zwei Parameter sind. Die Idee ist, dass die
quadratisch zunimmt. Ob die Permutationsbedingung gilt, hangt von

c1,co und m ab.

Ein Vorteil ist, dass auftritt. Ein Nachteil ist,
das ,, “ auftritt: ist h'(k1) = h'(k2), so stimmt auch
die Folge der Ersatzadressen iiberein. o

Die beste Moglichkeit, um mit offener Adressierung umzugehen, ist, dass

man zwei gewohnliche Hashfunktionen kombiniert. Dies ist in der Praxis

gangig.
Beispiel 7.3.3 (Doppel-Hash)

Fiir gewohnliche Hashfunktionen h; und ho betrachte
h(k,i) = (hi(k) +i-ha(k)) mod m

Man nennt h; die primére und ho die sekundére Hashfunktion. Priméres
und sekundéres Clustering wird vermieden, den hq (k) = hy (k') fiihrt zu
verschiedenen Ersatzadressen, wenn hg(k) # hao(k').

Wann ist die Permutationsbedingung erfiillt? Fiir m = 8 und hq(k) = 2
ist die Permutationsbedingung fiir k nicht erfiillt, da wenn h; (k) gerade
ist, auch hq (k) + tho(k) immer gerade, so werden nur die geraden Adres-
sen in der Hashtabelle ausprobiert. Ist hingegen ho(k') = 3, so ist die

Permutationsbedingung erfiillt. o

Doppel-Hashing erfiillt die Permutationsbedingung genau dann
wenn ggT(m, hao(k)) =1 fiir alle k € U gilt.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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7.3 HASHING MIT OFFENER ADRESSIERUNG

Wie viele Sonderierungen miissen durchgefiihrt werden, bis eine freie
Adresse gefunden wird? Wir beantworten diese Frage unter der

: die néchste Sondierung wahlt immer zuféllig und
gleichverteilt einer der m (Grofe der Hashtabelle, n ist die Anzahl der
Elemente in der Hashtabelle) Adressen.

Bei einer a = - < 1ist unter der
die erwartete Anzahl der Sondierungen beim Einfiigen
1

hochstens —.
(03

Beispiel 7.3.4 Ist a < %, also die Tabelle hochstens nur bis zur Halfte

gefiillt, so erwartet man hochstens zwei Sondierungen.

Ist die Tabelle zu hochstens 80% gefiillt, so erwarten wir hochstens fiinf
Sondierungen.

Insbesondere ist 1~ 2L pund 1< = fiir a € (0,1). o

Fiir den Beweis wird etwas Wahrscheinlichkeitstheorie benétigt, die wir

hier wiederholen.

Eine diskrete X kann die Werte aus {z1,...,z,} an-
nehmen. Die entsprechenden bezeichnen wird mit
pi == Pr[X = z;] fiir i € {1,...,n}. Sie miissten >, ;p; = 1 und
p; € [0,1] fir alle ¢ € {1,...,n} erfiillen. Der der Zufalls-
variable X ist E[X] = > | x; - p;.

Beispiel 7.3.5 (Fairer Wiirfel) Beschreibt X die Augenzahl eines fai-
ren Wiirfels, so ist {z1,...,2,} = {1,...,6} und p; = ¢ fiir alle i €
{1,...,6}. Somit ist E[X] = Z. Es muss also kein ¢ mit z; = E[X] geben.

Beschreibt Y die Summe der Augenzahlen von zwei fairen Wiirfeln, so
ist {z1,..., 20} =1{2,...,12}, pi = 3o min(i, 12 —9) und E[Y] =7. ¢

Wir fithren nun diskrete Zufallsvariablen auf einen abzdhlbar unendlichen
Raum ein: eine Zufallsvariable X kann nun die Werte {z;};cy annehmen
und p; sind analog definiert und es muss »},_yp; = 1 gelten. Der
von X ist E[X] = Y07, i - pis
(damit Umordnung der Reihe den Wert nicht &ndert).
Beispiel 7.3.6 (Urnenmodell)
Betrachte eine Urne, in welche m Kugeln liegen, davon sind w weifs und
s :=m — w schwarz. Fiir eine zufillig (gleichverteilt) gezogenen Kugel k

gilt Pr[k weifl] = 2 =: p und Pr[k schwarz] = =1-p.

m

Sei X die Anzahl Ziehungen (mit Zuriicklegen) bis eine weifle Kugel
gezogen wird. Dann gilt Pr[X =] = (1 —p)*~! - p fiir i € N. Es folgt

E[X] = Yil—p) " p=p- Yi(l-p) ™ =+ =

m
€N €N p w

Beweis. (von Satz 7.3.2) Die Sonderierungen entsprechen Ziehen aus
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7.4 PERFEKTES HASHING

einer Urne (freie Plitze = weifle Kugeln), also

E[# Zichungen bis freier Platz gefunden] = = . g
m

Wir haben gezeigt, dass das Einfligen in eine Hashtabelle mit offener
Adressierung konstante Zeit benottigt, wenn die Auslastung « als eine
Konstante betrachtet wird. Sofern nicht bereits Element in Einfligefolge
geloscht wurden, ist die Suche genau wie das Einfiigen. Bei offener Adres-

sierung beschrénkt man sich deshalb meist auf Hashing ohne L&schen.

Summa summarum ist der Aufwand pro Operation im Mittel O(1), aber
im Worst-Case Q(n) (wenn nur noch ein Eintrag frei ist, muss man
die ganze Liste durchsuchen). Bei Suchbdumen bené6tigen wir nur eine
Ordnung auf der Menge der Schliissel, beim Hashing miissen wir auch
mit den Schliisseln rechnen kénnen (z.B. U < N). In der Praxis ist oft
beides gegeben und somit kénnen wir beide Methoden vergleichen. Bei
Suchbdumen ist der Aufwand pro Operation in Worst-Case Q(log(n)),
jedoch ist auch der Aufwand im Mittel Q(log(n)), da mindestens die Hélfte
aller Knoten in Tiefe von mindestens Q(log(n)) liegen. Man ,bezahlt*
also dafiir, dass man im Worst-Case schneller als linear ist damit, dass

man auch im Mittel nur logarithmisch ist.

7.4 Perfektes Hashing

Ahnlich zu statisches Suchbdumen gibt es statische Hashtabellen: alle
relevanten Schliissel sind a priori bekannt z.B. reservierte Worte in python
oder die Namen aller Dateien auf einer DVD.

Wir wollen den Worst-Case-Aufwand fiir die Suche von Q(log(n)) auf

O(1) verbessern, ohne die O(1) im Mittel zu verlieren.

DEFINITION 7.4.1
Ein Hashing-Verfahren heifst , wen der Worst-Case-Aufwand fiir
das Suchen konstant ist.

Eine Moglichkeit besteht darin, ein zu konstruieren.
Zunichst gibt es eine Hash-Tabelle der Gréfe m = n mit einer
Hash-Funktion h. Die Konflikte an einer Adresse j € {0,...,m — 1}
werden durch eine kollisionsfreie Hash-Tabelle der Grofse
m; = nf gelost, wobel n; die Anzahl der Schliissel  mit h(z) = j
sind. Die Eintrage der priméaren Hash-Tabelle sind also die sekundéaren
Hash-Tabellen.
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Abbildung 43: Die Grofe der primaren Hash-Tabelle ist m = n =
1+34+1+4 =9. Esist ho(10) = 0 und ng = 1 und somit my = 1. Die Para-
meter a; und b; codieren die Hash-Funktion: h;(z) = ((a;z + b;) mod p)

mod m. [Cormen]

Die Zahlen n; werden vorab bestimmt (nach der Wahl von h), da alle
Schliissel bekannt sind. Die primére Hash-Funktion h und die sekundéren

Hash-Funktionen (h; )’":Ol werden aus einer universellen Klasse gewahlt.

Realisierung

Sei p eine Primzahl mit p > z fiir alle n Schliissel z € N und m := n.
Wir wihlen nun geeignete a € Zy und b € Z,, und setze h(x) := ((ax + b)
mod p) mod m. Fiir j € {0,...,m — 1} wahle q; € Z* und b; € Z,, und
setze hj(x) = ((ajz + b;) mod p) mod m; mit m; := n3, wobei n; die
Anzahl der Schliissel z ist, fiir die h(x) = j gilt. Gilt n; = 1, so wéhlen
wiraj:bj:Oundm?:L

Zwei mogliche Probleme

Problem A: Wie stellt man sicher, das beim sekundiren Hashing keine

Kollisionen auftreten?

Werden n; Schliissel mit einer zuféllig aus einer universellen Klasse
gewdhlten Hash-Funktion h; den m; = n? Adressen zugewiesen,
so ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer Kollision
kleiner als %

Beweis. Wir haben n Schliissel und somit ( ) Paare von Schlusseln
die kollidieren kénnen. Eine Kollision passiert mit Wahrscheinlichkeit m—,
da wir eine universelle Familie haben. Sei X ein Zufallsvariable, Welch]e
die Anzahl der Kollisionen darstellt. Dann gilt

N 1 n?P-n; 1
J J

ns

Die besagt, dass Pr[X > ¢] < }E[X] fiir
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7.4 PERFEKTES HASHING

eine nichtnegative Zufallsvariable X und eine Zahl ¢ > 0 gilt. Also folgt
Pr[X > 1] <E[X] < 1. O
Korollar 7.4.2

Durch wiederholtes zufélliges Ziehen von h; kann man mit hoher Wahr-

scheinlichkeit Kollisionsfreiheit erreichen.

Produziert man eine DVD und hat die Dateinamen, so wiahlt man die pri-
mére Hash-Funktion und errechnet alle Kollisionen. Nach der Berechnung
der (zufilligen) passenden sekundéren Hash-Funktionen. Geht das schief
(mit Wahrscheinlichkeit < %)7 wahlen wir eine neue Hash-Funktion und
haben somit die Wahrscheinlichkeit, dass es wieder schief geht, auf kleiner

als i reduziert. Die Wahrscheinlichkeit, dass es beim n-ter Versuch immer

1

5w, fallt also sehr schnell.

noch schief geht, ist also kleiner als

B: Wie grof ist der bendétigte Speicherplatz fiir die primére und die
sekundaren Hash-Tabellen?

Werden n Schliissel mit einer zuféllig aus einer universellen Klasse
gewéhlten Hash-Funktion A den m := n Adressen zugewiesen, so

m—1
E l 2 n?} < 2n.

Jj=0

ist

Beweis. Sei a € N. Dann gilt a®> = a + 2(;) Somit folgt

m—1 m—1 m—1 m—1

n; n;

E[Z n§] =IE[Z nj+2(23)1 = E[nj]+2E[Z (;)].

j=0 j=0 j=0 j=0
| —

Der Ausdruck Z;n:_ol ("y) beschreibt die Anzahl der Paare der Hash-

Tabelle, die kollidieren. Da die primére Hash-Funktion aus der universellen

Familie kommt ist die Kollisionswahrscheinlichkeit % und somit gilt

5010252

da n = m. Es folgt

m—1
-1
E[Zn?}gn—knz =2n—1 < 2n. O]

Jj=0

Korollar 7.4.3

Der erwartete Speicherbedarf fiir das zweistufige Hashing- Verfahren ist

O(n).

Korollar 7.4.4

Durch wiederholtes Ziehen einer zufdlligen primdren Hash-Funktion kann
m—1

man mit hoher Wahrscheinlichkeit erreichend, dass 23;0 nf < 4n
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Turingmaschinen und Komplexitat

8.1 Berechenbarkeit

In CoMa | haben wir einen als eine defi-
niert, die die erwartete genau spezifiziert, die auf der Eingabe
durchzufiithrende inklusive deren Reihenfolge eindeutig
angibt und spezifiziert, wann der Algorithmus und was er dann

Diese Definition wollen wir nun prézisieren. Wir setzen dafiir das (primi-

tive, aber sehr méchtige) der voraus.

DEFINITION 8.1.1 (ALPHABET, WORT, SPRACHE)
Sei ¥ # J eine endliche Menge. Fiir k € N ist ©* die Menge der
Funktionen f: {1,...,k} — X. Eine Funktion f € ¥* kann man auch

als Folge f(1)..., f(k) schreiben und nennt es oder

der Lange k tiber dem 3.

Das einzige Element von X° nennt man . Ferner sei ¥* =
Ui, E*. Eine Teilmenge L < X* heifit iiber dem Alphabet .

DEFINITION 8.1.2 (BERECHNUNGSPROBLEM)
Sei P c D x E eine Relation, sodass es zu jedem d € D ein e € E mit
(d,e) € P gibt. Dann heiflt P

e Ist (d,e) € P, so ist e eine fiir das Problem P
mit Eingabe d.

Die Elemente von D sind die des Problems.

e Ist P eine Funktion, so ist das Problem P

Sind D und F Sprachen iiber einem endliche Alphabet X, so ist

P ein

Ist D c R" und E < R™ mit n,m € Nog, so ist P ein

Ein eindeutiges Berechnungsproblem P: D — E mit |E| = 2 (z.B.
ja oder nein) ist ein

Beispiel 8.1.3

Ein Entscheidungsproblem ist es, zu einer gegebenen natiirlichen Zahl zu

entscheiden, ob es sich um eine Primzahl handelt. o

Gibt es zu jedem Berechnungsproblem einen Algorithmus, der es 16st?

Nein, denn es gibt mehr Problem als Algorithmen (s. u.).

DEFINITION 8.1.4 (MACHTIGKEIT)

Zwei Mengen A und B heifsen und wir schreiben |A| = | B,
wenn es eine Abbildung von A nach B gibt.
Eine Menge A heifst endlich, wenn es eine Funktion f: A —
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8.1 BERECHENBARKEIT

{1,...,n} fir ein n € N gibt und andernfalls nnendlich.

Eine Menge A heiflt 2hzihlbar, wenn es eine 11jcktive Funktion f: A —
N gibt, andernfalls tiherabzahlbar.

THEOREM 8.1.1

Sei ¥ eine nichtleere endliche Menge. Dann ist ¥* abzéhlbar.

Korollar 8.1.5

Die Menge aller python-Programme ist abzdhlbar.

Beweis. Betrachte das endliche Alphabet ¥ der Menge der ASCII Zei-
chen, also Klein-und Groftbuchstaben, Zahlen, Sonderzeichen etc. Fiir

die Sprache der python-Programme L gilt L < ¥*. O

THEOREM 8.1.2

Die Menge {0, 1} aller Funktionen von N nach {0, 1} ist iiberab-
zahlbar.

Diese Menge kann als 2-adische Dezimalbriiche mit fiihrender Ziffer Null
interpretiert werden.

Korollar 8.1.6

Es gibt Fntscheidungsproblem, die kein python-Programm 16st.

Eines der wichtigsten Entscheidungsproblem ist das Halteproblen. Gege-
ben ist ein Algorithmus (python-Programm) A und ein passender Input
2. Terminiert A mit Input z nach endlich vielen Schritten?

THEOREM 8.1.3

Das Halteproblem wird von keinem python-Programm gel6st.

DEFINITION 8.1.7 (SPRACHE < ENTSCHEIDUNGSPROBLEM)
Sei ¥ eine nichtleere endliche Menge.

e Das zu einer Sprache L  ¥* (iiber dem Alphabet ¥) gehorende
Entscheidungsproblem ist

True, wenn z € L,
Pp: ¥* — {True, False}, z —
False, sonst.

e Die zu einem "ntscheidungsproblen P X% — {True, False} geho-
rende Sprache ist Lp = {x € ¥* : P(x) = True} c X*.

Sprachen und Entscheidungsprobleme kénnen also synonym zu einander
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8.2 TURING-MASCHINEN

verwendet werden.

8.2 TURING-Maschinen

Beispiel 8.2.1 (Intuitive Beschreibung der Turingmaschine)
Eine Turingmaschine (TM) kann man sich als Abstraktion eines Rechners

vorstellen.

Der Speicher der TM ist ein bestehend aus ab-
zéhlbar unendlich viele . Jede Zelle kann genau ein Zeichen des
endlichen I'. Der Lese-/Schreibkopf der TM schaut jeweils
auf eine Zelle des Bandes, deren Zeichen er lesen und iiberschreiben kann.

Der endliche der TM steht anfangs auf dem band und der
Lese-/Schreibkopf schaut auf das erste Zeichen des Inputs. Links und
rechts des Inputs stehen lauter el.

Die TM befindet sich zu Beginn im aus der endlichen

. In jedem der TM geschieht das Folgende:
der Kopf lieft das Zeichen auf dem Band und iiberschreibt es und bewegt
sich dann maximal eine Zelle nach links oder nach rechts (oder bleibt auf
der Zelle stehen). Danach geht die TM in einen neuen Zustand aus @

iber. o

Programm ¢

6(q,a) = (q',4,d)

q,a
Zustand g [ 7ecQ
, aerl
—T a,d d € {L,R,N}
a
- |B|Blalc|a]a|B|B] --- Band

Abbildung 44: Hier ist ' = {a,¢,d’,d, B, .. .}.

DEFINITION 8.2.2 (DETERMINISTISCHE TURINGMASCHINE)
Eine deterministische Turingmaschine (DTM) ist gegeben durch

e eine endliche und einen ,

ein endliches ,

ein endliches und ein ,
e ¢cin Programm ¢: @ x I’ - @ x ' x {R,L,N},
e ecine Menge FcaQ.

Ein Zustands ¢ € @) heifst , falls f(q,a) = (g, a,N) fir alle
a €T gilt. Ist DTM im Zustand g € @ und liest das Zeichen a € I" mit
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0(q,a) = (q,a,N), so sie. Terminiert die DTM, so zeigt ihr
Kopf auf das erste Zeichen des Outputs. Der Output endet vor dem
ersten Leerzeichen rechts des Kopfes. Terminiert die DTM in einem
Zustand g € F, so sie den Input. Anfangs zeigt der Lese-
/Schreibkopf auf das erste Zeichen des Inputs. Neben dem Input stehen

auf dem Band nur Leerzeichen.
Beispiel 8.2.3 (Erste TURING-Maschine)

Seien Q = {qo,q1,---,96}, = = {0,1}, ' :=X U {B} und F := {¢g} sowie
0 gegeben durch

) 0 1 B
% | (90,0,R) (q1,1,R) -
qQ - (¢1,1,R) (g2, B,L)
q2 - (q?,,B L) -
g3 | (g3,0,L)  (g3,1,L) (qu,B,R)
qa | (g5, B,R) - -
g | (g0,0,N) - (g6, B,N)
de - - -
Hier bedeutet — in Zeile ¢ und Spalte a den Eintrag (g, a,N). o

Lemma 8.2.4
Die obige DTM entscheidet die Sprache L := {0"1" : n = 1}, d.h. sie
terminiert nach endlich vielen Schritten und akzeptiert den Input genau

dann, wenn er in L ist.

Betrachte z.B. die Eingabe 01, d.h. das Band sieht am Anfang so aus:
..Bqy01B..., wobei der Kopf stets rechts von dem Zustandszeichen g
steht. Anwenden von ¢ wird mit — abgekiirzt. Dann ist die

I_ BQ4OB |— B(J5B |— Bq6B,

also wird die Eingabe akzeptiert.

Zum Beweis: Man ist nur im Zustand gg, wenn nur Nullen gelesen worden
sind. Sobald man eine eins liest, gelangt man in Zustand g;. Man kommt
also nur in Zustand 1, wenn man erst nur Nullen liest und dann eine
Fins liest. Der Zustand g2 zeigt: die gesamte Eingabe besteht aus nur
Nullen und dann nur Einsen. Der Zustand ist wie g2, aber 16scht die
letzte Eins. Der Zustand wie q4 ist wie g3, aber der Kopf steht auf B links
der Eingabe. Der Zustand g5 ist q4, aber erste Null gelscht. Wir haben
also genau so viel Einsen wie Nullen geloscht. Der Zustand gg signalisiert,

dass die Eingabe akzeptiert ist.

DEFINITION 8.2.5

Eine Funktion f: D — E heifst (oder ), wenn
es eine DTM gibt, die bei Input x € D nach endlich vielen Schritten
terminiert und den Output f(z) liefert.

Eine Sprache L c ¥* heifst (oder ), wenn das
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zugehorige Entscheidungsproblem Pj, berechenbar ist.

Eine Sprache L — ¥* heifst ( ),
wenn es eine DTM gibt, die bei Input 2 € ¥* genau dann nach endlich

vielen Schritten im akzeptierten Endzustand terminiert, wen z € L gilt.

In der Definition der Semi-Entscheidbarkeit wird nichts ausgesagt, fiir
den Fall, das x ¢ L. Insbesondere ist es erlaubt, das die DTM nicht

terminiert, wenn z € L. Entscheidbare Sprachen sind semi-entscheidbar.
Beispiel 8.2.6 (Weiter TURING-Maschine)

Seien @ = {qo,q1,---,q3}, X :={0,1}, T':= X U {B} und F = ¢J sowie
6 gegeben durch

6 0 1 B
9 | (q0,B,R) (q1,1,R) -
a1 | (¢1,0,R) (¢1,L,R) (g2, B,L)
¢ | (g2,1,L) (g3,0,L) -
g | (¢3,0,L) (g3,1,L) (qo,B,R)
Hier bedeutet — in Zeile ¢ und Spalte a den Eintrag (g, a,N). o

Die DTM startet in Zustand ¢y und 16scht und geht nach rechts, so
lange sie Nullen liest. Ist die Eingabe verbraucht, sind wir in eine Endzu-
stand. Liest die DTM eine Eins, so geht sie in Zustand ¢;. Rest selber

iiberlegen

DEFINITION 8.2.7 (KONFIGURATION EINER DTM)

Eine DTM befinden sich in der aqb, wobei ¢ € @ und
a,beT'*, wenn der Zustand der DTM gq ist, auf dem Band der String
B*abB* steht und der Lese-/Schreibkopf auf das erste Symbol von b
zeigt.

Die Konfiguration a’q’d’ ist von agb, wenn
die DTM in einem Schritt von agb nach a’q’t’ gelangt. Wir schreiben
dann agb -~ a’q'l’.

Die Konfiguration a”q¢”b” ist von agb, wenn die
DTM in endlich vielen Schritten von agb nach a”q”b” gelangt. Wir
schreiben dann agb —* a”q"b".

Fiir die erste DTM gilt also

Bqo0011  0go011  00go11 - 00111 - 0011g1 B — 001ga1  00gs51
- 0¢501 - Bgs001 — BgsB001 - Bqs001 — Bgs01 — Bgo01
F* BqGB

Eine wichtige Technik zur Programmierung von TM ist die Daten aus einer
endlichen Menge A (z.B. A < I'*) durch Integration in die Zustandsmenge
@ zu speichern: setze Queq = @ X A. Ein Zustandswechsel beinhaltet
dann immer eine Anderung des eigentlichen Zustands und des Speichers,

der Speicher wird also permanent gelesen.

FEine andere Technik ist die Verwendung eine mehrspuringen TM. Das
Band eine k-Spur-TM besteht aus k& Spuren, sodass in jeder Zelle des
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Bandes k Zeichen stehen, d.h. ein Element aus I'*. Fiir den Input kann
beispielsweise die erste Spur genutzt werden und fiir den Output die
k-te. Eine k-Spur-TM kann als herkémmlich TM mit Bandalphabet T'*
aufgefasst werden. Insbesondere sind k-Spur-TM als
gewoOhnlich TM.

Die Lese-/Schreibkopfe der k£ Bénder konnen sich unabhéngig bewegen.
Die TM liest und schreibt in jedem Schritt auf allen & B&andern, d.h.
§5:Q xTF - Q x T* x {L,R,N}¥.

- [B[d[b[cJa]a]c[B] - Band2
Zustand g Programm §
. IB[BIBIC[eIalB]B|~-» Band 1

Abbildung 45: Schematische Darstellung einer 2-Band-TM.

Beispiel 8.2.8 (Zwei-Band TM)
Seien @ = {q0,q1,---,93}, L :={0,1}, T := XU {B} und F = {q3} sowie
6 gegeben durch

d q0 q1 q2 q3
00 | (qo,00,R)  (qo,10,R)  (g2,00,L)
01 (o, 11,R) (¢1,01,R) (g2,01,L)
0B | (¢0,0B,R) (qo,1B,R) (g2,0B,L) —

10 | (qo,10,R)  (q1,00,R)  (g2,10,L) —
11 | (¢1,01,R)  (q1,11,R)  (go,11,L) —
1B | (q0,1B,R) (¢1,0B,R) (g2,1B,L) —
BO | (g,00,R)  (go,10,R) (g, BO,L) —
Bl | (q,11,R)  (q:,0L,R) (ge, B1,L) ~—

BB (QQaBBaL) (QO,IB,R) (Q3aBB7L) -

Eine weitere Technik ist die Verwendung von Unterprogrammen, welche
in einem bestimmten Zustand aufgerufen werden und gewissen Daten
iibergeben bekommen. Diese Daten kann man auf eine eigene Spur schrei-
ben, mit welcher das Unterprogramm dann arbeitet. Eine Teilmenge der

Zustédnde wir nur fiir das Unterprogramm verwendet.

Eine letzte Technik sind Schleifen, die man als spezielle Unterprogramme
mit bestimmten Abbruchkriterien realisiert. Fiir for-Schleifen kann man

einen Zahler verwenden (s.o.).

Beispiel 8.2.9 (Noch eine 2-Band TM)
Seien @ = {qo,...,q3}, & = {0,1}, T = X U {B}, F = {¢3} und ¢
gegeben durch
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4 do a1 q2 q3
00 — — (¢2,0B,L R) —
01 - — - -
0B | (g0,00,R R) — — —
10 — — — —
11 - — (¢2,1B,L R) —
1B | (g,11,R R) - - -
B0 — (¢1,B0,N L) — —
B1 — (g1, B1,N L) — —
BB | (¢1,BB,N 1) (q2,BB,LR) (¢q3,BB,RN) —

Hierbei besteht zu Beginn das erste Band aus der eigentliche Eingabe

und das zweite Band ist leer.

Welche Inputs auf Band Eins akzeptiert diese DTM? Wird im Input eine
Null (oder eine Eins) gelesen, so wird diese auf das zweite Band kopiert
und beide Kopf bewegen sich simultan nach rechts, und der néchste
Zustand ist immer noch ¢g. Der Zustand &ndert sich, wenn der Kopf an
das Ende der Eingabe gelangt und B B liest. Der Kopf des ersten Bands
(,erster Kopf“) bleibt stehen und der zweite Kopf wird nach links bewegt,
also auf das letzte Zeichen der kopierten Eingabe und die TM befindet
sich nun im Zustand ¢i, in welchem nur die Kopfe bewegt werden, aber
das Band unveréndert bleibt. Im Zustand ¢; wird der zweite Kopf an den
Anfang der Eingabe bewegt. Dort angekommen, geht die TM in Zustand
g2 tiber, und der erste Kopf zeigt auf das letzte Zeichen der Eingabe und

der zweite Kopf auf das erste.

In go passiert nur etwas nennenswertes, wenn die Bandeintrége identisch
sind. Ist das der Fall, wird auf dem zweiten Band geltst und die Kopfe
siber Kreuz* weiterbewegt. Stehen zwei verschieden Eintrige auf den
Béandern, wird die Eingabe nicht akzeptiert.

Somit sind die akzeptierten Eingaben genau die Palindrome. o
Beispiel 8.2.10 (Multiplikation zweier n-Bit-Bindrzahlen)

Man schreibt die beiden Faktoren auf zwei unterschiedliche Bander und
wendet das Prinzip der schriftlichen Multiplikation an. Auf einem dritten

Band addiert man dann die n Summanden. o

Hat man vier oder fiinf Zahlen, die in dem Programm eine Rolle spie-
len, kann es sinnvoll sein, fiir jede Zahl ein eigenes Band zu benutzen.
Interessante Programme sind so gestrickt, dass man nicht weif§, wie grofs
die Eingabe ist, z.B. bei Sortierverfahren. Die (endliche!) Anzahl der
Béander muss vor Beginn des Algorithmus festgelegt werden. In diesem
Fall kann man Datenblécke hintereinander auf ein Band schreiben und
durch ein ,, “ trennen. Durch Zahlen der Sonderzeichen kon-
nen bestimmte Speicheradressen gefunden werden. Wird ein Datenblock
durch einen langeren ersetzt, muss eventuell der gesamte Bandinhalt nach

rechts verschoben werden.

DEFINITION 8.2.11 (LAUFZEIT UND SPEICHERPLATZ)
Die einer DTM fiir einen bestimmten Eingabestring ist die
Anzahl der Zustandsiibergénge, bis die Maschine stoppt.
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Die t(n) ist die maximale Anzahl der Rechen-

schritte, welche die Maschine auf Inputs aus X" durchfiihrt.

Der einer DTM fiir einen bestimmten Eingabestring ist
die Anzahl der Zellen, auf die der Kopf der Maschine jemals zeigt.

Der s(n) ist der maximale Speicherplatz, den

die Maschine auf Inputs aus X" nutzt.

Beispiel 8.2.12

Fiir die DTM aus Beispiel 8.2.3 ist t(n) € ©(n?) und s(n) = n + 2. Fiir
die DTM aus Beispiel 8.2.6 ist ¢(n) € ©(2") und s(n) = n + 2. Fiir die
DTM aus Beispiel 8.2.9 ist ¢(n) € O(n) und s(n) = 2n + 4. o
Beweis. (Fiir das letzte Beispiel) Fiir eine Eingabe der Linge n be-
notigen wir weitere n Zellen fiir die kopierte Eingabe auf Band zwei
und jeweils die Leerzeichen links und rechts der Eingabe. Somit ist
s(n) =2(n+2).

Die Laufzeit ist linear in der Lange der Eingabe, da die DTM sich genau
n + 1 mal im Zustand ¢g befindet, dann n + 1 mal im Zustand ¢; und

dann n mal im Zustand gs. O

8.3 Universelle TURING-Maschinen

Bislang haben wir TM als ,special purpose Rechner konzipiert, d.h. als
fiir eine feste Aufgabe programmiert. Jetzt wollen wir die TM als ,,general
purpose Rechner®, der , auf der

das Programm abgearbeitet wird.

Betrachte eine TM M mit ¥ := {0,1}, I := {0,1, B} = {x1, 22,3},
Dy =1L, Dy:=R, D3 =N, Q :={q,-...,q}, einem Anfangszustand ¢;
und F' := {¢2}. Es ist keine einschrdnkende Annahme, dass es nur einen
akzeptierenden Zustand gibt, da man sonst in konstanter Laufzeit und
mit konstantem Speicherplatz eine Zustand hinzufiigen kann, der von
allen akzeptierenden Zustdnden in eine neuen Zustand iibergeht. Kodiere
nun die z-te Zeile, wobei 1 < z < s := |Q] - |T'|, des Programms ¢ von M

wie folgt:
§(¢i,25) = (qr, T, D) < 0°1071010°10™ = code(z),

wobei k € {1,...,t} und k, £ € {1, 2,3} sind und die Eins als Trennzeichen

benutzt wird.

DEFINITION 8.3.1 (GODEL-NUMMER)
Die GODEL-Nummer der TM M mit s-zeiligem Programm § ist

(M) :=111code(1)11code(2)11...11code(s)111

Hierbei wird 11 als Trennzeichen verwendet.

Korollar 8.3.2

Es gibt nur abzdhlbar viele Programme.

Beweis. Die GODEL-Nummer kann als natiirliche Zahl gelesen werden.[]
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DEFINITION 8.3.3
Eine U erhilt als Inputpaar ( M » und w, wobei M eine
TM und w € {0, 1}* ist. U simuliert M auf Input w.

Man kann U als 3-Band-TM realisieren.

Beobachtung Fiir festes M ist die Rechenzeit von U auf dem Input

(M ) w nur um einen konstanten Faktor grofer als die Rechenzeit von

M auf w.
Beispiel 8.3.4 (Universelle TM als 3-Band-TM)
(1) Test die Eingabe auf Korrektheit, d.h. ( M) muss z.B. von der
Form 1110°10710¥10¢10™11 ... mit i,k > 1 und j,¢,m € {1,2,3}
sein. Keine zwei Codes diirfen mit demselben Prifix 0107 beginnen.

@ Kopiere { M ) auf Band zwei, {iberschreibe es auf Band eins mit

Leerzeichen.
@ Schreibe Zustand ¢; von M auf Band drei, kodiert als 0°.
@ In jedem Schritt:

e Lies z; auf Band eins, suche 110°1071 ... auf Band zwei, wobei
0% auf Band drei steht.

o Akzeptiere, falls i = 2.

e Andernfalls lies 0¥10¢10™11 auf Band zwei, schreibe 0% auf
Band drei, schreibe z;, auf Band 1, bewege Kopf von Band

eins in Richtung D,,. o

8.4 Die CHURCH’sche These und Register-
maschinen

Die CHURCH’sche These ist ,Die durch die formale Definition der TM
erfasste Klasse berechenbarer Funktionen stimmt mit der Klasse der

intuitiv berechenbaren Funktionen iiberein.*
Bemerkung 8.4.1 (Zur CHURCH’schen These)

Die Interpretation ist, das das TM-Modell mindestens genau so méchtig
ist, wie jedes andere bekannte Berechnungsmodell. Auflerdem erfasst die
TM Rechenzeiten im Vergleich zu anderen Modellen bis auf polynomi-
elle Faktoren richtig (z.B. Registermaschine (s.u.)). Die CHURCH’sche
These ist prinzipiell nicht beweisbar, da der Begriff ,intuitiv berechen-
bar“ nicht exakt formalisiert werden kann. Sie kénnte jedoch falsifiziert
werden, indem nicht TURING-berechenbare Funktionen als berechenbar

,shachgewiesen werden.

Zur Untermauerung der CHURCH’schen These betrachten wir ein weiteres

formales Rechnermodell, welches nidher an reale Rechner angelehnt ist.
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Programm ||<

A~

-

c(1)]c(2)]c(3)|c(4)

4

El c(0)

Befehlszdhler ~ Akkumulator Register (Speicher)

A
N

Abbildung 46: Schematische Darstellung einer Registermaschine.

Beispiel 8.4.2 (Random Access Machine - RAM)
Die Registermaschine hat, wie die TM, einen unendlich langen Speicher.
Hier ist das Band jedoch nur in eine Richtung unendlich. Die grofte Box
(entspricht heute ca. dem CPU) besteht aus dem und dem
. Ein Programm ist eine durchnummerierte Folge von Zeilen
(Befehlen) und der Befehlszahler startet mit dem Wert 1 und gibt spéter
die aktuelle Zeile an, die ausgefiihrt wird. Der Akkumulator ist die Stelle,
an der gerechnet werden kann.

Der Befehlszéhler, der Akkumulator und das Register enthalten
. In den ersten Register steht zu Beginn die Eingabe (cf. TM); in
den weiteren Registern sowie im Akkumulator 0. Die Anzahl der Register

ist unbeschrankt, also konnen wir beliebige Eingabeldngen realisieren. ¢

Moglich Befehle sind

LOAD i: c(0) :=c(i); b:=b+1;

STORE i c(i):=¢(0); b:=b+1,

ADD i c(0) :=¢(0) + ¢(i); b:=b+1;

SUB i c(0) := max{c(0) — ¢(i),0}; b:= b+ 1,
MULT i: c(0) :==¢(0) - c(i); b:=b+1;

DIV i c(0) := |c(0)/c(i)]|; b:=b+1;

GO TO j: =

o o

IF ¢(0)?¢ GO TO j: := j falls ¢(0) ? £ wahr;
(Pe {=,<,<,>2,>}) b := b+ 1 sonst;
END: b:=b:

Man beachte, dass nicht alle Subtraktionen erlaubt sind, da die Register-

eintrige natiirliche Zahlen sind.

Weitere Befehlsvarianten sind CLOAD, CADD, CSUB, CMULT, CDIV:
ersetzt bei LOAD, ADD, SUB, MULT, DIV auf der rechten Seite ¢(i)
durch i. Genau so gibt es indirekte Befehlsvarianten wie INDLOAD,
INDSTORE, INDADD, INDSUB, INDMULT, INDIV: ersetze in LOAD,
STORE. ADD, SUB, MULT, DIV ¢(¢) mit ¢(c(4)). Wie bei der Mehrband-
TM koénnen diese praktischer weiteren Befehle durch die oben angegebenen
simuliert werden.

Bei der Messung der Rechenzeit und des Speicherplatzes unterscheiden

wir zwei Kostenmodelle.

Uniformes Kostenmaf’. Jeder Rechenschritt bendtigt eine Zeiteinheit

und der Speicherplatz entspricht der Anzahl genutzter Register.
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Jedoch ist das Bandalphabet einer TM endlich, also kénnen wir in jeder
Speicherzelle nur endlich viele verschiedene Zustédnde speichern. Die
Register sind méchtiger: da Register beliebig grofie Zahlen enthalten
konnen, ist das uniforme Kostenmafs in der Praxis oft unrealistisch.

Daher ein alternatives Kostenmaf.

Logarithmisches Kostenmafi. Die Zeit fiir einen Schritt ist proportio-
nal zur Linge (in Bindrkodierung) der Zahlen in den daran beteiligten
Registern und der Speicherplatz eine Registers entspricht der Lénge der
gespeicherten Zahl.

Im Folgenden beziehen wir uns meist auf das logarithmische Kostenmaf.
Das folgende Theorem untermauert die CHURCH’sche These.

Jede t(n)-zeitbeschrinkte Registermaschine kann fiir ein Polynom
q durch eine O(g(n + t(n)))-zeitbeschrankte TM simuliert werden.
Jede t(n)-zeitbeschrédnkte TM kann durch eine Registermaschi-
ne simuliert werden, die uniform O(n + t(n)) und logarithmisch
O ((n +t(n))log(n + t(n))) zeitbeschrankt ist.

8.5 Zurick zur Berechenbarkeit

DEFINITION 8.5.1 (KANONISCH ORDNUNG AUF X*)

Sei ¥ ein endliches Alphabet mit linearer Ordnung <. Fiir v, w € X*
schreiben wir v < w, wenn v kiirzer als w ist oder wenn beide gleich lang
sind und v beziiglich < lexikographisch kleiner ist als w. Die dadurch
definiert totale Ordnung auf %* heifst

DEFINITION 8.5.2 (DIAGONALSPRACHE)

Sei M; eine TM, deren GODEL-Nummer (M;) € {0,1}* an der i-
ten Stelle der kanonischen Ordnung aller GODEL-Nummern steht. Sei
w; € X* ein Wort an der i-ten Stelle der kanonischen Ordnung von >*.
Die ist D == {w; : M; akzeptiert w; nicht}.

Die Diagonalsprache ist nicht rekursiv.

Beweis. Angenommen, es existiert eine TM M, welche D entscheidet.
Dann existiert ein j € N, sodass M = M; gilt. Ist w; € D, so akzeptiert
M wj. Aber nach Definition von D wird w; nicht von M; akzeptiert, was
einen Widerspruch darstellt. Ist w; ¢ D, so akzeptiert M w; nicht. Aber
dann miisste w; € D sein, was eine Widerspruch darstellt. OJ
Korollar 8.5.3

Das Komplement der Diagonalsprache D = %*\D ist nicht rekursiv.
Beweis. Allgemein ist eine Sprache L genau dann rekursiv, wenn L
rekursiv ist, da man die akzeptierenden und die nicht-akzeptierenden

Endzustande der zugehorigen TM vertauschen kann. O
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DEFINITION 8.5.4 (HALTEPROBLEM)
Das H ist durch die Sprache

{{M >w : M terminiert auf Input w nach endlich vielen Schritten}

definiert.

Das Halteproblem ist nicht rekursiv.

Beweis. Angenommen, es existiert eine TM M, welche H entscheidet.
Wir konstruieren nun aus M eine TM M’, welche D entscheidet. M’
entscheidet fiir w € £* ob w € D wie folgt:

(1) Berechne i mit w = w; und berechne ( M; ).
(2) Wende M auf { M; yw an. Ist { M; Yw ¢ H, so ist w ¢ D.
(3) Andernfalls ist { M; Yw € H. Simuliert man nun M; auf der Eingabe

w (mit eine universellen TM), so akzeptiert M; w; genau dann wenn
w € D. Dann wire aber D entscheidbar, was ein Widerspruch zu
Korollar 8.5.3 ist. O

DEFINITION 8.5.5
Die ist

U:={(M)w: M akzeptiert den Input w}.

Die universelle Sprache ist nicht rekursiv.

Beweis. Angenommen, es existiert eine TM M’ welche U entschei-
det. Wir konstruieren aus M’ ein TM M”, welche D entscheidet. M”
entscheidet fiir w € £* ob w € D wie folgt:

(D Berechne i mit w = w; und berechne ( M; ).

(2) Wende M’ auf ( M; Yw an und entscheide damit, ob { M; Yw; € U,
d.h. ob w € D, was ein Widerspruch zu Korollar 8.5.3 ist. O

Die universelle Sprache ist rekursiv abzédhlbar.

Beweis. Wende die universelle TM auf ( M )w an. Akzeptiert M den
Input w, dann stellt man das nach endlich vielen Schritten fest. O

DEFINITION 8.5.6 (SPEZIELLES HALTEPROBLEM)
Sie € € X0 das leere Wort. Das H., ist

{{M»: M terminiert auf Input ¢ nach endlich vielen Schritten}.
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Das spezielle Halteproblem ist nicht rekursiv.

Beweis. Angenommen, es existiert ein TM M’, welche H. entschei-
det. Wir konstruieren aus M’ ein TM M”, welche H entscheidet. M”
entscheidet fiir ( M Yw ob { M Yw € H wie folgt:

(D Berechne die GODEL-Nummer ¢ M) der DTM M, die wie folgt
arbeitet: Schreibe w auf das Band und simuliere dann M auf Input

w.
@ Simuliere M’ auf { M* .

Dann akzeptiert M” { M )w genau dann, wenn M,,* auf ¢ terminiert

und das passiert genau dann, wenn M auf w terminiert. O
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Animationen aus CoMa I
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Abbildung 47: Selectionsort

S

Abbildung 48: Insertionsort
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